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Zapiski nauqnyh
seminarov POMI
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G� S� Mustafaev

O VPOLNE NEPRERYVNOSTI NEKOTOROGO

KLASSA BANAHOVYH ALGEBR

�� Vvedenie�

Pust� A � banahova algebra nad polem kompleksnyh qisel�
I� Kaplanski� ��� nazval algebru A vpolne nepreryvno�	 esli
vse operatory umno
eni� sleva i sprava v A na �lementy A
kompaktny� V to� 
e rabote Kaplanski� 
teorema ���� dokazal
diskretnost� strukturnogo prostranstva 
v �derno�oboloqeqno�
topologii� vpolne nepreryvnyh banahovyh algebr� V rabote ����
D
� Aleksander vvel kompaktnye banahovy algebry� A nazyva�
ets� kompaktno�	 esli dl� ka
dogo a � A operatory b �� aba�b �
A� kompaktny v A� Naprimer	 algebra K�X� kompaktnyh opera�
torov v banahovom prostranstve X �vl�ets� kompaktno� ���	 te�
orema ����� No	 voobwe govor�	 algebra K�X� ne �vl�ets� vpolne
nepreryvno� ���� Obobwa� vyxeupom�nuty� rezul�tat Kaplan�
skogo	 Aleksander ���	 teorema ���� dokazal diskretnost� struk�
turnogo prostranstva kompaktnyh banahovyh algebr�

Analogiqnym obrazom mo
no rassmotret� klass slabo vpol�
ne nepreryvnyh i slabo kompaktnyh banahovyh algebr� V �tom
napravlenii tak
e ime�ts� rezul�taty	 obespeqiva�wie dis�
kretnost� sootvetstvu�wego �dual�nogo ob�ekta�� Naprimer	
izvestno ��	 ��	 ������	 qto gruppova� algebra L��G� lokal�no
kompaktno� gruppy G �vl�ets� slabo vpolne nepreryvno� togda
i tol�ko togda	 kogda gruppa G kompaktna 
sledovatel�no	 du�

al�noe prostranstvo bG diskretno��

Napomnim	 qto a � A nazyvaets� pravym kompaktnym �slabo
kompaktnym� �lementom algebry A	 esli operator umno
eni�
sprava na a kompakten 
slabo kompakten�� Algebra A nazyvaets�
pravo� vpolne nepreryvno� �slabo vpolne nepreryvno��	 esli pro�
izvol�ny� �lement a � A �vl�ets� pravym kompaktnym 
slabo
kompaktnym�� Levye kompaktnye 
slabo kompaktnye� �lementy
i levye vpolne nepreryvnye 
slabo vpolne nepreryvnye� alge�
bry opredel��ts� analogiqnym obrazom�

���
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V �to� zametke v osnovnom rassmatrivaets� klass banahovyh
algebr	 �vl��wihs� nepreryvnymi obrazami gruppovyh algebr�
Opisyva�ts� pravye 
levye� kompaktnye �lementy �tih algebr�
Pri opredelennyh uslovi�h dokazyvaets� diskretnost� struk�
turnogo prostranstva pravyh 
levyh� slabo vpolne nepreryv�
nyh banahovyh algebr iz �togo klassa� Krome togo	 ukazany mno�
goqislennye prilo
eni� �tih rezul�tatov�

�� Oboznaqeni� i predvaritel�nye svedeni�� Prin�tye zdes�
oboznaqeni� bolee ili menee standartny� X � banahovo pro�
stranstvo	 X� � ego sopr�
ennoe	 X�� � vtoroe sopr�
ennoe i
X��� � zamknuty� ediniqny� xar v X� Dl� � � X� i x � X	
h�� x i ili ��x� budet oboznaqat� estestvennu� dvo�stvennost�
me
du X i X�� Slabu� topologi� v X i ��slabu� topologi�
v X� budem oboznaqat� qerez w i w�	 sootvetstvenno� E budet
oboznaqat� zamykanie po norme mno
estva E � X� Qerez B�X�
budem oboznaqat� algebru ograniqennyh line�nyh operatorov
v X�

Pust� A � proizvol�na� kompleksna� banahova algebra� Qerez
Ra i La budem oboznaqat� operatory umno
eni� na a � A sprava
i sleva sootvetstvenno� Rab � ba	 Lab � ab �b � A�� Pravye kom�
paktnye 
slabo kompaktnye� �lementy algebry A opredeleny vo
vvedenii� Oboznaqim qerez Kr�A� �WKr�A�� mno
estvo vseh pra�
vyh kompaktnyh 
slabo kompaktnyh� �lementy algebry A� Ana�
logiqno opredel��ts� Kl�A� i WKl�A�� Netrudno videt�	 qto
Kr�A�	 WKr�A�	 Kl�A� i WKl�A� �vl��ts� zamknutymi dvusto�
ronnimi idealami v A� Dalee	 polo
im K�A� � Kr�A� �Kl�A��
Esli A � Kr�A� �A � WKr�A��	 to algebra A nazyvaets� vpol�
ne nepreryvno� sprava �slabo vpolne nepreryvno� sprava�� Ana�
logiqno opredel��ts� vpolne nepreryvnye sleva 
slabo vpolne
nepreryvnye sleva� algebry� Polna� nepreryvnost� v smysle
Kaplanskogo ��� oznaqaet	 qto K�A� � A� Esli Ra �La� koneqno�
merny� operator	 to a budem nazyvat� pravym 
levym� koneqno�
mernym �lementom algebry A�

Kak izvestno ���	 s� ���	 ����	 v A�� mo
no zadat� dva umno
e�
ni� 
umno
eni� Arensa�	 ka
doe iz kotoryh �vl�ets� estestven�
nym prodol
eniem ishodnogo umno
eni� v A� Pervoe iz �tih
umno
eni� opredel�ets� sledu�wim obrazom� pust� a	 b � A	
� � A� i F 	 G � A��� Opredelim � � a � A� i G � � � A� ra�
venstvami h� � a� b i � h�� ab i i hG � �� a i � hG�� � a i� Polo
im
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hF �G�� i � hF�G � � i� F �G mo
no opredelit� tak
e kak�

F �G � w�� lim
�

lim
�
�a�b���

gde a�
w�

� F i b�
w�

� G� V dal�ne�xem budem predpolagat�	 qto A��

snab
eno umno
eniem	 postroennym vyxe� Otnositel�no �to�
go umno
eni� A�� stanovits� banahovo� algebro�	 i po�tomu A
mo
no sqitat� podalgebro� v A��� Izvestno ���	 lemma ��	 qto
A �vl�ets� slabo vpolne nepreryvno� sprava 
sleva� togda i
tol�ko togda	 kogda A est� levy� 
pravy�� ideal v A���

Pust� G � lokal�no kompaktna� gruppa s levo� mero� Haara
dg	 L��G� � gruppova� algebra gruppy G� Levye i pravye sdvigi
v L��G� opredel��ts� ravenstvami�

gf�x� � f�g��x�� fg�x� � ��g�f�xg� �g � G��

gde f � L��G�	 a ��g� � modul�rna� funkci� gruppy G� Otmetim	
qto dl� proizvol�nyh f 	 h � L��G� spravedlivy formuly

g

�
f � h

�
� gf � h�

�
f � h

�
g
� f � hg �

Dl� proizvol�no� funkcii f � L��G� polo
im fv�g� � f�g��� ief �g� � ��g���f�g����
Pust� e est� ediniqny� �lement gruppy G	 i pust� ��� � s
i�

ma�wa�s� k feg napravlennost� predkompaktnyh okrestnoste�
�lementa e	 a e� � neotricatel�nye nepreryvnye funkcii s no�
sitelem iz � i takie	 qto ke�k� � �� Togda �e�� est� ograniqenna�
approksimativna� edinica 
o�a�e�� v L��G��

Dalee nam ponadob�ts� sledu�wie oboznaqeni��

C�K� � banahovo prostranstvo nepreryvnyh funkci� na kompak�
te K	

C���G� � prostranstvo nepreryvnyh funkci� na G s kompaktnym
nositelem	

C��G� � banahovo prostranstvo nepreryvnyh funkci� na G	 stre�
m�wihs� k nul� na beskoneqnosti	

AP �G� �WAP �G�� � prostranstvo ograniqennyh nepreryvnyh po�
qti periodiqeskih 
slabo poqti periodiqeskih� funkci� na G	

Gru�G� �Glu�G�� Gu�G�� � prostranstvo ograniqennyh ravnomerno
nepreryvnyh sprava 
sleva	 s dvuh storon� funkci� na G�
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�� Kompaktnye �lementy v obraze gruppovyh algebr� Osnov�
nym rezul�tatom �togo punkta �vl�ets� sledu�wa� teorema�

Teorema ���� Pust� A � banahova algebra	 i pust� suwestvuet ne�
preryvny� gomomorfizm � � L��G� � A s plotnym obrazom
 Togda
spravedlivy sledu�wie utver�deni
�

a� Kr�A� est� zamknuta
 line�na
 oboloqka minimal�nyh ko�
neqnomernyh levyh idealov v A	

b� Kl�A� est� zamknuta
 line�na
 oboloqka minimal�nyh ko�
neqnomernyh pravyh idealov v A	

c� K�A� est� zamknuta
 line�na
 oboloqka minimal�nyh koneq�
nomernyh dvustoronnih idealov v A


Dl� dokazatel�stva �to� teoremy nam potrebuets� nekotora�
informaci�� Pust� T � ograniqennoe nepreryvnoe predstavle�
nie gruppy G v banahovom prostranstve X� Vektor x � X na�
zyvaets� poqti periodiqeskim 
p�p��	 esli ego orbita O�x� �
fTgx � g � Gg predkompaktna� Mno
estvo p�p� vektorov predsta�
vleni� T oboznaqaets� qerez AP �T �� Kak izvestno ���	 s� ����	
v AP �T � polna sistema koneqnomernyh T �invariantnyh podpro�
stranstv 
i�p��	 na kotoryh predstavlenie mo
no sqitat� nepri�
vodimym� T nazyvaets� p
p
 predstavleniem	 esli AP �T � � X�

Dokazatel�stvo teoremy ���� a� Pust� fJi � i � Ig est� mno�

estvo vseh minimal�nyh koneqnomernyh levyh idealov v A�
My dol
ny pokazat�	 qto Kr�A� � span fJi � i � Ig� Pust� a �
span fJi � i � Ig� �to oznaqaet	 qto dl� proizvol�nogo � � � suwe�

stvuet J�� � � � � Jn i a� � J�� � � � � an � Jn takie	 qto
��a� nP

i��
ai
�� 	 ��

Ots�da sleduet	 qto
��Ra �

nP
i��

Rai

�� 	 ��

Tak kak J�� � � � � Jn � levye idealy i a� � J�� � � � � an � Jn	 to
Rai otobra
aet A v Ji	 i potomu Rai �i � �� � � � � n� � koneqno�
mernye operatory� Poslednee neravenstvo pokazyvaet	 qto Ra

approksimiruets� koneqnomernymi operatorami i	 sledovatel��
no	 Ra � kompaktny� operator� Teper� poka
em	 qto Kr�A� �
span fJi � i � Ig� Opredelim v A levoe i pravoe regul�rnoe pred�
stavleni� sledu�wim obrazom� Lg��f� � ��gf�	 Rg��f� � ��fg ��
Pust� �e�� est� o�a�e� v L��G�� Poskol�ku ��ge����f� � Lg��f�	
imeem� kLg��f�k � k�k k��f�k�
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V silu plotnosti mno
estva f��f� � f � L��G�g v A	 iz posled�
nego neravenstva sleduet	 qto Lg 
a tak
e i Rg� prodol
aets�
edinstvennym obrazom na vs� algebru A kak ograniqennoe nepre�
ryvnoe predstavlenie� Netrudno videt�	 qto dl� proizvol�nyh
a	 b � A spravedlivy formuly Lg�ab� � �Lga�b	 Rg�ab� � a�Rgb��

Teper� pust� a � Kr�A�� Legko videt�	 qto ���e��� slu
it o�a�e�
dl� A� Tak kak ��e��a � a	 imeem �Lg��e���a � Lga �g � G��
Odnako kLg��e��k � k��ge��k � k�k i potomu fLga � g � Gg �

fba � kbk � k�kg� Ots�da sleduet	 qto mno
estvo fLga � g � Gg
predkompaktno i	 sledovatel�no	 a � AP �L�� Znaqit	 a prinad�
le
it zamknuto� line�no� oboloqke sistemy koneqnomernyh L�
invariantnyh podprostranstv	 na kotoryh predstavlenie L ne�
privodimo ���	 s� ����� Ostaets� zametit�	 qto L�invariantnye
podprostranstva � v toqnosti zamknutye levye idealy v A� De��
stvitel�no	 esli J est� L�invariantnoe podprostranstvo i b � J 	
to legko videt�	 qto dl� proizvol�nogo f � L��G� verno raven�
stvo ��f�b �

R
G

f�g�Lgbdg � J 	 i po�tomu J est� levy� ideal v A�

Pust� J � zamknuty� levy� ideal v A i b � J � Togda iz soot�
noxeni� �Lg��e���b � J i �Lg��e���b � Lgb sleduet	 qto J est�
L�invariantnoe podprostranstvo

Utver
denie b� dokazyvaets� analogiqno�
Doka
em utver
denie c�� Kak v dokazatel�stve utver
deni�

a�	 legko proverit�	 qto zamknuta� line�na� oboloqka koneq�
nomernyh dvustoronnih idealov A soder
its� v K�A�� Pust�
a � K�A�� Oboznaqim qerez L	 R pr�moe proizvedenie predsta�
vleni� L i R�

L 	R � G	 G� B�A�� �L	 R��g� s�a � LgRsa� �a � A��

Poskol�ku a � K�A�	 mno
estva fLga � g � Gg i fRsa � s �
Gg predkompaktny 
sm� dokazatel�stvo punkta a�� Netrudno vi�
det�	 qto esli fLgia � i � �� � � � � ng est� koneqna� �
��set� dl�
fLga � g �Gg	 a fRsja � j � �� � � � �mg est� koneqna� �
��set� dl�
fRsa � s � Gg	 to fLgiRsja � i � �� � � � � n� j � �� � � � �mg budet ko�
neqno� �
��set�� dl� fLgRsa � �g� s� � G 	 Gg� �to oznaqaet	 qto
a � AP �L	R�� Po�tomu a prinadle
it zamknuto� line�no� obo�
loqke koneqnomernyh L	R�invariantnyh podprostranstv	 na ko�
toryh predstavlenie L	R neprivodimo� Ostaets� pokazat�	 qto
L 	 R�invariantnye podprostranstva � �to v toqnosti zamknu�
tye dvustoronnie idealy v A� Pust� J est� L	R�invariantnoe
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podprostranstvo i b � J � Prostye vykladki pokazyva�t	 qto

��h�b��ek� � Z
G�G

h�g�k�s��L 	R��g� s�b dg ds � J� 
����

Poskol�ku mno
estvo f��f� � f � L��G�g plotno v A i k � ek
est� izometri� L��G� na L��G�	 imeem AJA � J � S drugo� sto�
rony	 A imeet o�a�e�	 i po�tomu AJ � J i JA � J � Pust� teper�
J � zamknuty� dvustoronni� ideal v A� Poka
em	 qto J est�
L 	 R�invariantnoe podprostranstvo� Pust� b � J � Poskol�ku
line�na� oboloqka funkci� vida fh�g�k�s� � h� k � L��G�g plot�
na v L��G 	 G�	 iz ravenstva 
���� poluqaem	 qto

R
G�G

f�g� s��L 	

R��g� s�b dg ds � J dl� proizvol�no� funkcii f � L��G 	 G�� S
drugo� storony	 netrudno videt�	 qto dl� proizvol�no� pary
�p� q� � G	 GZ

G�G

e�
�
g� s
�
�p���q���

�L 	R��g� s�b dg ds� �L 	R��p� q� b � J�

Teorema dokazana� �

V hode dokazatel�stva teoremy ��� my zaodno ustanovili sle�
du�wie utver
deni��

Teorema ���� Pust� vypoln
�ts
 uslovi
 teoremy ���
 Togda�
a� Kr�A� � AP �L�	 b� Kl�A� � AP �R�	 c� K�A� � AP �L 	 R�	 gde

L i R � levoe i pravoe regul
rnoe predstavleni
 v A	 a L	R � ih
pr
moe proizvedenie


Teorema ��	� Pust� A � banahova algebra	 i pust� suwestvuet
nepreryvny� gomomorfizm � � L��G� � A�� s plotnym obrazom

Togda spravedlivo zakl�qenie teoremy ���


Dokazatel�stvo� Doka
em spravedlivost� utver
deni� a� teo�
remy ��� 
utver
deni� b� i c� dokazyva�ts� analogiqno�� Kak
v dokazatel�stve teoremy ��� a�	 legko videt�	 qto zamknuta�
line�na� oboloqka koneqnomernyh levyh idealov algebry A so�
der
its� v Kr�A�� Pust� L � levoe regul�rnoe predstavlenie v
A��� Sperva poka
em	 qto Kr�A� �vl�ets� L�invariantnym pod�
prostranstvom i	 bolee togo	 dl� proizvol�nogo a � Kr�A� mno�

estvo fLga � g � Gg predkompaktno v A	 t�e� LjKr�A� �vl��
ets� p�p� predstavleniem� Kak my u
e zametili	 ��e�� slu
it
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o�a�e� dl� A��� Ne umal�� obwnosti	 mo
no predpolagat�	 qto
��e�� shodits� 
v w��topologii prostranstva A��� k nekotoromu
E � A��� Zametim	 qto E slu
it edinice� dl� A��	 tak kak	 esli

F � A�� i a�
w�

� F 	 to

E � F � w�� lim
�

lim
�

�
��e��a�

�
� w�� lim

�
��e��F � F�

F �E � w�� lim
�

lim
�

�
a���e��

�
� w�� lim

�
a� � F�

Pust� teper� a � Kr�A�� Tak kak Kr�A� � dvustoronni� ideal
v A	 to Ra otobra
aet A v Kr�A�� V silu kompaktnosti ope�
ratora Ra	 operator R��a otobra
aet A�� v Kr�A� i to
e kom�
pakten� Dalee	 v silu togo	 qto R��a F � F � a �F � A���	 iz ra�
venstva Lga � Lg�E � a� � �LgE� � a poluqaem	 qto Kr�A� �vl��
ets� L�invariantnym podprostranstvom i LjKr�A� �vl�ets� p�p�
predstavleniem� Po�tomu v Kr�A� polna sistema koneqnomernyh
L�invariantnyh podprostranstv iz Kr�A�� Nam ostaets� poka�
zat�	 qto esli J � Kr�A� est� L�invariantnoe podprostranstvo
takoe	 qto su
enie LjJ neprivodimo	 to J est� minimal�ny� le�
vy� ideal v A� Pust� a � J � Kak v dokazatel�stve teoremy ���	

��f�a �

Z
G

f�g�Lgadg � J� f � L��G��

qto vleqet A��J � J i	 sledovatel�no	 AJ � J � Pust� imeets�
nenulevo� levy� ideal J� � J 	 i pust� a � J�� V silu rassu�

deni�	 privedennyh vyxe	 imeem� Lga � Lg�E� � a � J�	 t�e� J�
�vl�ets� L�invariantnym podprostranstvom� V silu neprivodi�
mosti su
eni� LjJ imeem J� � J � �

Ni
e my privedem nekotorye sledstvi� teorem ��������
S� Akeman ��	 teorema �� dokazal	 qto esli gruppa G kompakt�

na	 to algebra L��G� vpolne nepreryvna sprava 
ili sleva��

Sledstvie ��
� Pust� vypoln
�ts
 uslovi
 teoremy ���
 Esli
gruppa G kompaktna	 to A vpolne nepreryvna sprava �sleva�


Dokazatel�stvo� Esli gruppa G kompaktna	 to levoe 
pravoe�
regul�rnoe predstavlenie v A �vl�ets� p�p� predstavleniem�
Ostaets� primenit� teoremu ���� �

S� Sakai ��	 teorema �� dokazal	 qto esli gruppa G ne kom�
paktna	 to v L��G� ne imeets� nenulevyh �lementov kompaktnyh
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sleva 
sprava�� �tot fakt poluqaets� iz teoremy ��� sledu�wim
obrazom� pust� gruppa G ne kompaktna	 i pust� f est� nenulevo�
�lement algebry L��G�	 kompaktny� sprava� Po teoreme ��� mno�


estvo ffg�� � g � Gg predkompaktno	 i potomu h e�� fg�� i � ef � e�
�vl��ts� p�p� funkci�mi� Poskol�ku ef � e� � C��G�	 poluqaem	

qto ef � e� � �	 potomu qto na nekompaktno� lokal�no kompaktno�
gruppe ne suwestvuet nenulevo� p�p� funkcii iz C��G�� sm� ���	

s� ���� Odnako ef � e� � ef po L��norme	 i potomu f � ��
Ni
e my privedem prostoe dokazatel�stvo odnogo iz osnovnyh

rezul�tatov raboty �����

Sledstvie ���� Esli A � banahova algebra	 to l�bo� kompaktny�
gomomorfizm � � L��G�� A koneqnomeren


Dokazatel�stvo� Mo
no sqitat�	 qto � imeet plotny� obraz�
Legko videt�	 qto esli � kompakten	 to levoe regul�rnoe pred�
stavlenie v A �vl�ets� p�p� predstavleniem� Po teoreme ���	 al�
gebra A vpolne nepreryvna sprava� S drugo� storony	 predel��
na� toqka ���e��� slu
it edinice� dl� A	 i potomu algebra A
koneqnomerna� �

Ni
e uvidim	 qto klass banahovyh algebr	 udovletvor��wih
uslovi�m teoremy ���	 dostatoqno xirok� Pust� T � ograni�
qennoe nepreryvnoe predstavlenie gruppy G v banahovom pro�
stranstve X� Dl� l�bo� funkcii f � L��G� opredelim opera�
tor Tf � B�X�	 polaga� Tfx �

R
G

f�g�Tgxdg� Pust� LT �G� � nai�

men�xa� zamknuta� podalgebra v B�X�	 soder
awa� vse ope�
ratory fTf � f � L��G�g� Netrudno videt�	 qto otobra
enie
� � L��G� � LT �G�	 zadavaemoe pravilom f �� Tf 	 est� nepreryv�
ny� gomomorfizm s plotnym obrazom� Teper� pust� X � Lp�G�
�� 	 p 	
�	 i pust� T � levoe regul�rnoe predstvlenie v Lp�G��
Togda Tfh � f �h	 gde f � L��G� i h � Lp�G�� V �tom sluqae LT �G�
oboznaqa�t qerez PFp�G� �����

V rabote ��� 
lemma ����� dokazano	 qto esli gruppa G kom�
paktna	 to algebra PFp�G� vpolne nepreryvna sprava 
sleva��

Sledstvie ���� Algebra PFp�G� 
vl
ets
 vpolne nepreryvno�
sprava �sleva� togda i tol�ko togda	 kogda gruppa G kompaktna


Dokazatel�stvo� Esli gruppa G kompaktna	 to algebra PFp�G�
�vl�ets� vpolne nepreryvno� sprava 
sleva� v silu sled�
stvi� ���� Teper� predpolo
im	 qto gruppa G nekompaktna	 a
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algebra PFp�G� vpolne nepreryvna sprava� V silu teoremy ���
levoe regul�rnoe predstavlenie v PFp�G� �vl�ets� p�p� pred�
stavleniem	 t�e� mno
estvo fT

gf � g � Gg predkompaktno dl�

proizvol�no� funkcii f � L��G�� Togda netrudno videt�	 qto
g �� hT

gfh� k i � h gf � h� k i �vl�ets� p�p� funkcie� dl� proiz�
vol�nyh h � Lp�G� i k � Lq�G� ��
p 	 �
q � ��� Dalee	 po�
skol�ku h ge� � h� k i � h gh� k i ravnomerno	 poluqaem	 qto g ��
h gh� k i � AP �G�	 i potomu g �� h g��h� k i � h � kv � AP �G�� Tak kak
h � kv � C��G�	 imeem h � kv � �� V qastnosti	 dl� proizvol�nogo
k � C���G� imeem e� � kv � �� Poskol�ku kv � Lq�G� i e� � kv � kv

po Lq�norme	 poluqaem	 qto k � �� �

Pust� A � C��algebra� Netrudno videt�	 qto esli a � Kr�A�	
to a� � Kl�A� i	 poskol�ku Kl�A� �vl�ets� zamknutym dvustoron�
nim idealom	 poluqaem	 qto a � �a��� � Kl�A�� Takim obrazom	
dl� C��algebr imeem Kr�A� � Kl�A� � K�A�� Pust�

�
Ai

�
i�I

�

seme�stvo C��algebr� Qerez
� P
i�I

�Ai

�
�

i
� P
i�I

�Ai

�
�
budem obo�

znaqat� ih l� i c��pr�moe proizvedenie	 sootvetstvenno�

Sledstvie ��
 ��	 teorema ���� ��	 teorema ����� Pust� A � C��
algebra	 i pust� Pc�A� � seme�stvo minimal�nyh koneqnomernyh
central�nyh proektorov v A
 Togda

Kr�A� � Kl�A� � K�A� �

� X
p�Pc�A�

�pA

�
�

�

Dokazatel�stvo� V silu vyxeskazannogo	 dostatoqno dokazat�
poslednee ravenstvo dl� K�A�� Horoxo izvestno	 qto A�� oto�

destvl�ets� s obertyva�we� algebro� fon Ne�mana algebry
A� Pust� 
 � gruppa 
v diskretno� topologii� unitarnyh �le�
mentov algebry A��� Iz teoremy Russo�Da� ���	 s� ���� sledu�
et	 qto suwestvuet nepreryvny� gomomorfizm � � L��
� � A�� s
plotnym obrazom� Togda po teoreme ��� imeem

K�A� � span �Ji � i � I��

gde fJi � i � Ig � seme�stvo minimal�nyh koneqnomernyh dvusto�
ronnih idealov v A� Tak kak idealy Ji �i � I� minimal�ny	 to
Ji � Jj � ��� pri i �� j	 i po�tomu

J� 	 � � �	 Jn �

� nX
i��

�Ji

�
�

�
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Ots�da netrudno poluqit� ravenstvo

K�A� �

�X
i�I

�Ji

�
�

�

Ostaets� zametit�	 qto minimal�nye koneqnomernye dvustoron�
nie idealy v A v toqnosti sovpada�t s seme�stvom fpA � p �
Pc�A�g� �

Napomnim	 qto 
hausdorfovo� topologiqeskoe prostranstvo
S nazyvaets� vpolne nesoverxennym	 esli S ne soder
it nepu�
styh soverxennyh podmno
estv� Naprimer	 vpolne nesoverxen�
nye mno
estva v C 
ili v R� � �to sqetnye mno
estva 
teorema
Kantora�Bendiksona�� Izvestno ���	 s� ���	 teorema ��	 qto esli
K � beskoneqny� vpolne nesoverxenny� kompakt	 to C�K� soder�

it prostranstva	 izomorfnye c�	 gde c� � prostranstvo shod��
wihs� k nul� qislovyh posledovatel�noste�� Pust� T � B�X��
Oboznaqim qerez AT ravnomerno zamknutu� podalgebru v B�X�	
poro
dennu� operatorom T i ediniqnym operatorom �X � Iz vy�
xeskazannogo	 v qastnosti	 sleduet	 qto esli T � kompaktny� sa�
mosopr�
enny� operator 
v gil�bertovom prostranstve� s bes�
koneqnym spektrom ��T �	 to algebra AT 
 C���T �� soder
it pod�
prostranstva	 izomorfnye c�� Ni
e uvidim	 qto analogiqny�
fakt ostaets� v sile dl� kompaktnyh �rmitovyh operatorov v
reflektivnyh banahovyh prostranstvah� Napomnim	 qto opera�
tor T � B�X� nazyvaets� �rmitovym	 esli k exp�itT �k � � dl�
vseh t � R�

Sledstvie ���� Pust� T � kompaktny� �rmitovy� operator v
refleksivnom banahovom prostranstve X
 Esli spektr ��T � bes�
koneqen	 to prostranstvo AT soder�it podprostranstva	 izo�
morfnye c�


Dokazatel�stvo� Suwestvuet nepreryvny� gomomorfizm � �
L��R� � AT 
s plotnym obrazom�	 opredelenny� ravenstvom

��f� �

Z
R

f�t� exp�itT �dt�

Regul�rnoe predstavlenie v AT zadaets� ravenstvom Lt�S� �
exp�itT �S	 S � AT � Predpolo
im	 qto AT ne soder
it podpro�
stranstv	 izomorfnyh c�� Poka
em	 qto regul�rnoe predsta�
vlenie �vl�ets� p�p� predstavleniem v AT � Dl� proizvol�nogo
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S � AT i fiksirovannogo s � R rassmotrim seme�stvo kompakt�
nyh operatorov

Lt�s�S� � Lt�S� � exp�itT �
�
exp�isT � � �X

�
S� 
����

Iz vektornogo varianta teoremy Askoli�Arcela ���	 s� ���� sle�
duet	 qto esli X refleksivno	 to seme�stvo kompaktnyh opera�
torov D � B�X� predkompaktno	 esli fSx � S � Dg predkompaktno
dl� l�bogo x � X��� i sup

S�D

kSxnk � � dl� l�bo� slabo shod�we��

s� k nul� posledovatel�nosti �xn� v X�
Poskol�ku exp�isT � � �X kompaktny� operator i exp�itT �Sx

�x � X���� ograniqeno	 mno
estvo exp�itT ��exp�isT � � �X �Sx pred�

kompaktno dl� l�bogo x � X���� Teper� pust� xn
w
� �� Tak kak

k�exp�isT � � �X�xnk � �	 to

sup
t�R

�� exp�itT ��exp�isT � � �X�Sxn
�� � kSk

���exp�isT � � �X�xn
��� ��

Po�tomu seme�stvo 
���� �vl�ets� predkompaktnym dl� ka
dogo
s � R� Iz rezul�tata Bolesa Bosita ����	 �vl��wegos� este�
stvennym obobweniem izvestnogo rezul�tata M� I� Kadeca ����
o poqti periodiqnosti integrala ot vektorno� poqti periodi�
qesko� funkcii	 sleduet	 qto pri uslovii poqti periodiqnosti
seme�stva Lt�s�S��Lt�S� 
dl� ka
dogo s � R� funkci� t� Lt�S�
poqti periodiqna� Znaqit	 regul�rnoe predstavlenie �vl�ets�
p�p� predstavleniem v AT � Po teoreme ���	 AT � vpolne nepreryv�
na� algebra� Poskol�ku AT imeet ediniqny� �lement	 poluqaem	
qto AT koneqnomerna	 i	 sledovatel�no	 spektr ��T � koneqen� �

Pust� A � proizvol�na� banahova algebra� Netrudno videt�	
qto esli e � pravy� 
levy�� kompaktny� idempotent v A	 to
e �vl�ets� pravym 
levym� koneqnomernym �lementom� Obozna�
qim qerez Er

A �El
A� mno
estvo vseh minimal�nyh pravyh 
levyh�

koneqnomernyh 
ili kompaktnyh� idempotentov algebry A� Ne�
trudno videt�	 qto esli e � Er

A �e � El
A�	 to Ae �eA� est� mini�

mal�ny� koneqnomerny� levy� 
pravy�� ideal v A� Esli alge�
bra A � poluprosta�	 to verno i obratnoe� l�bo� minimal�ny�
koneqnomerny� levy� 
pravy�� ideal J v A imeet vid J � Ae
�J � eA� dl� nekotorogo e � Er

A �e � El
A� ���	 glava IV��

Sledstvie ���� Pust� vypoln
�ts
 uslovi
 teoremy ��� ili te�
oremy ���
 Krome togo	 pust� algebra A poluprosta

 Togda
i� Kr�A� � span �Ae � e � Er

A�	 ii� Kl�A� � span �Ae � e � El
A�
 �
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Pust� A � proizvol�na� banahova algebra� Qerez �A bu�
dem oboznaqat� strukturnoe prostranstvo algebry A s �derno�
oboloqeqno� �hk� topologie�� Iz teoremy Aleksandera ���	 te�
orema ���� sleduet	 qto strukturnoe prostranstvo pravo� 
le�
vo�� vpolne nepreryvno� banahovo� algebry diskretno� Odnako
v rassmatrivaemyh nami sluqa�h �tot fakt �vl�ets� sledstvi�
em teoremy ��� i sledu�wego predlo
eni�	 kotoroe	 po mneni�
avtora	 predstavl�et samosto�tel�ny� interes�

Predlo�enie ����� Pust� A � banahova algebra	 taka
	 qto v ne�
polna sistema minimal�nyh levyh �pravyh� idealov
 Togda pro�
stranstvo �A diskretno


Dokazatel�stvo� V silu togo	 qto strukturnye prostranstva
A
Rad�A� i A gomeomorfny i v A
Rad�A� polna sistema mi�
nimal�nyh levyh idealov	 mo
no sqitat�	 qto algebra A po�
luprosta� My imeem A � span �Ae � e � EA�	 gde EA � mno
e�
stvo minimal�nyh idempotentov algebry A� Pust� P � �A� Nam
nu
no pokazat�	 qto �A n fPg zamknuto	 t�e� P 
� �A n fPg hk ili
�fQ � �A � Q �� Pg �� P � Poskol�ku mno
estvo P zamknuto	 ime�
ets� idempotent e � EA tako�	 qto e 
� P � Dostatoqno pokazat�	
qto e � Q dl� vseh Q � �A n fPg� Pust� e 
� Q dl� nekotorogo
Q �� P � Poskol�ku idempotent e minimalen	 t�e� eAe � Ce	 i P
� dvustoronni� ideal	 imeem ePe � ���	 i potomu AePAe � ����
Teper� ispol�zuem sledu�wi� fakt ���	 s� ���	 predlo
enie ��
�iii��� esli L� i L� dva levyh ideala takih	 qto L�L� � Q	 to
libo L� � Q	 libo L� � Q� Tak kak e 
� Q	 to Ae �� Q	 i po�to�
mu PAe � Q� Snova	 ispol�zu� vyxeupom�nuty� fakt	 poluqim	
qto P � Q� Men�� mestami P i Q	 poluqaem	 qto P � Q� A �to
protivoreqit tomu	 qto P �� Q� �

	� Slabo kompaktnye �lementy v obraze gruppovyh al�
gebr� V �tom punkte my doka
em 
pri opredelennyh uslovi�h�
diskretnost� strukturnogo prostranstva slabo vpolne nepre�
ryvnyh banahovyh algebr	 rassmotrennyh nami v p� ��

Dl� udobstva dal�ne�xego izlo
eni�	 vezde v �tom punkte
polnu� nepreryvnost� sprava budem nazyvat� prosto polno� ne�
preryvnost���

Predlo�enie 	��� Pust� A � banahova algebra taka
	 qto l�boe
neprivodimoe e� predstavlenie koneqnomerno	 i pust� suwestvu�
et nepreryvny� gomomorfizm � � L��G� � A s plotnym obrazom
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Togda ka�dy� �lement a � WKr�A� edinstvennym obrazom pred�
stavim v vide a � b	 r	 gde b � Kr�A� i r � Rad�A�


Dl� dokazatel�stva �togo predlo
eni� nam ponadobits� sle�
du�wee� Pust� T � ograniqennoe nepreryvnoe predstavlenie
gruppy G v banahovom prostranstve X� Vektor x � X na�
zyvaets� slabo poqti periodiqeskim	 esli orbita O�x� sla�
bo predkompaktna� Mno
estvo slabo p�p� vektorov predsta�
vleni� T oboznaqaets� qerez WAP �T �� Po teoreme de L��
Gliksberga ��	 teorema �����	 WAP �T � � AP �T � � X�	 gde X� �n
x � X � ��� � O�x�w

o
� T nazyvaets� slabo poqti periodiqeskim

predstavleniem	 esli WAP �T � � X�

Dokazatel�stvo predlo�eni� 	��� Pust� a � WKr�A�� Tak kak
mno
estvo fba � kbk � k�kg slabo predkompaktno i vypuklo	 to

mno
estvo fba � kbk � k�kg slabo kompaktno� Teper�	 kak v doka�

zatel�stve teoremy ���	 imeem� fLga � g � Gg � fba � kbk � k�kg	
gde L � levoe regul�rnoe predstavlenie v A� Ots�da sledu�
et	 qto mno
estvo fLga � g � Gg slabo predkompaktno	 i poto�
mu a � WAP �L�� Po teoreme de L��Gliksberga	 privedenno�
vyxe	 �lement a predstavim 
edinstvennym obrazom� v vide

a � b 	 r	 gde b � AP �L� i ��� � fLgr � g � Ggw� Po teoreme ���	
b � Kr�A�� Teper� poka
em	 qto r � Rad�A�� Pust� � � nepri�
vodimoe predstavlenie algebry A v koneqnomernom prostran�
stve X� Netrudno videt�	 qto � � � est� nepreryvnoe neprivo�
dimoe predstavlenie algebry L��G� v X� V silu ���	 s� ���	
teorema �� imeets� ograniqennoe nepreryvnoe predstavlenie T
gruppy G v X takoe	 qto �

�
��f�

�
�
R
G

f�g�Tg dg� Ots�da poluqa�

em	 qto �
�
Lg��f�

�
� Tg�

�
��f�

�
�g � G�� V silu plotnosti mno
e�

stva f��f� � f � L��G�g v A imeem ��Lgr� � Tg��r�� Poskol�ku

��� � fLgr � g � Ggw	 imeets� shod�wa�s� k �beskoneqnosti� na�

pravlennost� �g�� taka�	 qto Lg�r
w
� �� Tak kak predstavlenie �

koneqnomerno	 to Tg���r� � ��Lg�r� � � po norme� Ots�da polu�
qaem	 qto k��r�k �

��Tg���

��kTg���r�k � �� Sledovatel�no	 ��r� � �

i potomu r � Rad �A�� �

Predlo�enie 	��� Pust� A � banahova algebra taka
	 qto l�boe
e� neprivodimoe predstavlenie koneqnomerno	 i pust� suwestvu�
et nepreryvny� gomomorfizm � � L��G�� A�� s plotnym obrazom
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Togda spravedlivo zakl�qenie predlo�eni
 ���


Dokazatel�stvo� Pust� L � levoe regul�rnoe predstavlenie v
A��� Poka
em	 qto WKr�A� �vl�ets� L�invariantnym podpro�
stranstvom	 a LjWKr�A� � slabo p�p� predstavleniem� Pust�
a � WKr�A�� Poskol�ku WKr�A� � dvustoronni� ideal	 Ra oto�
bra
aet A vWKr�A�� V silu slabo� kompaktnosti operatora Ra	
vtoro� sopr�
enny� operator R��a otobra
aet A�� v WKr�A� ���	
s� ���	 teorema ��	 i po teoreme Gantmahera ���	 s� ���� operator
R��a to
e slabo kompakten� Dalee zametim	 qto R��a F � F � a	 gde
F � A��� Teper�	 esli E � ediniqny� �lement v A�� 
sm� dokaza�
tel�stvo teoremy ����	 to iz ravenstv Lga � Lg�E � a� � Lg�E�a
�g � G� sleduet	 qto WKr�A� �vl�ets� L�invariantnym pod�
prostranstvom i qto LjWKr�A� � slabo p�p� predstavlenie� Po
teoreme de L��Gliksberga	 �lement a predstavim 
edinstven�
nym obrazom� v vide a � b 	 r	 gde b � AP �LjWKr�A�� i ��� �

fLgr � g � Ggw� Znaqit	 �lement b prinadle
it zamknuto� line��
no� oboloqke koneqnomernyh L�invariantnyh podprostranstv iz
A� Odnako	 kak v dokazatel�stve teoremy ���	 legko videt�	 qto
L�invariantnye podprostranstva iz A �vl��ts� zamknutymi le�
vymi idealami v A� Po�tomu b � Kr�A�� Ostaets� pokazat�	 qto
r � Rad�A�� Pust� � � neprivodimoe predstavlenie algebry A v
koneqnomernom prostranstve X� Netrudno videt�	 qto ��� �vl��
ets� neprivodimym predstavleniem algebry A�� v X	 i potomu
����� � nepreryvnoe neprivodimoe predstavlenie algebry L��G�
v X� Po�tomu suwestvuet ograniqennoe nepreryvnoe predstavle�
nie T gruppy G v X takoe	 qto

������f�� �

Z
G

f�g�Tgdg


sledovatel�no	 ���
�
Lg���f��

�
� Tg�

�����f��� Ots�da poluqaem	
qto ��Lgr� � Tg��r�� Dalee dokazatel�stvo zaverxaets� kak do�
kazatel�stvo predlo
eni� ���� �

Otmetim odno sledstvie �togo predlo
eni��

Sledstvie 	�	� Pust� A � C��algebra taka
	 qto l�boe neprivo�
dimoe predstavlenie algebry A koneqnomerno
 Togda l�bo� slabo
kompaktny� �lement algebry A 
vl
ets
 i kompaktnym


Dokazatel�stvo� Kak v dokazatel�stve sledstvi� ���	 suwestvu�
et nepreryvny� gomomorfizm � � L��
�� A�� s plotnym obrazom	
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gde 
 � unitarna� gruppa v A��� Poskol�ku algebra A polupro�
sta	 iz predlo
eni� ��� poluqaem to	 qto trebuets�� �

Pust� C��G� oboznaqaet C��algebru lokal�no kompaktno�
gruppy G� Napomnim ���	 s� ����	 qto G nazyvaets� gruppo� Mu�
ra	 esli l�boe nepreryvnoe neprivodimoe unitarnoe predsta�
vlenie gruppy G koneqnomerno� Netrudno videt�	 qto esli G
est� gruppa Mura	 to l�boe neprivodimoe predstavlenie alge�
bry C��G� koneqnomerno� Drugo� primer� uslovi�m predlo
eni�
��� udovletvor��t CCR � C��algebry s edinice� ���	 s� �����

Teper� sformuliruem osnovno� rezul�tat �togo punkta�

Teorema 	�
� Pust� vypoln
�ts
 uslovi
 predlo�eni
 ���
 Esli
algebra A slabo vpolne nepreryvna	 to prostranstvo �A diskret�
no


Dl� dokazatel�stva nam ponadobits� sledu�wa� lemma�

Lemma 	��� Pust� A � banahova algebra i J � dvustoronni� ideal
v A
 Esli algebra A slabo vpolne nepreryvna	 to i faktor�algebra
A
J slabo vpolne nepreryvna


Dokazatel�stvo� Pust� � � A � A
J kanoniqeski� gomomor�
fizm� Poka
em	 qto dl� l�bogo a � A operator R��a� slabo kom�
pakten v A
J � Tak kak operator Ra slabo kompakten	 po teoreme
Gantmahera operator R�a j J

� to
e slabo kompakten� Odnako	 po�
skol�ku R�

��a� � R�a j J
�	 snova ispol�zu� teoremu Gantmahera	

poluqaem	 qto R��a� � slabo kompaktny� operator� �

Dokazatel�stvo teoremy 	�
� Pust� B � A
Rad�A� i � � A� B
kanoniqeski� gomomorfizm� Poskol�ku algebra A slabo vpolne
nepreryvna	 po lemme ��� algebra B to
e slabo vpolne nepre�
ryvna� Netrudno videt�	 qto � � � � L��G�� B est� nepreryvny�
gomomorfizm s plotnym obrazom i	 krome togo	 l�boe neprivo�
dimoe predstavlenie algebry B koneqnomerno� V silu togo	 qto
algebra B poluprosta	 primen�� predlo
enie ���	 poluqaem	 qto
ona vpolne nepreryvna	 i potomu prostranstvo �B diskretno�
Sledovatel�no	 prostranstvo �A diskretno� �

Teorema 	��� Pust� vypoln
�ts
 uslovi
 predlo�eni
 ���
 Esli
algebra A slabo vpolne nepreryvna	 to prostranstvo �A diskret�
no
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Dokazatel�stvo� Pust� B � A
Rad�A� i � � A� B kanoniqeski�
gomomorfizm� Togda ��� � A�� � A��
Rad�A����� B��� � kanoni�
qeski� gomomorfizm i ��� � � � L��G� � B�� est� nepreryvny�
gomomorfizm s plotnym obrazom� Primen�� predlo
enie ���	 po�
luqaem	 qto algebra B vpolne nepreryvna	 i potomu prostran�
stvo �B diskretno� Sledovatel�no	 prostranstvo �A diskretno�
�

Kak izvestno ��	 ��	 ������	 algebra L��G� �vl�ets� slabo
vpolne nepreryvno� togda i tol�ko togda	 kogda gruppa G kom�
paktna� V literature izvestny mnogoqislennye dokazatel�stva
�togo fakta� Ni
e my privedem naibolee prostoe 
po mneni�
avtora� dokazatel�stvo� Pust� algebra L��G� slabo vpolne ne�
preryvna� Po teoreme Ko�na o faktorizacii ���	 ������	 ka
dy�
�lement f � L��G� predstavim v vide f � h � k	 gde h	 k � L��G��
Tak kak Lgf � Lgh � k i mno
estvo fLgh � g � Gg ograniqeno	
to ots�da sleduet	 qto mno
estvo fLgf � g � Gg slabo pred�
kompaktno� Po teoreme �berle�na ���	 s� ��� otobra
enie g ��
h��Lgf i � � � fv �vl�ets� slabo� p�p� funkcie� dl� proizvol��
nogo � � L��G�� Poskol�ku f� � fv � � � L�� f � L�g � Cru�G� ���	
������	 poluqaem	 qto Cru�G� � WAP �G�� Izvestno ���	 s� ���	 qto
WAP �G� � Cu�G�	 i potomu verno ravenstvo Cu�G� � WAP �G��
A �to vozmo
no tol�ko pri kompaktnosti gruppy G ����� Esli
gruppa G kompaktna	 to algebra L��G� vpolne nepreryvna v si�
lu sledstvi� ����

Pust� A � proizvol�na� banahova algebra	 a e idempotent v
ne�� Netrudno videt�	 qto esli �lement e slabo kompakten	 to
ideal Ae refleksiven� Odnako my imeem sledu�wee�

Predlo�enie 	�
� Pust� vypoln
�ts
 uslovi
 predlo�eni
 ���
ili ���
 Togda slabo kompaktnye idempotenty algebry A 
vl
�t�
s
 koneqnomernymi


Dokazatel�stvo� Pust� e � slabo kompaktny� idempotent al�
gebry A� Po predlo
eni�m ��� ili ��� imeets� razlo
enie
e � e� 	 e�	 gde e� kompaktny� �lement algebry A i e� � Rad�A��
Zametim	 qto e�� 	 e�e� 	 e�e� �vl�ets� kompaktnym �lementom
algebry A i e�� � Rad�A�� Teper� iz edinstvennosti razlo
e�
ni� e � e�� 	 e�e� 	 e�e� 	 e�� poluqaem	 qto e�� � e�� Poskol�ku
e� � Rad�A�	 imeem e� � �� Znaqit	 e �vl�ets� kompaktnym idem�
potentom	 i potomu �lement e koneqnomeren� �



O VPOLNE NEPRERYVNOSTI NEKOTOROGO KLASSA ���

Pust� gruppa G abeleva	 a J � zamknuty� ideal v L��G�� V ra�
bote ��	 sledstvie ���� dokazano	 qto esli faktor�prostranstvo
A � L��G�
J izomorfno nekotoromu gil�bertovu prostranstvu	
to algebra A koneqnomerna� V rabote ���	 sledstvie ���� doka�
zano bol�xe� esli algebra A refleksivna	 to ona koneqnomerna�
Odnako spravedlivo sledu�wee utver
denie�

Sledstvie 	��� Pust� A � banahova algebra taka
	 qto l�boe e�
neprivodimoe predstavlenie koneqnomerno	 i pust� suwestvuet
nepreryvny� gomomorfizm � � L��G�� A s plotnym obrazom
 Esli
algebra A refleksivna	 to ona koneqnomerna


Dokazatel�stvo� Esli algebra A refleksivna	 to ona slabo
vpolne nepreryvna� S drugo� storony	 slaba� predel�na� toqka
o�a�e� slu
it edinice� dl� A� Primen�� predlo
enie ���	 polu�
qaem	 qto algebra A koneqnomerna�


� Kommutativny� sluqa�� Pust� A � kommutativna� banahova
algebra	 �A � e prostranstvo Gel�fanda� Qerez ba budem obo�
znaqat� preobrazovanie Gel�fanda �lementa a � A� A� �A budet
oboznaqat� mno
estvo f� � a � � � A�� a � Ag� Iz teoremy Ko�na�
H��itta o faktorizacii ���	 ������ sleduet	 qto esli A imeet
o�a�e�	 to A� �A �vl�ets� zamknutym podprostranstvom v A��

Vs�du v �tom punkte budem predpolagat�	 qto G � lokal��
no kompaktna� abeleva gruppa� Pust� suwestvuet nepreryvny�
gomomorfizm � � L��G� � A s plotnym obrazom� Kak izvestno
���	 s� ���	 �A oto
destvl�ets� s mno
estvom hull �Ker ��	 koto�

roe �vl�ets� zamknutym podmno
estvom gruppy harakterov bG�

My tak
e imeem d��f��
� � bf �
� �
 � �A�	 gde bf � preobrazovanie
Fur�e funkcii f � L��G�� Dalee qerez ���� budem oboznaqat�
w��spektr proizvol�nogo �lementa � � L��G�� Po opredeleni�
��	 s� ����	 ���� � hullff � L��G� � � � f � �g�

Predlo�enie 
��� Pust� suwestvuet nepreryvny� gomomorfizm
� � L��G� � A s plotnym obrazom
 Esli spektr �A diskreten	
to A� �A � span �A


Dokazatel�stvo� Pust� � � c�
�	 � � �	cn
n	 gde 
�� � � � � 
n � �A�

Imeets� �lement f � L��G� tako�	 qto bf �
�� � � � � � bf �
n� � �	
otkuda � � � � ��f�� Znaqit	 v silu zamknutosti mno
estva A� �A
imeem span �A � A� �A� Teper� pust� � � A�� Poskol�ku mno
e�

stvo f��f� � f � L��G�� bf � C��� bG�g plotno v A	 dostatoqno poka�
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zat�	 qto ����f� � span �A dl� proizvol�nyh f � L��G� takih	 qtobf � C��� bG�� Sperva poka
em	 qto ������ � �A� Pust� suwestvuet

� � ������	 no 
� 
� �A� Togda suwestvuet �lement f � L��G�

tako�	 qto f�
�� �� � i bf � � v nekotoro� okrestnosti mno
estva

�A� Ots�da sleduet	 qto bfs � � �s � G� v nekotoro� okrestnosti
mno
estva �A� Znaqit	 fs prinadle
it naimen�xemu idealu v
L��G� s oboloqko� hull �Ker ��	 i po�tomu ��fs� � � �s � G�� Dalee
imeem � � h�� ��fs��� i � ����� � f � Poskol�ku 
� � ������	 polu�

qaem qto bf�
�� � �� A �to protivoreqit sootnoxeni� bf �
�� �� ��

Teper� pust� funkci� f � L��G� takova	 qto bf � C��� bG�� Netrud�

no videt�	 qto �
�
����� � f

�
� ������ � supp bf � �A � supp bf � Ots��

da sleduet	 qto spektr �
�
����� � f

�
koneqen	 i po�tomu ����� � f

est� koneqna� line�na� kombinaci� harakterov iz �A ��	 s� �����
����� � f � c�
� 	 � � �	 cn
n� Znaqit	

h ����� � f� h i � h c�
� 	 � � �	 cn
n� h i� h � L��G��

ili

h� � ��f�� ��h� i � h c�
� 	 � � �	 cn
n� ��h� i�

Sledovatel�no	 � � ��f� � c�
� 	 � � � cn
n� �

Zameqanie� Pust� gruppa G kompaktna i A � L��G�� Poskol�ku
A� � A � L��G� � L��G� � C�G�	 v �tom sluqae predlo
enie ���

utver
daet	 qto C�G� � span bG� A �to � kommutativny� variant
C�teoremy Petera�Ve�l��

Sledstvie 
��� Pri uslovi
h predlo�eni
 ��� algebra A polupro�
sta


Dokazatel�stvo� Tak kak algebra A imeet o�a�e�	 to mno
estvo
A� � A w��plotno v A�� Po�tomu iz predlo
eni� ��� poluqaem	
qto A� � spanw��A� �

Teper� doka
em sledu�wee utver
denie�

Teorema 
�	� Pust� suwestvuet nepreryvny� gomomorfizm � �
L��G�� A s plotnym obrazom
 Sledu�wie uslovi
 �kvivalentny�

a� algebra A slabo vpolne nepreryvna	
b� prostranstvo �A diskretno	
c� algebra A vpolne nepreryvna	
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d� v algebre A polny odnomernye ortogonal�nye idempotenty


Dokazatel�stvo� a��b�� Esli algebra A slabo vpolne nepre�
ryvna	 to prostranstvo �A diskretno po teoreme ���� Poskol�ku
hk�topologi� slabee	 qem gel�fandovska� topologi�	 poluqaet�
s�	 qto prostranstvo �A to
e diskretno�

b��c�� Esli prostranstvo �A diskretno	 to algebra A polu�
prosta	 v silu sledstvi� ���� Pust� funkci� f iz L��G� takova	

qto bf � C��� bG�� Togda supp d��f� � koneqnoe mno
estvo	 i po�tomu
R��f� � koneqnomerny� operator� V silu plotnosti mno
estva

f��f� � f � L��G�� bf � C��� bG�g v A poluqaem	 qto Ra � kompaktny�
operator dl� l�bogo a � A�

c��d�� Esli algebra A vpolne nepreryvna	 to prostranstvo
�A diskretno	 i potomu algebra A poluprosta v silu sledstvi�
���� Po sledstvi� ���	 A � span fAe � e � EAg	 gde EA est� mno�

estvo vseh minimal�nyh 
koneqnomernyh� idempotentov v A� V
silu minimal�nosti idempotenta e � EA suwestvuet funkcio�
nal � � A� tako�	 qto ae � ��a�e dl� proizvol�nyh a � A� Ne�
trudno videt�	 qto funkcional � mul�tiplikativen	 i po�tomu
ae � ba�
�e dl� nekotorogo 
 � �A� Zametim	 qto be�
� � � i be��� � �
pri � �� 
� Oboznaqim �tot �lement e qerez e	� Togda legko vi�
det�	 qto �e	 � 
 � �A� � ortogonal�nye odnomernye idempotenty
i A � span fe	 � 
 � �Ag�

d��a� trivial�no� �
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