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АСИМПТОТИКИ СРЕДНИХ ЗНАЧЕНИЙ 
МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫХ ФУНКЦИИ 

С. Т. Туляганов 

Пусть / (п) — комплекснозначная мультипликативная 
арифметическая функция, Mf (х) = 2'п<зс/ (п)> К нахожде­
нию асимптотики Mf (x) приводят многие задачи теории 
чисел, причем для некоторых задач особенно важно полу­
чить асимптотику с оценкой остаточного члена. 

Б. В. Левиным и А. С. Файнлейбом [1] получено 
асимптотическое разложение для Mf (x). ФайнлейбА. С. 
[2] показал, что существование другой мультипликатив­
ной функции g (n), близкой к / (я) в степенях простых, 
т. е. такой, что 

У, Г | / (Р\т/(/) |<~ <о<*<!). Z J P Zj r = = 1 р' 
для которой известна асимптотика Mg (x) со степенным 
понижением, позволяет получить асимптотику Mf (x) 
со степенным понижением. Требуя сходимости рядов 

£ ЛШрМ. logpW, £ £ " li£U.i4,., (..) 
Й. П. Кубилюс [3] получил асимптотическую формулу 
для Mf (x) с весьма точным остаточным членом. А. Лаурин-
чикас [4] рассматривал более широкий класс функций. 
В [5, 6] для функций, по модулю не превосходя­
щих единицы, сходимость ряда (*) заменяется условием 
у \f{P)-'kP%%\ i o g J J = o ( i o g ^ ) . Г.Халас [7],Э. Ман-
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ставичюс [81, А. Мачюлис [9] изучали случаи, когда 
/ (р) «близки» к единице. В [10] автором для функций 
/ (п), ограниченных по модулю в среднем в простых числах 

£ P < , I / ( P , I < C ' T ^ (ч 
и в степенях простых, не слишком быстро растущих: 

/ ( / ) = О ((2p)v) при г > 2 (у < 1/2), (2) 
из условия 

У\ f {l!lili! P =rfloSx + B + 0(ri (x) log x) (3) 

и существования по модулю в среднем ограниченной по­
следовательности g (/?), «близкой» к / (p)p~ix (в смысле 
(15)), такой, что 

2P^xg(p)^gp = rgx + 0(xh(x)), (4) 

была получена асимптотика Mf (х) с оценкой остаточного 
члена. При этом предполагалось, что 1/т] (х) <^ log я, 
и на параметр у = у (х) налагалось ограничение 
exp log&x < у <, х. 

В настоящей заметке элементарным методом получена 
асимптотика М/ (л:) с оценкой остаточного члена для экс­
поненциально мультипликативных функций, удовлетво­
ряющих условиям (1), (3), (4) при любых т] (х) и h (x) 
(основная лемма). В примере теоремы 1 показано, как 
вычисляются остаточные члены для конкретных г\ (х) 
и h (x). Оказывается, исследовать асимптотику сумм 
экспоненциально-мультипликативных функций значи­
тельно проще. А когда получена асимптотика таких функ­
ций, переход к произвольным мультипликативным функ­
циям не представляет трудности. Процедура этого пере­
хода показана в доказательстве теоремы 2. 

Такой прием позволяет избавиться от ограничений (2) 
на рост функции в степенях простых чисел и на параметр 
у (х). Отметим, что теорема 2 дает асимптотику и тогда, 
когда ряд (**) расходится. 

Введем следующие обозначения: / (п) = f (и, х, £) —• 
комплексная мультипликативная по п функция, завися­
щая от х и вещественного параметра | , принадлежащего 
некоторому множеству 3;% = % (х, £) — вещественная кон­
станта; с — постоянная Эйлера; с$ — абсолютные кон-
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станты, не зависящие от £;• Г (...) — гамма-функция Эйлера; 
У = У (z);t = ^gx ; z (t) = z (t, т) — непрерывное при 
t^> 0 решение дифференциально-разностного урав­
нения tz' (t) = xz (t — 1) с начальным условием 
z (t) = 1 при 0 < t < 1; т1 = 7ПХ (га, i/) —- произведе­
ние (с учетом кратности) простых делителей т, не пре­
восходящих у; т2 = #12 (т?г, i/) = ш1тг\ Af — не за­
висящая от | константа, удовлетворяющая усло­
вию 

^У<р<х 
UfL<Af^^T + 0^ 

для 2 ^ у ^ х (существование такого Af следует из (1)); 
Р зависит от г) (я), она равна единице, если г] (я) log я 
ограничен, а если r\ (x) logx-*- оо при #->- оо, то |5 
выбирается удовлетворяющей условию г) (а:) <§: log""^1); 
f * g — арифметическая свертка Дирихле функций / 
и g; 

n>>£n>); 
м?=-*_п d-— VYi + V00 - ^ 

lnft a: = log log . . . log x. 

Мультипликативную функцию / (га) называют экспонен­
циально-мультипликативной, если / (рг) = ' * ' для 
всех р' и г (см. [11]). 

ЛЕММА 1. Пусть / (га) = / (га, х, £) и g (га) = g (га, 
ж, | ) — экспоненциально-мультипликативные функции, 
удовлетворяющие условию (1) равномерно по 1 €= S. 

*) Например, для r\ (х) = (log^ х) log-t> ж надо взять р = 6 — 
е (е > 0), если Л > 0. 
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Тогда для 2 <^ у ^ х справедлива оценка 

Z n < J /NNNK 
1 „ v n v i \f(p)+g(p)\ 
l-Af <с* . i-Af

 e*P V р 

где с2^> 0 зависит только от сх. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Имеем 

2Ц» I / (ni)(f*g)(n2) | log « = 
= 2 U „ log Pr Zn<x | / {пх)(Ы)Ы I 

n=jeO(pr+1) 
n = 0 ( p r ) 

= 2 „ < ж I / Ы(/*г)Ы I (\r<x/n I / (РГ) I .log f + 
p | n 
Р<У 

+ 2 / < a / n ( / * S ) ( / ) | l o g p r ) . (5) 

Далее, из (1) следует, что | / (р) | < _£sL., |gr(p)| <_£!£_ 

и поэтому 

г -1 

сГ1* Г 

i°"'<i;. ta. 'T=iriL,j'wi< 
log 2 

<XJ\r (r-1)1 <С8Ж ' (6) 
У! i(/**)(Pr)|iogp'< V V log/ 
^^Wkr* +—*^ ^ ^ log x <*—J . г ,— 

logy 

^ 'g (p ) l r \ < 

r - 1 

<£ ta."f^(Z,r i ' W i H ^ i r + 
+ ТГ.Е r \e<P)\)<c0.- (7) 

p ^ yx 
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В (6) и (7), заменяя х на х/п, подставляя в (5) и учиты­
вая, что операция * сохраняет экспоненциальную муль­
типликативность, находим: 

2^J/M(/**)M|log«< ?1<Я 

< сьх П el КР>1/Р П el /(Р)+«СР) Щ 

откуда суммированием по Абелю получим: 

V |/м(/**)мк 
Jn<x 

< с5 - у ^ — Д el '<Р> 1/Р Д el /<Р)+*<Р> 1/Р. 
Р<2/ У<р<Х 

Из последнего соотношения согласно (1) и определению 
A f следует утверждение леммы. 

Д л я экспоненциально-мультипликативных функций, 
ограниченных в среднем в простых числах, можно иссле­
довать асимптотику сумм значений с весом \1п на числах 
с «малыми» простыми делителями. Д л я нашей цели до­
статочна следующая лемма, хотя ее можно улучшить. 

ЛЕММА 2. Пусть f (n) удовлетворяет условию преды­
дущей леммы. Тогда при 2 ̂  у < ; х имеет место соот­
ношение 

ttr,\ JM. . IЯР) I 
2-Jnx 

где константа под знаком О зависит только от сх. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Д л я б ]> О имеем 

П (у) ^ » ч > * "1 ^ П | / | ( г / ) ^ " 1 > * Я1 V"* ' ^ 
I /<Р) I ( б,х) 

•<••*-* П е р <свх-*. 
Р<У 

Взяв б = 1/logz/, получаем утверждение леммы. 
Следующая лемма является уточнением теоремы 5 

[12] и леммы 6 [9] для экспоненциально-мультиплика­
тивных функций. 

ЛЕММА 3. Пусть экспоненциально-мультипликатив­
ная функция f (п) удовлетворяет условиям (1) и (3) с 
% = 0 равномерно по £ ЕЕ В, где ц (х) монотонно стре­
мится к нулю *'при х-+- оо. Тогда при 2 ̂  у ^ х 
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справедливо представление 

в (у1, у)-У i-LM.=zf(t) + o(My)Pim 
п2^у 

где 

Z,(t) = Z(t, т,), Pl(t) = 4 _ R e T / _ p , 

константа под знаком О зависит от сг и от константы в 
соотношении (3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для экспоненциально-муль­
типликативных функций имеет место (см. также [11, 
с. 422]) 
VI / Ы log п2 = y i f{n2) Г1 / (Р) log P 

щ^у n2<y < y_ 
Щ 

Подставляя вместо внутренней суммы асимптотику из (3) 
аналогично [12, с. 1081], находим 

у l!^Liog,2=y ^ ( Г Ч , ^ 

+ 0(МуПоёу) + о(у](4Г)1п4Г)) = 
= Т/ S I 5 ( -J- ' у) • ? - + ° (^Рт] (2/) log у) if П„, (И) 

l/l W 
Преобразуя левую часть этого соотношения суммирова­
нием по Абелю и учитывая, что Ц (у1) 11| (у) =0(t '), 
получим приближенное интегральное уравнение 

tB {у\ у) - £ В ОД у) Аи - т, ̂  В (<Д y)du=0 (^1-Рл (у)). 

Полагая в нем В (у1, у) = zf (t) + г (t, у), имеем г (t, y) = 
= 0 при 0 <J t <^ 1; а при t ;> 1 имеем 

tr (t, y)-\r (и, у) ди - т, $о
_1 г (в, у) du = О (^+1-рт] (у)). 

(8) 
Отсюда 

*l r (* ,») |<( |T / | + . l ) J | r ( a ,y ) | du + 0(tA/+1-et|(y)). 
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Последнее соотношение делим на t Р4'2 И интегрируем 
по t в промежутке [1, t]. Тогда получаем 

-J^r^\r(u,y)\du=0(\\(y)tAr^^dt) = 

-0[*М Л,-|*,1-Р У 
Подставляя это в предыдущее неравенство, имеем 

г«>У) = ОШ) 'А)_1Х){_р . (9) 

Из соотношений (8) и (9) находим 
tr (t, y)-(T,+ i)l[r (и, у)Ли = 0 (tA*+1S (у)). 

Теперь, повторяя вышепроведенные процедуры для 
г (£, у), получим оценку, отличающуюся от (9) тем, что 
вместо | Т/ |, будет стоять Re Ту, что утверждалось 
в лемме. 

ЛЕММА 4. Пусть g (п) = g (п\ I) — комплексная 
экспоненциально-мультипликативная функция, удовлет­
воряющая условиям (1) и (4) равномерно по J* ЕЕ S, где 
h (х) монотонно стремится к нулю при #->-оо. Тогда 
при t > 1 

Д(гЛ»)=У! # *Ы = 

Atf- l Re x - l 
г 5 е p 2(u)= ^ - R e x g • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как упоминалось в дока­
зательстве предыдущей леммы, для экспоненциально-
мультипликативных функций справедливо равенство 

2w 8 Ы Iog "2 = \<v^ g Ы ^v<v<v*m ' М l o g *• 
Отсюда согласно (4), как и выше, находим 

ty-'Д (у*, у) - \ г ' А (Vй, У) du-хЛ "* jr-A (*Л 2/) d« = 
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Решая это уравнение аналогично лемме 3 итерационным 
методом, получим (10). 

Лемма 4 является уточнением теоремы 4 [12] для экс­
поненциально-мультипликативных функций. 

ЛЕММА 5 (основная). Пусть f {n) — комплексная 
экспоненциально-мультипликативная функция, удовлет­
воряющая условиям (1), (3) с х = 0 равномерно по I E: В, 
а 8 (р) — 8 (Pi хч £) — последовательность комплексных 
чисел, удовлетворяющая условиям (1) и (4) равномерно по 
£ ЕЕ В, где т] (х) и h (x) монотонно стремятся к нулю 
при х ->• сю так, что С г] (u) d ln2 и сходится. Тогда 
равномерно по £ ЕЕ В 

* W ) = AfY(logV-Y) (l + 0( ^ + £Ч(У) J^ JL) ) + 
+ С> (у*. l0gA/-12/)(«Re ТГ2 + fRe (Т/+V"1 i|_ 

+ ^ (2/) sup1<tt<<p2 (*) + -L exp V I / W + *(*>! + 
ъ ^—>y<P<yt P 

+ Ц (y) sup1<M<f px (u) R e T _ ^ j . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Последовательность # (p) 
доопределим до мультипликативной функции g (n) yc-
ловием g (pr) = g

ri при г > 2 . Тогда, воспользовав­
шись леммами 4 и 1, так же как в [10], находим 

У ,/(«)=- У /Ы\ yt-u-ШщПпу . 

^Lik^y^-^щ Ъ g\ \ny j ^ 
+ 0(yt(lnAr1y)h(y)tAfsup1<u<tp2(a)) + 

+ Q(Vl^r4xp V Jm±iML). (И) 

Далее, из леммы 3 следует (см. [10], с. 29]) 

= Ъы (v) - Z, (v) + 0(ц (у)) £ pi (и) Z"g (v - и) Аи, 
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где 
Zfm8 (t) = Z (*, xf + %g). 

Вычислим I — главный член соотношения (11). Под­
ставляя найденное выражение вместо подынтегральной 
суммы, пользуясь суммированием по Абелю и оценками 
для Z' (t), Z" (t) (см. [10, лемма 4]), находим: 

111 Пл 

и In г/ 
« - 1 ^ i ; ( B l ) | 

f-u- In у 

( ^ ( 4 ( » ) P i W ) l ^ ( < - « - - ^ — i>)|di;dB) = 

5c*^(z;(i-ii)-z;.e(*-B))V -ii > l } -dB-

Jo J l ^—I '-«-»<n1<yf_u_1 Wl 

—Zj.g(i;))dudi7 + 

+ \ logy Ц {У) s u P l < 0 < < p l {V) 1-Rexg ) • 
Теперь согласно лемме 2 и неравенству|| 0/)<^log *#, 
а также из леммы 4 [9], для производных Z' (t), Z" (t) 
получаем 

/=П (y)^VZ'WdB + 

+ О (у1 logAfy {г1у-и \(t — ufe TrV(i-"-i> + 

+ {t- ufe (T/+V-X + C ^ V * ((* - в - vfe xr2 + 
Jo 

+ p _ „ _ y)Re W/+V-8) di>] de) + 0 (...) = 

Г (ту) log у \ 
Re т - l \ 

+ * R e ' W ' 1 + т,fo) s u P l w P l ( и ) R e T g _ i ) . (12) 
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Далее, ввиду (1), (3) и экспоненциальной мультипликатив­
ности / (п)г находим 

так как 

Отсюда и из формулы Мертенса [13, с. 94] следует, что 

(13) 
Для завершения доказательства леммы остается подста­
вить (13) в (12) и полученный результат — в (11). 

Для конкретных r\ (x) nh (x), аналогично [10]х), вы­
брав в основной лемме параметр у оптимальным образом, 
получим соответствующие остаточные члены. Мы огра­
ничиваемся одним случаем. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть комплексная экспоненциально 
мультипликативная функция f (n) и последовательность 
g (р) удовлетворяют условиям (1) и соответственно (3) и 
(4), причем г) (х) = h (x) = log2b x (Ъ ^> 1), Re xg<^ 1 и 

у \f(P)P-ix + g(P)\ <alogt + 0(i)t ( 1 4 ) 

где а — не зависящая от £ константа, 0 <^ а < Af. 
Тогда 

11«'<">=м? ттг108*'"'1 ( 1 + о ( - й к ) ) + 
+0{**** *(т£г) } 

г) В основной лемме статьи [10] имеется опечатка, в последнем 
остаточном члене соотношения (7) пропущен множителт * *. 

24 



где б = max (0, Ag — 1), d = 1 — sup^s {Re xf — 1, 
Re {xf + Tg), a}. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению, в рас­
сматриваемом случае р = 0. Далее, так как а < Лу, 
то одновременно не может быть «мало» и Re xg — 1, 
и Af — Re T/, поэтому 

f R e V l _ 1 tnerrAf_i 

ReT g - l Кет, -А, =°(1°^)' 
Учитывая эти замечания, в силу основной леммы находим 

Отсюда, взяв t = (log2 £/log*r)1/(A/+d+6), затем применяя 
суммирование по Абелю, получим утверждение теоремы. 

Теперь от экспоненциально-мультипликативных функ­
ций переходим к произвольным мультипликативным 
функциям. 

Т е о р е м а 2. Пусть мультипликативная функция 
f (n) и последовательность g (p) удовлетворяют условиям 
теоремы 1, за исключением экспоненциальной мулъти-

Л V 0 0 r-\f{pr)\ . 
пликативности, и пусть для всех р > —!—г < оо 

^-^г=1 р 
равномерно по £ ЕЕ 5. Тогда 

2 L / W - -TW-mr Т& (' + ° (EP7)) + 

+ ^„^««'/.«-•^ijIi^.jnwW, (15) 
где Д (я) — мультипликативная функция, 

б и d me же, что и в теореме 1. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из / (п) образуем экспо­
ненциально-мультипликативную функцию /0 (тг), взяв 
/о (рг) = г | . Она удовлетворяет условиям теоремы 1, 
согласно которой 

Mu(x)=Ml^^\ogxr*x + 0{xz(x)), (16) 
где 

, Ret^- l / , \ l-(l+6)/(A/+d+6) 
Ф)=Ь? ь- * +VogAr*x) fJay-) . (17) 

Далее, введем мультипликативную функцию Д (и) с помо­
щью свертки Дирихле / (п) = (/х * /0) (и). Тогда имеем 

Mf ^ = H n « . / i ( n ) M / ' ( ^ ' ) = 

+ ^<^ i ^( l o g m a x ( R e T / ' 1 ) _ 1 ^ + 4v)) ) . («) 
где 

ех (ж) = max (1, в (я)). (19) 
Заметим, что для каждого р > г<"°°> и 

^ Z j r = 1 ( r - 1 ) ! / ^ 
V r | / ( / ) l ^ из условия у —•—у

г ' <^ сю следует сходимость ря-
\ 1°° 7* I / / Ti^\ I 

да > — у ' для всех р. Кроме того, в соотношении 
^-Jr=i р 

(18) г(х/п), г1(х1п) и log max (Re xf' г)~хх]п можно заменить 
соответственно на е(х), ei(#)H(log x)m*x{Rexf,iyix. 

Учитывая, что 

+ о ( ' У JAWiiog»)» 
р/п-^-р^х 
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«i-lEw—ri5rIU(i-4-),,(» + 

^ ^ 1 = о ( П „ , < * > ) 
log» 

и суммы 
у IА (в) I bg га Г1 | Л (в) | 

не превосходят - ^ j Sm (x) П , ^ («). находим 

M _ f ^ 4 o g V ^ r r /4 i_\Vi + V°° - ^ - V 
Л«/ W - г (т,) (1 + iX) 1 W l 1 P j ( / + 2 j r = 1 P'a+ix)j 

Подставляя вместо 8 (x) и 8Х (х) их выражения из (17) и 
(19), получаем доказательство теоремы 2. 

С л е д с т в и е . Если для мультипликативной функции 
f (я)> удовлетворяющей условиям теоремы 1, кроме экспонен-

, Г 1 | / ( / ) | , г 
циалънои мультипликативности, ряд > ——г ^°ШР 
сходится, то утверждение теоремы 1 остается в силе. 

Чтобы найти асимптотику суммы функции с другими 
ц (х) и h (x), сначала с помощью основной леммы полу­
чим асимптотику суммы соответствующей экспонен­
циально-мультипликативной функции, затем применим 
процедуру из доказательства теоремы 2. 

Институт математики АН УзССР Поступило 
им. В. И. Романовского 06.06.84 
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