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УСПЕХИ МАТЕМАТИЧЕСКИХ НАУЕ 

О НЕПРЕРЫВНЫХ РАЗБИЕНИЯХ БИКОМПАКТОВ 

В. И. П о п ома р е в 

1. В п. 2 этой работы доказывается следующий основной факт. Если 
дано непрерывное разбиение бикомпакта X, то множество всех компонент 
всех элементов разбиения также является непрерывным разбиением биком­
пакта X. Эта теорема, известная для случая, когда X является компактом 
(см., например, [1], стр. 141 — 142), доказывалась в этом частном случае 
в существенном предположении, что в компакте X введена определенная 
метрика. Поэтому известные до сих пор доказательства на случай любых 
бикомпактов не переносятся. В даваемом в настоящей работе общем доказа­
тельстве применяется известная теорема М. Р. Шуры-Буры о компонентах 
бикомпактов (см., например, [2], стр. 97). 

Из нашей теоремы сразу же следует, что всякое непрерывное отображе­
ние / бикомпакта X на бикомпакт Y разлагается в суперпозицию / (х) = 
= о(Ъ(х)) двух отображений, из которых первое (т. е. 6) является моно­
тонным, а второе —нульмерным. 

В п. 3 вводится новое понятие вполне непрерывного разбиения биком­
пакта и доказывается, что непрерывное отображение бикомпакта (на биком­
пакт) тогда и только тогда открыто, когда соответствующее этому отображе­
нию разбиение вполне непрерывно. 

В п. 4 доказывается, что разбиение Х= \]А бикомпакта на попарно 
непересекающиеся замкнутые множества тогда и только тогда вполне непре­
рывно, когда множество всех элементов А данного разбиения является зам­
кнутым в пространстве всех замкнутых множеств бикомпакта X. 

Общее понятие непрерывного разбиения было, как известно, введено 
и исследовано в 1925 г. П. С. Александровым в работах [3] и [4]1); ана­
логичное понятие в более специальных предположениях было тогда же 
введено американским математиком Моором [61. 

2. Т е о р е м а 1. Пусть {А} есть непрерывное разбиение бикомпакта R. 
Каждый элемент разбиения А-^ {А}' разбиваем на его компоненты. Получен­
ное новое разбиение {к} всего бикомпакта R непрерывно. 

х) Подробное изложение основных фактов теории непрерывных разбиений можно 
найти в [5], гл. 1, § 5 и гл. 2, § 2. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Компоненты элемента разбиенияАамы будем обо­
значать через ка. Пусть Аа £ {̂ 4}, ка С Аа и окрестности Uka относительно R про­
извольны. Множество ка содержится (по теореме М. Р. Шуры-Буры) в открыто-
замкнутом (в Аа) множестве Hac^Uka[\Aa. Построим такое открытое (в R) 
множество UJtaCiUka, что U1kaf)Aa = Ha. Так как U^ka^Aa замкнуто в Аа, 
то U1ka[}Aa = [U1ka][)Aa. Открытое в R множество U1ka[j(R\[U1ka]) = VAa 

есть некоторая окрестность (в R) элемента разбиения Аа. Так как разбие­
ние {-,4} непрерывно, то существует отмеченнаяг) для разбиения {̂ 4} окрест­
ность VxAa^ VAa. 

Теорема будет доказана, как только мы убедимся в том, что 
открытое в R множество V\Aaf)U\ka есть отмеченная (для разбиения {к}) 
окрестность Ока множества ка£{к}, содержащаяся в11ка. Докажем последнее 
утверждение. Если некоторое к£ {к}, кс:А, пересекается с Ока, то множество 
А пересекается с УгАа и, следовательно, содержится в V\Аа, а потому и по­
давно Ac: V1Aac^VAa==U1ka\J(R\[U1ka]). Но так как к связано, к[)игка Ф Л, 
то kcZU^aCZUka, что и требовалось доказать. Из теоремы 1 следует 

Т е о р е м а 2. Всякое непрерывное отображение f бикомпакта X на биком­
пакт Y может быть представлено в виде суперпозиции f (х) = <р(Ф (#))> 
где ф есть монотонное отображение бикомпакта X на некоторый биком­
пакт К, а 9 есть нульмерное отображение бикомпакта К на Y. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Действительно, пусть {̂ 4} есть непрерывное раз­
биение бикомпакта X, соответствующее непрерывному отображению /. Раз­
бивая каждый элемент разбиения {̂ 4} на компоненты, получим, как только 
что доказано, непрерывное разбиение {к} всего бикомпакта X. Отображение ф 
есть естественное отображение бикомпакта X на бикомпакт К, являющийся 
пространством разбиения для разбиения {̂ 4}, т. е. отображение, которое 
ставит в соответствие точке х£Х элемент разбиения {к}, ее содержащий. 
Отображение <р ставит в соответствие каждой точке пространства К, т. е. 
каждому элементу разбиения {к}, элемент разбиения {̂ 4}, ее содержащий. 
Мы таким образом получим бикомпакт Y, который является пространством 
Z {А} для разбиения {А}, причем для каждой точки х £ X имеем / (х) = <р (Ф 0^))-
Отображение ф монотонно, потому что прообраз всякой точки (к) = ф (х) £ К 
есть континуум к сг X. Отображение 9 бикомпакта К на бикомпакт Y нуль­
мерно, так как прообраз в К точки у = (А) нульмерен, будучи множеством 
всех компонент бикомпакта А. 

3. Во всем дальнейшем иод покрытием какого-либо множества, лежа­
щего в пространстве R, мы будем понимать открытое покрытие (т. е. покры­
тие, элементами которого являются открытые множества пространства R). 
Сумма множеств, являющихся элементами покрытия а, называется телом, 
этого покрытия и обозначается через ос. 

О п р е д е л е н и е . Разбиение {А} бикомпакта R назовем вполне непре­
рывным, если каковы бы ни были элемент ^40£{Л} и его конечное открытое 

1) Множество ЕCZ R называется «отмеченным)) (для данного разбиения), если оно 
является суммой некоторых элементов этого разбиения. Отмеченную окрестность 
УгАа получаем, взяв сумму всех элементов разбиения, лежащих в VAa. 
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покрытие CL0 = (OV 02, . . . , Os), существует такая окрестность UA0 этого 
элемента А0, что из А[]11А0Ф А следует 

а) i C a 0 ) 

б) А[\0{фА ( i = l , 2, . . . , 6'). 
Для дальнейшего нам будет необходима 
Л е м м а . Для того чтобы разбиение {А} было вполне непрерывным, необхо­

димо и достаточно, чтобы каковы бы ни были элемент разбиения А0£ {А} 
и его конечное покрытие а0, сумма всех А £ {А}, которые содержатся в aQ и 
пересекаются с каждым элементом покрытия а0, открыта в пространстве R. 

Достаточность содержащегося в лемме условия очевидна. Докажем его 
необходимость. Пусть элемент разбиения Л0£{Л.} и его конечное открытое 
покрытие CL0 = (QV . . . , Os) произвольны. Обозначим через Г сумму всех 
элементов разбиения, которые пересекаются с каждым элементом покрытия а0 

и лежат в а0. Для любой точки х £ Г возьмем содержащий ее элемент раз­
биения Ах и такую окрестность UAX, что из A[\UAX следует a) ACZa0. 
б) А[\01фА (i = l, .'. ., s). Тогда UAxczV, т. е. множество Г целиком 
состоит из внутренних точек. 

Основным результатом этого пункта является 
Т е о р е м а 3. Для того чтобы разбиение {А} бикомпакта R было вполне 

непрерывно, необходимо и достаточно, чтобы оно порождалось открытым 
отображением f этого бикомпакта. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть {̂ 4} — вполне непре­
рывное разбиение бикомпакта R. Отображение, которое порождает это раз­
биение {А}, однозначно определено: это естественное непрерывное отображе­
ние / бикомпакта R на бикомпакт Z, где Z есть пространство разбиения {.4}. 
Элементы разбиения {А} суть точки пространства Z, открытые множе­
ства в Z суть образы отмеченных для {А} открытых множеств простран­
ства R при отображении /. Теперь докажем, что отображение / открыто. 
Для этого надо доказать, что, каковы бы ни были точка x0£R и ее окрест­
ность UxQ, ее образ / (Ux0) есть открытое множество в Z. Но / (Ux0) есть 
множество всех элементов разбиения {А}, пересекающихся с UxQ\ это 
множество открыто в Z, если сумма Г составляющих его элементов А 
открыта в В. Но множество Г действительно открыто в R. В самом деле, 
пусть А0 CZ Г и а0 — такое покрытие множества А0, что UxQ = 01 g a0 (в каче­
стве а0 можно, например, взять покрытие, состоящее из множества Ог — Ux0 

и множества O2 = R\[U1x0], где UxxQ есть окрестность точки х0, удовле­
творяющая условию [CJ\X0]CZUX0). Тогда сумма элементов разбиения {.4}, 
которые содержатся в а0 и пересекаются с каждым элементом покрытия а0, 
есть (как следует из леммы) отмеченная окрестность элемента AQ разбие­
ния {А}, содержащаяся в Г; таким образом, Г открыто в R. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть разбиение {А} бикомпакта R порождается 
открытым отображением / на бикомпакт Y. Тогда Y — Z есть бикомпакт 
и разбиение {.4} непрерывно. Докажем, что {/1} вполне непрерывно. Пусть 
А0£ {А} и его конечное покрытие а0 произвольны: a0 = (Uv U2, . . ., Ua). Так 
как разбиение {̂ 4} непрерывно, то существует содержащаяся в aQ отмеченная 
22 Успехи матем. н а у к , т. X I I , вып. 4 
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окрестность ОА0 множества А0. Рассмотрим покрытие 3Q = (019 02, . . . , Os), 
где O1 = OA0f]Uv O2 = OA0[)U2, . . . , O8 = OA0f}U8, и множества 

Г Г Г 
х. г , J- 2 , . . . , 1 s , 

где 1\ (г = 1, . . . , ^) есть сумма всех элементов разбиения, пересекающихся 
с 0{. При любом г = 1, . . . , s множество GiCZZ, состоящее из всех Aczl\ 
(как образ открытого множества С^сгХ при открытом отображении /) , 
открыто в Z, а это значит, что само 1\ открыто в /?. Открытое множество 

S 

[} 1\ содержит множество Л0 и есть такая (отмеченная) окрестность (9*vl0 

этого множества, что всякий элемент АаО*Аь пересекается с каждым 
элементом покрытия а0 и содержится в а0; таким образом, разбиение {А} 
вполне непрерывно. 

4. Обозначим множество всех непустых замкнутых множеств бикомпак­
та R через F (R). В это множество вводится следующая топология: называют 
окрестностью точки (<&0)£F (R) множество всех тех замкнутых множеств 
Фс^/?, которые принадлежат телу и пересекаются с каждым элементом не­
которого фиксированного покрытия а множества Ф0. Множество F (R) с так 
определенной топологией оказывается бикомпактомх). 

х) Эта теорема доказана многими авторами (см., например, [7], стр. 161). Приводим 
доказательство, принадлежащее В. М. Ивановой. Оно основано па понятии псевдобазиса 
топологического пространства и так называемой лемме Александера. Открытый псевдо­
базис пространства — это такая система открытых множеств, что, пополняя ее всеми 
конечными пересечениями, мы получим базу пространства. Аналогично, замкнутый 
псевдобазис есть система замкнутых множеств, пополняя которую конечными суммами» 
получим замкнутую базу пространства (т. е. систему замкнутых множеств, из которых 
уже одними пересечениями можно получить все замкнутые множества пространства). 
Лемма Александера гласит: если из всякого покрытия пространства R посредством эле­
ментов некоторого открытого псевдобазиса можно выделить конечное покрытие про­
странства R, то R бикомпактно (доказательство этого предложения дано, например, 
в [8], стр. 139). Очевидно, лемма Александера может быть сформулирована следующим 
образом: если всякая центрированная система множеств, являющихся элементами 
данного замкнутого псевдобазиса пространства R, имеет непустое пересечение, то про­
странство R бикомпактно. Основываясь на этом предложении, переходим к дока­
зательству бикомпактности пространства^ (R) для любого бикомпакта R. Пусть Г — произ­
вольное непустое открытое множество в R. Обозначим через Di (Г) множество всех таких 
{F) £ F (R), что .Fez Г, а через £>2(Г) — множество всех таких (F)eF(R), что F[]T=£A. 
Легко видеть, что множества Di (Г) и Л2 (Г) открыты в F (R) и что эти множества, 
построенные для всевозможных открытых Г с~ R, образуют псевдобазис j пространства 
F{R). Следовательно, всевозможные F {R)\D1(T) = D2(R\T) и F{R)\D2(V) = 
— D1(R\Y), т. е. всевозможные D2(F) и D1(F), где F пробегает совокупность всех 
замкнутых множеств пространства R, образуют замкнутый псевдобазис S пространства 
F (R), Предположим теперь, что пространство F (R) не бикомпактно, и возьмем наимень­
шее такое кардинальное число т, что существует центрированная система Ц множеств 
из псевдобазиса S, имеющая пустое пересечение. Эту систему можно упорядочить 
по типу £, равному наименьшему порядковому числу со (т) мощности т: V, — {В^}, 5 < С 
Тогда П Rz=A, в то время как П В-фА для любого TQ<C. Приведем это утвержде-
ние к противоречию. Каждое Bz есть либо некоторое D1(F^}1 либо некоторое D2(F^). 
Полагая в первом случае Fl = j \ , а во втором F^ = R, для любого £ < С . можем напи-
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Основным результатом этого пункта является 
Т е о р е м а 4. Для того чтобы разбиение {А} бикомпакта В было 

вполне непрерывным, необходимо и достаточно, чтобы множество элемен­
тов разбиения {А} = S3," рассматриваемых как точки бикомпакта F (R), 
было замкнуто в F (R). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть множество 33 = {А} эле­
ментов разбиения замкнуто в F (R). Пусть А0£ {А} и его конечное покрытие а0-
в пространстве R произвольны. Множество замкнутых множеств, содер­
жащихся в а0 и пересекающихся с каждым элементом' покрытия а0, обра-
зуют окрестность точки А0 в F (R), которую мы обозначим через ОА0* 
Теперь для каждого элемента разбиения Л£{.4}, являющегося точкой 
замкнутого в F (R) множества 3 3 \ ( Х 4 0 , возьмем такое покрытие аА (в про­
странстве R), чтобы тело этого покрытия не пересекалось с некоторой 
окрестностью VAA0 (В пространстве R) элемента разбиения ^40. Обозначим 
через ГА определенную покрытием а^ окрестность (в пространстве F (R)) 
точки А £ 33 \ ОА0. Эти ГА образуют покрытие f = {ГА} замкнутого мно­
жества 330\O.40 CZ F (R); выделяем из него конечное покрытие 
ГАХ, ГА2 , . . ., ГА8 множества 330 \ ОА0. Рассмотрим соответствующие покры­
тия aAl, аА2, • • •, %As и окрестности VAlAQ, VAu\Q, • • • ,.VAsA0 множества 
Л0 в R. Окрестность VA0 = VAlA0[]VA2A0{~\. . . Q F A ^ 0

 е с т ь искомая окрест­
ность элемента разбиения А0 в R. В самом деле, каков бы ни был эле­
мент разбиения, пересекающийся с VAQ, он не может лежать ни в одном 
из множеств ZAl1 ам, . . ., axs, так как a A l f l ^^о = Л> • • •» ал8Г\УА0 = Л; 
следовательно, А не может быть точкой ни одного из множеств VAl, ГА2, ..., ГА8. 
Так как ГА1, ГА2 , • • •, ГА8 образуют покрытие множества 9 3 А \ ^ - 4 0 > Т О и а ш 

элемент разбиения А (как точка пространства F (R)) содержится в ОА0\ 
другими словами, из того, что A[')VAQ Ф А в R, следует, что А пересе­
кается с каждым элементом покрытия а0 и содержится а0, что и требова­
лось доказать. , 

Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть разбиение R = (J А вполне непрерывно; 
Нам надо доказать, что множество %~{А} всех элементов этого разбиения 
замкнуто в F (R), т. е. что око в топологии, индуцированной пространт 

ством F (Л), является бикомпактом. Для этого надо доказать, что из 
всякого покрытия 2 = {ш*} множества % в F (R) можно выделить конеч­
ное покрытие этого множества. Не уменьшая общности ограничиваемся 

сать Bz = D1(F^)f]D2{Ff
i). Так как система {В^} центрирована в F (R), то {F,} центри­

рована в R и П Р^ = Ф фА. Возьмем произвольное Q<£ и рассмотрим систему 

{^VKxUi-^^ (сост°ящую из всех F,_. и еще из F^). Докажем, что она тоже центриро­
вана. Прежде всего для любых qb . . . , £s < £ имеем В-(~) • • • П ^ П ^ д фА. И подавно, 
Di {Fc1)r)---r\D1(Fis)f~}D2{F'b) Ф А. Но тогда существует такое i ^ c i ? , которое пере­
секается с F'Q И содержится во всех F^ , . . . , F- , значит, AфFf]FQCZF^ f]...f]Fz -П^д-
Итак, система {F^c^UiF^} ЦентРиР°вана в R при любом 6 < С. Но тогда ФГ)^п^А 
при любом 6<С, следовательно, (Ф) Е П D1(Fc)f] П D2(Fi) = f] В-фА. Полученное 

противоречие доказывает теорему. 
22* 
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покрытиями, элементы которых принадлежат базису пространства F (R), 
примененному при его определении. Это значит, что каждое ш* есть 
окрестность некоторого элемента А разбиения {А}, определенная некоторым 
конечным покрытием ш множества ACZR и состоящая из всех тех 
F£F(R), которые являются замкнутыми множествами, пересекающимися 
с каждым элементом покрытия о> и лежащими в теле со этого покрытия. 
Так как разбиение {.4} вполне непрерывно, то сумма всех элементов раз­
биения, лежащих в ш и пересекающихся с каждым элементом ш, есть 
открытое множество а в R. Перебирая все co*£Q, мы получим покрытие 
Е = {а} бикомпакта R. Из этого бесконечного покрытия Е мы выделим 
конечное покрытие с1? а2, • • • ' а з * Рассмотрим теперь соответствующие 
(о1? о)2, . . ., (о8 и а)*, со*, . . . , со*; докажем, что со*, со*, . . . , со* покрывают всё $ . 

Действительно, пусть А — произвольный элемент разбиения {.4}. Возь­
мем какую-нибудь точку х£А: она содержится в некотором ot ( l < i < s ) ; 
но тогда (так как о{ — отмеченное множество) и все множество А содержится 
в этом ai? следовательно, по определению множества о{у множество А пере­
секается с каждым элементом покрытия со{ и лежит в coi? а это значит, 
что (А)£ <*>î  Ф F {Щ- Таким образом, из покрытия Q множества 91 мы выде­
лили конечное покрытие, чем бикомпактность множества 91 и замкнутость 
его в F (R) доказаны. Доказана и вся теорема 4. 

Поступило в редакцию 11 апреля 1957 г. 
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