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Àííîòàöèÿ. Ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ íèëüïîòåíòíîñòè äëÿ íåëèíåéíûõ
îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ èç R2 â R2: Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà íåëèíåéíûõ
íèëüïîòåíòûõ îòîáðàæåíèé. Ïîëó÷åíû êðèòåðèè íèëüïîòåíòíîñòè äëÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ è îäíîðîäíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ îòîáðàæåíèé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíîå íèëüïîòåíòíîå îòîáðàæåíèå; ïîëèíîìèàëüíîå îä-
íîðîäíîå îòîáðàæåíèå

Ââåäåíèå

Â ýòîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ îòîáðàæåíèÿ âåùåñòâåííûõ êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ,
îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì, ñõîäíûì ñî ñâîéñòâîì íèëüïîòåíòíîñòè äëÿ ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ. Íàïîìíèì, ÷òî ëèíåéíûé îïåðàòîð A : Rn ! Rn íàçûâàåòñÿ íèëüïîòåíò-
íûì, åñëè ñóùåñòâóåò k 2 N òàêîé, ÷òî Ak = 0: Íèëüïîòåíòíûé ëèíåéíûé îïåðà-
òîð A îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: An = 0 (çäåñü n � ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàí-
ñòâà, â êîòîðîì äåéñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð); ëèíåéíûé îïåðàòîð I � A îáðàòèì è
(I � A)� 1 = I + A + A2 + ::: + An� 1 (çäåñü I : Rn ! Rn � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå);
ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ � (A) ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ðàâåí íóëþ; âñå ýëåìåíòû ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè æîðäàíîâîé ôîðìû ìàòðèöû ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A ÿâëÿþòñÿ íóëÿ-
ìè. Ïîäðîáíåå ñâîéñòâà íèëüïîòåíòíûõ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ïðèâåäåíû, íàïðèìåð, â
[1, ãë. 3].

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � èçó÷èòü íåëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ, îáëàäàþùèå ñâîé-
ñòâîì, ñõîäíûì ñî ñâîéñòâî íèëüïîòåíòíîñòè ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ýòîì ìû îãðà-
íè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì îòîáðàæåíèé, äåéñòâóþùèõ èç R2 â R2:

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè (ïðîåêò
• ÌÊ-2085.2017.1) è ãðàíòà ÐÔÔÈ (ïðîåêò • 16-01-00677). Ðåçóëüòàòû Ÿ2 ïîëó÷åíû âòîðûì
àâòîðîì ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî íàó÷íîãî ôîíäà (ïðîåêò • 17-11-01168).
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1. Íèëüïîòåíòíûå îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå f : R2 ! R2 òàêîå, ÷òî f (0) = 0 : Áóäåì íàçûâàòü
îòîáðàæåíèå f íèëüïîòåíòíûì, åñëè

f (f (x) + y) = f (y) 8 x; y 2 R2: (1)

Îòìåòèì, ÷òî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : R2 ! R2 íèëüïîòåíòíî â ñìûñëå ýòîãî
îïðåäåëåíèÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A2 = 0: Ïðèìåðîì íåëèíåéíîãî íèëüïîòåíò-
íîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå

f (x) =
�

0

 (x1)

�
; x = ( x1; x2) 2 R2;

ãäå 
 � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ëþáîå ãëàäêîå íèëüïîòåíòíîå
îòîáðàæåíèå ïðåäñòàâèìî â òàêîì âèäå.

Ïîíÿòèå íèëüïîòåíòíîñòè èãðàåò âàæíóþ ðîëü ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñà ðàçðåøè-
ìîñòè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïîêàæåì, ÷òî ââåäåííîå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ íèëüïîòåíò-
íîñòè ïðèìåíèìî ê íåëèíåéíûì óðàâíåíèÿì.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 1. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : R2 ! R2 íèëüïîòåíòíî. Òîãäà
ïðè ëþáîì y 2 R2 óðàâíåíèå

x � f (x) = y

ñ íåèçâåñòíûì x èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Â ÷àñòíîñòè, íóëü ÿâëÿåòñÿ åäèí-
ñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ f:

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàôèêñèðóåì y 2 R2: Ïîëîæèì F (x) := y + f (x): Â
ñèëó (1) èìååì

F 2(x) = y + f (y + f (x)) = y 8 x 2 R2:

Çíà÷èò, F 2 ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì. Ñëåäîâàòåëüíî (ñì. [2, ãë. I, Ÿ1.6]),
F èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó bx . Òàêèì îáðàçîì, x = bx � åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x � f (x) = y: Ïðè y = 0 ýòî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé
îòîáðàæåíèÿ f: �

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, åñëè f : R2 ! R2 � ëèíåéíûé íèëüïîòåíòíûé íåíóëåâîé
îïåðàòîð, òî îïåðàòîð I � f îáðàòèì, è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

(I � f )� 1 = I + f: (2)

Ïîêàæåì, ÷òî ýòèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò è íåëèíåéíûå íèëüïîòåíòíûå îòîáðàæåíèÿ.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 2. Ïóñòü îòîáðàæåíèå f : R2 ! R2 íèëüïîòåíòíî. Òîãäà
îòîáðàæåíèå I � f îáðàòèìî è èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2).

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 1 îòîáðàæåíèå I � f âçàèìíîîäíî-
çíà÷íî. Êðîìå òîãî, (I � f )(y + f (y)) � y + f (y) � f (y + f (y)) � y + f (y) � f (y) � y:
Çíà÷èò, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (2). �
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2. Íèëüïîòåíòíûå äèôôåðåíöèðóåìûå îòîáðàæåíèÿ

Ïðèâåäåì êðèòåðèé íèëüïîòåíòíîñòè äëÿ äèôôåðåíöèðóåìûõ îòîáðàæåíèé.

Ï ð å ä ë î æ å í è å 3. Ïóñòü f : R2 ! R2 � äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå
òàêîå, ÷òî f (0) = 0 : Îíî íèëüïîòåíòíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

f 0(u)f 0(v) = 0 8 u; v 2 R2: (3)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïóñòü âûïîëíåíî (3). Çàôèêñèðóåì y 2 R2: Ïîëîæèì
F (x) := f (f (x) + y): Èìååì F 0(x) = f 0(f (x) + y)f 0(x) = 0 äëÿ ëþáîãî x 2 R2 â ñèëó
(3). Ñëåäîâàòåëüíî, F (x) = const: Çíà÷èò, f (f (x) + y) çàâèñèò îò y è íå çàâèñèò îò x:
Ïîýòîìó f (f (x) + y) = f (f (0) + y) = f (y) äëÿ ëþáîãî x 2 R2:

Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå (1). Âîçüìåì ïðîèçâîëüíûå x1; x2 2 R2: Ïîëîæèì
F (x) := f (u � f (v) + f (x)) : Â ñèëó (1) èìååì F 0(v) = 0 : Îòñþäà, ïîñêîëüêó F 0(x) =
f 0(u � f (v) + f (x)) f 0(x); ïðè x = v ïîëó÷àåì f 0(u)f 0(v) = 0 : �

Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ëèíåéíûé íèëüïîòåíòíûé íåíóëåâîé îïåðàòîð f : R2 ! R2

â íåêîòîðîì áàçèñå ïðèíèìàåò âèä

f (x) =
�

0
x1

�
; x = ( x1; x2) 2 R2;

Ïîêàæåì, ÷òî àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî èìååò ìåñòî è äëÿ íåëèíåéíûõ íèëüïîòåíòíûõ
îòîáðàæåíèé.

Òåîðåìà 1. Åñëè îòîáðàæåíèå f : R2 ! R2 äèôôåðåíöèðóåìî è íèëüïîòåíòíî,
òî ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ 
 : R ! R è áàçèñ â R2; â êîòîðîì f
ïðèíèìàåò âèä

f (x) =
�

0

 (x1)

�
8 x = ( x1; x2) 2 R2: (4)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè f (x) � 0; òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî. Ïî-
ýòîìó äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f (x) 6� 0:

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó bx 2 R2 òàêóþ, ÷òî f 0(bx) 6= 0 (òàêàÿ òî÷êà ñóùåñòâóåò,
ïîñêîëüêó f (x) 6� 0 è f (0) = 0 ). Â ñèëó (4) èìååì f 0(bx)f 0(bx) = 0 : Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f 0(bx) ïðèíèìàåò âèä

f 0(bx) =
�

0 0
1 0

�
:

Ïóñòü â ýòîì áàçèñå f èìååò âèä

f (x) =
�

f 1(x)
f 2(x)

�
8 x 2 R2:

Çäåñüf 1; f 2 : R2 ! R � íåêîòîðûå äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Òîãäà â ñèëó (4) èìååì

0 = f 0(bx)f 0(x) =
�

�
f 0

1(x)

�
8 x 2 R2:

Çäåñü � = (0 ; 0); à f 0
1(x) � ãðàäèåíò ôóíêöèè f 1: Îòñþäà, ïîñêîëüêó f (0) = 0 ; òî

f 1(x) � 0: Îáîçíà÷èì g(x) := f 2(x): Èìååì



640 Ç. Ò. Æóêîâñêàÿ, Ñ. Å. Æóêîâñêèé

f (x) =
�

0
g(x)

�
8 x 2 R2:

Îòñþäà è èç òîæäåñòâà f 0(x)f 0(x) � 0 ñëåäóåò, ÷òî

0 =
�

0 0
g0

x1
(x) g0

x2
(x)

� �
0 0

g0
x1

(x) g0
x2

(x)

�
=

�
0 0

g0
x1

(x)g0
x2

(x) g2
x2

(x)

�

äëÿ êàæäîãî x 2 R2: Çäåñü(g0
x1

(x); g0
x2

(x)) = g0(x): Çíà÷èò, g0
x2

(x) = 0 äëÿ êàæäîãî
x 2 R2: Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ 
 : R ! R òàêàÿ, ÷òî
g(x) � 
 (x1): Òàêèì îáðàçîì, èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå (4). �

2. Íèëüïîòåíòíûå ïîëèíîìèàëüíûå îòîáðàæåíèÿ

Èññëåäóåì òåïåðü ñâîéñòâà íèëüïîòåíòíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ îòîáðàæåíèé. Íàïîì-
íèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : R2 ! R2 íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì ïîëèíîìèàëüíûì îòîáðà-
æåíèåì ñòåïåíè k 2 N; åñëè ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå îòîáðàæåíèå

p : R2 � :::: � R2
| {z }

k øò.

! R2;

êîòîðîå ëèíåéíî ïî êàæäîìó àðãóìåíòó, è f (x) � p[x; :::; x]:

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f : R2 ! R2 � îäíîðîäíîå ïîëèíîìèàëüíîå îòîáðàæåíèå ñòå-
ïåíè k 2 N: Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

f 0(x)f 0(x) � 0: (5)

Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî � 6= 0 è áàçèñ âR2; â êîòîðîì

f (x) =
�

0
�x k

1

�
8 x = ( x1; x2) 2 R2: (6)

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Åñëè k = 1; òî îòîáðàæåíèå f ëèíåéíî. Â ýòîì ñëó÷àå
èç (5) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò áàçèñ, â êîòîðîì ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà f 0(x)
ïðèíèìàåò âèä

f 0(x) =
�

0 0
1 0

�
8 x 2 R2;

è, çíà÷èò, f èìååò âèä (6). Ïîýòîìó âñþäó äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî k � 2:
Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíûé áàçèñ â R2: Ïóñòü â íåêîòîðîì áàçèñå îòîáðàæåíèå f

èìååò âèä

f (x) =
�

f 1(x1; x2)
f 2(x1; x2)

�
8 x = ( x1; x2) 2 R2:

Çäåñüf 1; f 2 : R2 ! R � íåêîòîðûå îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû, ïðè÷åì ëèáî îáà ìíîãî÷ëå-
íà èìåþò ñòåïåíü k; ëèáî îäèí èç íèõ èìååò ñòåïåíü k; à âòîðîé òîæäåñòâåííî ðàâåí
íóëþ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî f 1 6= 0:

Ïîëîæèì g1(t) := f 1(t; 1); g2(t) := f 2(t; 1); t 2 R: Â ñèëó îäíîðîäíîñòè ìíîãî÷ëåíîâ
f 1 è f 2 èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

f 1(x) = xk
2g1(x1=x2); f 2(x) = xk

2g2(x1=x2) 8 x = ( x1; x2) 2 R2 : x2 6= 0:
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Ñëåäîâàòåëüíî,

f 0(x) =
�

xk� 1
2 g0

1(x1=x2) kxk� 1
2 g1(x1=x2) � x1xk� 2

2 g0
1(x1=x2)

xk� 1
2 g0

2(x1=x2) kxk� 1
2 g2(x1=x2) � x1xk� 2

2 g0
2(x1=x2)

�
;

è, çíà÷èò,

det(f 0(x)) = kx2k� 2
2

�
g0

1(x1=x2)g2(x1=x2) � g1(x1=x2)g0
2(x1=x2)

�
; (7)

tr( f 0(x)) = xk� 1
2 g0

1(x1=x2) + kxk� 1
2 g2(x1=x2) � x1xk� 2

2 g0
2(x1=x2) (8)

äëÿ x = ( x1; x2) 2 R2 òàêèõ, ÷òî x2 6= 0: Çäåñüdet(f 0(x)) � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû
f 0(x); à tr( f 0(x)) � åå ñëåä.

Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (5) èìååì det(f 0(x)) � 0: Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèÿ (7) ñëå-
äóåò, ÷òî

g0
1(t)g2(t) � g1(t)g0

2(t) = 0 8 t 2 R:

Îòñþäà, ïîñêîëüêó f 1 6= 0; ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò c 2 R òàêîå, ÷òî g2(t) � cg1(t):
Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèÿ (5) èìååì tr( f 0(x)) � 0: Ïîýòîìó èç ñîîòíîøåíèé (8) è g2(t) �
cg1(t) ñëåäóåò, ÷òî

g0
1(t) + kcg1(t) � ctg0

1(t) = 0 8 t 2 R:

Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò� 2 R; � 6= 0; òàêîå, ÷òî g1(t) � � (1 � ct)k : Îòñþäà è èç ñîîòíî-
øåíèÿ g2(t) � cg1(t) ñëåäóåò, ÷òî

f (x) = �
�

(x2 � cx1)k

c(x2 � cx1)k

�
8 x = ( x1; x2) 2 R2:

Âîçüìåì áàçèñ e1 = (0 ; 1); e2 = (1 ; c): Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì áàçèñå îòîáðàæåíèå f
ïðèíèìàåò âèä (6). �

Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ îäíîðîäíûõ îòîáðàæåíèé ñâîéñòâà
(1), (3) è (5) ýêâèâàëåíòíû.
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