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Для решения некоторых задач достаточно построить 
вычислительную процедуру, которая дает ответ лишь для 
некоторых из всех возможных наборов входных данных, 
расходуя при этом не более определенного количества 
какого-либо вычислительного ресурса. Например, для 
информационно-поисковой системы может понадобиться 
программа, которая быстро дает ответ на вопрос, содер­
жится ли документ с данным свойством в системе. Хотя 
можно требовать, чтобы эта программа находила ошибки в 
предъявленном ей запросе, она, разумеется, не обязана 
проверять все наборы данных, которыми она пользуется, 
и может в случае их неправильности иногда давать какой-
либо ответ, а иногда не давать никакого ответа в приемле­
мое время. 

Математической моделью такой ситуации является зада­
ча построения для частичной функции алгоритма, вычис­
ляющего некоторое (возможно, тоже частичное) ее продол­
жение. Причем, в тех точках, где эта функция определена, 
сложность работы этого алгоритма не должна превышать 
заданную границу сложности — функцию от длины вход­
ных данных. 

В настоящей статье исследуется, как влияет увеличение 
верхней границы сложности на возмояшость решения 
вычислительными машинами таких задач. Другими слова­
ми, изучается, какое увеличение, например, времени рабо­
ты или памяти машины ведет к увеличению класса вычис­
ляемых частичных функций. Полученные результаты 
говорят о том, что этот класс расширяется и при таком 
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небольшом увеличении границы сложности, при котором 
множество всюду определенных функций этого класса 
остается неизменным, или изменение его не удается дока­
зать известными методами (см. [1] — [4]). Результаты 
настоящей статьи имеют более общие условия, чем резуль­
таты работ [5] — [8]. Однако результаты этих работ не 
усиливаются здесь, так как их заключения говорят не о 
классах частичных функций, а о классах множеств, 
перечислимых некоторыми способами с заданной слож­
ностью. Важно, что изучение сложности вычисления час­
тичных функций гораздо более интересно, чем изучение 
сложности перечисления множеств. 

Пусть S — некоторый тип абстрактных вычислитель­
ных машин со входным алфавитом 2 , содержащим символы 
О и 1, Ф — некоторая мера сложности, удовлетворяющая 
аксиомам Блюма (см. [9] и [10]). Пусть натуральное число 
Ф (М, х) — сложность работы машины М на слове х. 
Пусть F — общерекурсивная функция. 

О п р е д е л е н и е . Частичная словарная функция 
/ (см. [10]) вычислима машиной М в пределах сложности F, 
если на любом достаточно длинном слове х из области 
определения / результат работы машины М определен и 
совпадает с / (#), а сложность работы не превосходит 
F (| х |), где \ х \ — длина слова х. Множество всех 
частичных словарных функций со значениями 0 и 1, вы­
числимых машинами типа S с мерой сложности Ф в преде­
лах сложности F будем обозначать через Р (В, Ф, F). 
Когда зафиксированы тип машин S и мера Ф, запись 
Р (В, Ф, F) будем сокращать до Р (F). 

Заметим, что у каждой частичной функции из Р (F) 
есть продолжение из Р (F) с разрешимой областью опреде­
ления. Если F (п) <; G (п) для всех достаточно больших п 
то P(F)^P (G). 

Будем рассматривать многоленточные машины Тьюрин­
га (см. [1], [11]), первая лента которых имеет не менее двух 
головок. Алфавит 2 для записи входных слов содержит 
символьГО, 1 и не содержит пробела, принадлежащего 
ленточному алфавиту. В начале работы все головки на 
каждой ленте установлены в одну и ту же позицию. На 
первой^ленте они обозревают ячейку, предшествующую 
первому символу записанного на этой ленте входного сло­
ва. Во всех ячейках не занятых входным словом, первона­
чально записан пробел. 
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Выберем произвольно и зафиксируем верхние границы 
числа лент, числа головок на каждой ленте и размера 
ленточного алфавита. Через в будем обозначать множество 
всех описанных выше машин, удовлетворяющих этим 
ограничениям. 

Через Time (М, х) будем обозначать число шагов рабо­
ты машины М на слове х, через Space (M, х) — общее 
число ленточных ячеек, используемых машиной М при 
работе на слове х. Число Time (M, х) соответствует време­
ни работы, a Space (M, х) — объему памяти вычислитель­
ных машин. 

ТЕОРЕМА. Пусть Тъ Г2, S±, S2 — общерекурсивные 
функции. Если 

Т21Т1 ^ + оо, Vn (Тг (п + 1) + 6-я < Т2 (и)), 
то 

Р (0, Time, Тг) £ Р (в, Time, T2). 
Если 

S2 - S, -> + оо, V - (S± (п + 1 ) < S2 (*)), 
то 

Р (0, Space, S±) g P (в, Space, S2). 

Здесь и далее V^ — сокращение для 3n0Wn > п0. 
Из этой теоремы, например, следует, что для любой 

общерекурсивной неубывающей неограниченной / и для 
любого с ;> 1 
(а) Р (0, Time, kn.nc) £ Р (0, Time, Kn.nc-f (w)); 
(б) Р (0, Space, %п.с-п) £ Р (0, Space, Хп.с-п + 

+ / W); 
где Ал.£ — функция со значением t в точке п. 

Пусть R (0, Ф, F) — обозначение для класса всех 
функций из Р (0, Ф, F), определенных на всех словах 
алфавита 2 . Предложения, полученные из двух утвержде­
ний теоремы заменой Р на R, не верны в силу результата 
[12]. Не известно, истинны ли предложения, получающиеся 
заменой в (а) и (б) оператора Р на R. Методы доказательст­
ва работ [1] — [4] дают более слабые результаты, чем эти 
предложения. 

Первоначально основной результат получим в общем 
виде для машин произвольного типа 2 и произвольной 
меры сложности Ф. Для доказательства будут использова­
ны методы, близкие к методам работ [13], [5] — [7]. 
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Запись \s будет означать, что выражение s определено; 
запись s <— t будет означать: если It, то во-первых, \s и, 
во-вторых, s = t; запись s ~ t будет означать: s *~ t и 
t <—s. Через ха будем обозначать слово хх ... х (а раз). 
Через М [F] будем обозначать следующую частичную 
функцию: 

^ rz.1 / ч !М <*>' еСЛИ Ф <М ' * > < F (I x D; 
М [F\ (х) ~ \ 

(неопределено иначе. 
Знак -±р далее заменяет слова: «есть сокращение для»' 

ОСНОВНАЯ ЛЕММА. Пусть зафиксированы шип ма~ 
шин 5 и мера сложности Ф. Пусть общерекурсивные 

функции F и G удовлетворяют следующим условиям: 
(1) V~ F ( n ) < G (»); 
(2) существует такая машина U, что для любой маши­

ны М найдется натуральное число а такое, что для всех 
достаточно длинных слов w вида 0а 1х имеет место 

U [G] И <- М [F] И ; 
(3) для любых частично рекурсивной словарной функции 

g со значениями 0, 1 и машины М существуют такие 
частичная функция h (с той же областью определения, что 
и g) и машина В, что для всех достаточно длинных слов у 
при любом натуральном Р 

р [ л 1 / ч fg (*/)> если ! h (у) uh(y) < р, 
BlG](w)*-\M[F](wO) иначе, 

где w ±? у 1 СИ5. 
Тогда Р (F) £ Р (G). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из(1) следует, что Р (F) Q 

С Р ( 6 ) . Пусть 
P{F) = P (G). (4) 

По условию (2) существует такая машина С/, что для любой 
машины М, вычисляющей функцию / из Р (F) в пределах 
сложности F, при некотором а для достаточно длинных 
слов w вида 0а1а; 

U [G] И <- М [Л (w) +-f(w). (5) 
Из (4) следует, что U [G] e P (F). 

Рассмотрим произвольную частично рекурсивную сло­
варную функцию ф со значениями 0 и 1. Пусть g такова, 
что для любого у вида Oalz имеет место g (у) ~ ф (z), а для 
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остальных у значение g неопределено. Для любой машины 
М, вычисляющей U [G] в пределах сложности F по усло­
вию (3), существуют такие машина В и частичная функция 
h с областью определения, равной области определения 
функции g, что для достаточно длинных у при любом р 

D r / 1 1 / ч \g (У), если \h (у) и h ( z / )< |3; 
^ [ С 1 И ^ 1 С 7 [ С ] ( ^ 0 ) ш а ч е , 

где w -±^ г/100. Поскольку в силу (4) В [G] e P (F), то 
согласно (5), для некоторого натурального а при всех 
достаточно длинных словах w вида 0 a l # имеет место 

U [G] И <- В [G] И . 

Следовательно, для достаточно длинных z при любом р 
т, r^i / ч f Ф (*)» е с л и lh (У) и л (У) < Р» 
5 ^ И - ( 5 [ G ] (г,о) иначе, 

где г/ =̂= 0 a lz , и; ±^ г/1(Ж 
Тогда для всех достаточно длинных z 

f(w)+-f (wO) +- f (иЮО) < - . . . « - / (иЮ*) <~ Ф (я), 

где / =Й? 5 [G], и? =^ (Mzl , Я ^ fe (0alz), функцию В [G] 
можно продолжить до общерекурсивной функции, посколь­
ку G общерекурсивна и график функции Хх. Ф (В, х) 
общерекурсивен (см. [10], [9]). Таким образом, любая 
частично рекурсивная словарная функция ф со значениями 
0 и 1 продолжима до общерекурсивной функции, что 
противоречит общеизвестному результату (см. [11]). Следо­
вательно, Р (F) Ф- Р (G). Лемма доказана. 

Далее ограничимся машинами типа в . Для доказатель­
ства теоремы используются следующие леммы. 

ЛЕММА 1. Существует такая машина £/, что для лю­
бой машины М найдутся такие натуральные числа а и с, 
что для всех слов w вида 0al;r имеет место U (w) ~ M (w); 

Time (С/, w) < с-Time (AT, w); 
Space (С/, w) ^ с + Space (M, w). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, что любая 
машина имеет максимально возможное число лент, головок 
и ленточные алфавиты всех машин совпадают. Пусть любая 
машина задается набором команд вида 

qa±a2 ... ап -> q ахаг ... ап AXA2 ... Ап; 
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где q' — состояние, в которое переходит машина, обозре­
вая в состоянии q символы а1? . . . , ап (всеми головками 
машины на всех лентах); а1? . . . , ап — символы, записы­
ваемые при этом вместо обозреваемых символов; Дх, . . . 
. . . , Дп ЕЕ {Ь, 0, 1} (Ъ — пробел); если Д$ = 6, то i-я 
головка после этого остается на месте; если Д| = 0 или 
Д$ = 1, то она сдвигается на ячейку влево или вправо 
соответственно. Ч Каждую такую команду закодируем 
словом 

Qla± ... l a n <? 'H ••• l^nlAi ... 1ДП, 
где Q и Q' — коды номеров q и q соответственно, т. е. 
двоичная запись этих чисел, в которой цифра 1 заменена 
на 01, а цифра 0 — на 00. Кодом машины является слово, 
состоящее из выписанных подряд кодов всех ее команд. 

Машина U работает на слове вида 0а1ж следующим 
образом. Прежде всего, машина переводит а в систему 
счисления с основанием, равным числу элементов ленточ­
ного алфавита, используя при этом в качестве цифр сами 
символы алфавита, упорядоченные фиксированным спосо­
бом. Если получачаемое слово Г — код некоторой машины, 
то на первой ленте образуется слово 

ЪЫЪЬТЪЪШх, 
г д е / — код номера первого состояния, удлиненный нуля­
ми до длины Т. Число шагов работы на этом этапе и 
используемая зона зависят только от а. 

Далее первая головка первой ленты в процессе модели­
рования перемещает с собой вдоль ленты слово вида 
bbQbbTbb, где Q — код номера текущего состояния модели­
руемой машины. То есть слово ху на первой ленте будет 
моделироваться словом xbbQbbTbby, если первая головка 
обозревает последний символ х. Моделирование одного 
шага работы состоит в следующем. Машина запоминает 
обозреваемые символы, находит в Т код соответствующей 
команды, записывает код нового состояния Q' вместо Q, 
записывает новые символы вместо обозреваемых, произво­
дит требуемые сдвиги головок. Вместе с первой головкой 
на первой ленте сдвигается и служебное слово bbQbbTbb. 
Если какая-либо головка первой ленты попала на служеб­
ное слово, то ее следует провести сквозь него. Такую 
ситуацию можно распознать следующим способом: первая 
головка первой ленты на каждом шаге заменяет крайние 
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пробелы служебного слова на символы 0 и обратно; это 
изменение регистрируется другими головками, попавшими 
на слежебное слово (для определенности считаем, что за­
пись символа первой головкой производится в последнюю 
очередь). На моделирование одного шага работы уходит 
время, ограниченное величиной, зависящей только от а. 
Число дополнительных ячеек ленты, используемых при 
моделировании для хранения служебного слова зависит 
только от а. Лемма доказана. 

ЛЕММА 2. Для любых частично рекурсивной функции 
g со значениями 0, 1 и машины М существует такая ча­
стичная функция h (с той же областью определения, что 
и g) и машина 2?, что для любого w вида у!0& 

п , ч {S (у), если \h (у) и h (у) < Р, 
В (w) с 

(2-
Time (В, ^ ) ^ j T i 

М (wO) иначе; 
# | + 6 - р + 7, если \h(y) и h (*/)< р, 

ime(Af, Щ + 2- \ у \ + 6-р + 7 
иначе; 

,п ч (\w \ + 2, если \h (у) и h (у) < р, 
Space (В, W) ~ \ с 

[Ьрасе (Ж, wO) иначе. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Машина В работает на 

слове w вида г/10^ следующим образом. 
1. Первой головкой она находит конец входного слова 

за | у | + Р + 2 шага; затем находит за р + 1 шаг послед­
нюю единицу входного слова и стирает ее. 

2. С помощью второй и первой головок машина копи­
рует слово у, переписывая его символы слева направо на 
нечетные места, занимаемые заключительными р нулями 
входного слова. На оставшиеся нечетные места машина за­
писывает пробелы и стирает заключительный нуль, если 
он еще не стерт. На это уходит Р + 2 шага. Если все слово 
у не удается скопировать на отведенное место, то копи­
руется только начало у. 

3. Первая головка за р шагов возвращается на место, 
занимавшееся последней единицей входного слова. Вторая 
головка уже находится там, если слово у скопировано пол­
ностью. 

4. Первая головка движется вправо вдоль последних 
Р ячеек, занимавшихся входным словом. Если входное 
подслово у было скопировано полностью, то вторая го-
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ловка в это время моделирует на копии слова у работу од­
ноголовочной машины, вычисляющей g на одной ленте, 
продолжаемой только в одну сторону. При этом она успе­
вает промоделировать [(3/2] шагов. На это уходит (3 шагов 
работы В. 

5. Головки возвращаются за | у | + |3 + 2 шага в ис­
ходное положение. Если вычисление g не было завершено 
или даже не было начато, то в это время на ленте восста­
навливается слово i/lОРО и затем выполняется работа ма­
шины М. Если вычисление g было завершено, то первая 
лента очищается и на ней записывается значение g (у). 

Таким образом, машина В, работая на любом слове w 
вида г/ЮР, делает 2-1 у | + 6-|3 + 7 шагов, используя 
| w | + 2 ячейки, если она успевает вычислить g (у), 
и делает Time (M, w0) + 2 - | z/ | + 6-|3 + 7 шагов, ис­
пользуя Space (М, w0) ячеек, если она не успевает вы­
числить g (у). В роли h выступает удвоенное время вы­
числения функции g. Лемма доказана. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Проверим ус­
ловия основной леммы, как для границ времени 7\ и Т2, 
так и для границ объема памяти S± и S2. Условие (1) ос­
новной леммы следует из того, что Т2/Тг -> + оо и <?2 — 
— S1—> + оо. Из этих же соотношений по лемме 1 следует 
условие (2) основной леммы. Из того, что 

УК((Тг(п ] 1) + 6 ^ X ^ ( 7 1 ) ) 
II 

V°° n (S, (71 + 1 ) < S2 (71)), 

по лемме 2 следует условие (3) основной леммы. Теорема 
доказана. 
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