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Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Ч Е С К И Х С У М М А Х 

С М Н О Г О Ч Л Е Н А М И 

Б„ Г . Коцарев 

Методом И. М. Виноградова получены оценки частично ра­
циональных тригонометрических сумм с многочленами, не за­
висящие от степе i и рациональной части многочлена. Библ. 6 назв. 

§ 1. Пусть / (х) — многочлен степени п + I: 

f (х) = ахх + . . . + + W w + 1 + • • • + « „ + , * ^ , (1) 

где % , ап — произвольные действительные числа, 
an+i, а п + 1 ж d — целые, ( a n + 1 , a n + h d) = 1. Соот ­
ветствующие многочлену / (х) частично рациональные 
тригонометрические суммы будем записывать в виде 

р 
S n (d) = ^ ехр 2mmf (х), (2) 

где Р и т — натуральные числа. Суммы вида (2) при п р о ­
стом d > /г + I изучались в работах Ю . В . Линника [2] 
и Н . М . К о р о б о в а [ 3 ] . В общем случае, когда d > п + I 
не предполагается простым, Н . М. К о р о б о в ы м [3 ] , [4] 
при d = Р получена оценка | 5 n (d) ] < p W » W 1 п , 

где у — абсолютная положительная константа. В настоя­
щей работе показано, при каких у с л о в и я х „и каким обра­
зом при уменьшении d от Р до 1 уменьшается верхняя 
граница \Sn (d) |, вычисляемая по методу И, М. Вино­
градова ( [ 1 ] , с тр . 287—296, 406—427) , до границы для 
I Sn (1) |. 

529 



Т Е О Р Е М А . Пусть f (х) — многочлен (п + 1)-й сте­
пени, определенный выше; п ^ 2, 1 ^ 1 , 1 <^ d <1 Р . 
Пусть, далее, s коэффициентов этого многочлена ап,... , я Г ч , 
среди которых нет а 1 ? 1 ^ s =<С п — 1, удовлетворяют 
условиям 

агЛ = cr./qr. + егД2., г - 1 , . . . , s, ( 3 ) 

где (с Г . , = 1, | 0 r J ^ 1. Тогда имеют место следующие 
два утверждения. 

1 ) Если выполняются неравенства 1 < g r i ^ C Р ' ^ 1 для 
£ = 1, s и Q = [qri, g r J , mo <5ля любого г > 0 ci/-
ществуют постоянные с (п, е) иР0(п, е ) , зависящие только 
от п иг, и такие, что при Р ^ Р0 (п, г) имеет место оцен­
ка, не зависящая от степени рациональной части много­
члена f {z), \ Sn (d) | < с (тг, е) у (Q) d i ^ m " l 9 n P 1 ' ' y p n ^ . 

Множитель у (Q) определяется следующим образом: 

j (d^PQ^f^, если Q^d^P, 
T ^ r - \ l , если Q^d^P. 

2) Если Р11 1 *\ qr. <^ d ХР7j> — одно из чисел qri, g ? v . 

то | Sn (d) I < с (n, e) (dmqr. ) 1 / p ^ P H i / p n + e . З н а ч е н и я pn при 

2 n 11 определяются из таблицы 

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Pn 2 6 16 43 110 240 414 672 1080 1770 

Если n ; > 12, mo p n = 2n2 (2 In тг + In In n + 3 ) . 
§ 2 . Теорема доказывается методом И. М. Виногра­

дова, дополненным для получения наиболее точных ре­
зультатов при 2 <^ п <^ 11 вспомогательным методом 
К. А . Р о д о с с к о г о [5 ] . При этом лемма 1 из работы [5] 
должна быть обобщена следующим образом. 

Л Е М М А 1. Пусть а0, s, v > 0 — целые числа, 
s ЕЕ [0, v ] , D, Р0, YQ, Yv — натуральные числа. 
Целочисленные переменные ах, a s + 1 , j P 1 ? P s + 1 пробе­
гают свои значения в пределах: Pk ЕЕ lYh_1 + 1, 2 У \ _ Х 1 , 
а л <= [а 0 , a 0 - f Р 0 + 2D2*zlYj] для к = 1, 5 + 1. 
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Пуст'•>, далее, комплексная функция Ф (х) определена для 
целочисленных значений аргумента, принадлежащих сег­
менту [а0 + 1, а0 + Р{) -\- 2DHjL-Xj\. Тогда имеет место 
оценка 

• г у - 1 

- V
 1 о 

+ V 2* Y * 1 т а х т а х V ' V Q)(ak + x~fDy) 

os+1 
z max max 

a s + l -Pg+l 

-.£—2 

D P 4 

+ 

( 4 ) 

(суммы вида ^ и V,. rap^ 5 = 0 и к = l считаются 
равными пулю). 

Для доказательства теоремы к сумме Sn (d) применяем 
лемму 1 при следующих значениях параметров: а0 = О, 
s = v, D = d, jP 0 = J P > 4 d , v-= {f ( I n P — l n d p l n 2 ] , 
Yk = [ ^ ( ^ i V 2 v p i - ( ^ i ) / 2 v b A = 0, 1, v. Здесь и ни­
же квадратные скобки употребляются для о б о ­
значения целой части числа. Положим ( d _ l P ) 1 ^ v = h. 
Нетрудно видеть, что h J> 2. Из определения чисел Yh 

получаем следующие неравенства: 
Рк < 2 [<T 1 + , S / 2 V Р - " ^ l < 2 ( У , + 1) Л < iYkh (5) 

при Й = 1, V и 

-У 2 D V2 Z . - 1 P v + 1 < 2 r v < 2 d - J / 2 P V 2 A ~ \ (6) 

Ввиду т о г о , что 2d V - Y5 < 2Р (h — I ) " 1 < 2Р, для 

a f e получаем оценку 

a f e < ЗР, к = 1 , v + 1. (7) 

Применяем теперь к сумме Sn(d) неравенство (4), оце­
нивая тривиально при помощи неравенства (6) последнее 
слагаемое в правой части неравенства (4). Таким образом, 

| Sn (d) I < Adv'P'!' + F o 1 V P V Y ° exp 2mmj (x+dy) + 
^ 3 C = i X«J IJ = 1 0-[-l 

) dPk 2У/, 
-f- 2/г max Yk |y] *y ^ | exp 2mmj(ak 

k , a k , P k

 z ' " 

(8) 

531 



Здесь к пробегает значения 1, v , целые числа Pk > 3, 
ak > 0 удовлетворяют соответственно неравенствам (5) 

и (7) . Введем обозначение a n (d) =r. У X \ J _ zyi где У — 

одно из чисел Yk, к = 0, 1, 

Т + р 1 

S x = T + l е Х Р 2 П 1 П Ь 1 (Х + ^ j ' 

Т —одна из сумм ak + dYk, р —одно из чисел Р , dPXl... 
ciP v . Из определения чисел Y f e и неравенств (5) и (7) 

находим 2d < р < 4 d Y b , б?Г < Г < (7 /2 )Р . Таким о б ­
разом, применение леммы 1 сводит оценку | Sk (d) | к 
оценке суммы ап (d). Д л я дальнейших оценок применим 
к этой сумме с л е д у ю щ у ю лемму К . А . Р о д о с с к о г о [ 5 ] . 

Л Е М М А 2. Пусть даны положительные числа z v zx 

и со — произвольное положительное число. Количество 
тех чисел ряда z]n z 7., которые больше или равны 
со, обозначим через iV(co). Если при со ^> со 0 ^> О имеет 
место оценка N(co) ^ Бсо~ х , где В и % не зависят от со, 
X > 1, т о 

Выбираем в качестве % четкое положительное число 2г. 
Количество тех чисел %, которые больше или равны со 
при любом со е, есть ./V(co). В в и д у т о г о , что (it — 1) X 
X (2t — 1 ) _ 1 ^ 3 , по лемме 2 получаем оценку 

ап (d) < 2е + 3 ( £ У - ] ) ^ . (9) 

Оценка iV(co) с в е р х у и определение В будут произведены 
в следующих параграфах. 

§ 3. Многочлен mf(x + ей/) располагаем по степеням х: 

mf(x + dy) = у0(у) + ... + yk(y)x* + . . . + y n + z s n + < ( Ю ) 

Коэффициенты в правой части (10) определяются по фор­
муле 

Vk{y) = + m^k+iarC* ( Г * " 8 ' у-\ (11) 

b f e = makd~bK, к = 0, 1, тг + Z, 

где 6j = 0, если / = 0, 1, тг и 6^ = 1, если / = т г + 1 , . . . 
тг -f- Z. В силу т о г о , что все слагаемые суммы по г 

в правой части (11) для А' = тг, тг + Z суть целые числа, 
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можно написать 

* = I ЪИт+г 6 Х Р
 2ni У* {У) X" 4 2 C & * * * ) ' -

Существенно отметить, что коэффициенты b n l Ьп, 1 ̂  
от у не зависят. Благодаря этому оценка | Sn(d) |, вычис­
ляемая по методу И. М. Виноградова , не зависит от сте­
пени рациональной части многочлена (1) . -

Определим о с н о в н у ю функцию Н ( а 1 5 . . . . ап,х) дей­
ствительных переменных а 1 ? а ? г _ х следующим образом: 

Я ( а ь o c , w ) = V ^ : p i ехр 2ха V 4 - f 2 ^ b***J -

Функция Н ( а 1 ? а Л _ 1 ) определена так, что ее абсолют­
ная величина в точке (уг (у), г / п _ х (г/)) (п — 1)-мерного 
пространства с в о и х переменных совпадений со значением 
zy. П о э т о м у , если zy J> со, то 

I Н (уг Ы , У п _ г (у)) | > со. (12) 

Для т о г о , чтобы сформулировать с л е д у ю щ у ю лемму, 
необходимо предварительно условиться в обозначениях 
для частных производных. П у с т ь Ф ( а ь ак) есть ком­
плексная функция действительных переменных аъ аи. 
Частные производные от Ф (аъ ak) порядков р х , p f e 

по аргументам а 1 ? ak соответственно будем обозначать 

ф < 1 Ц К . . . . . <** ) . (13) 

Предположим, что функция Ф ( а 1 ? а А ) обладает сле­
дующими свойствами: 

1) В некоторой выпуклой области Dh й-мерного про ­
странства она непрерывна по каждому переменному со 
всеми своими частными производными (13) , которые полу­
чаются при пробегании числами р ь p f e ? независимо 
друг от друга , всех целых чисел сегмента [0, т ] , где целое 
число т ^> 2 . 

2) Существуют такие положительные числа Q, Мъ ... 
Mk, что при pjGElO, т ] , / = 1 , к, имеет место оценка 

| Ф ( " * к \ * 1 , . . . , * к ) \ < ( ? М ? . . . М ? * (14) 

для л ю б о й точки (аь ak) ЕЕ D f e e 

Л Е М М А 3. Пусть заданы целые числа т ^ 2 , к ^ 1; 
в некоторой точке ( a ( f , о4 0 ) ) (ЕЕ выполняется 
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Неравенство| Ф (а[ } ) , af') | ^> со при условии, что Q, 
определяемое из неравенства (14) , и число со удовлетво­
ряют условию Q ^> со > е. Построим к-мерный парал­
лелепипед II /, 

I а » - а ( ? } | < (4kQ*Wi)-\ i = 1, А, 

Тогда для каждой точки ( а х , а А ) £5 Д/ г П П / г найдутся 
целые числа v v v f e , каждое из которых принадлежит 
сегменту [0, т — 1] а такие, что будет выполняться не­
равенство 

Эта лемма в несколько более общем виде сформулиро­
вана и доказана в работе К . А . Р о д о с с к о г о [5 ] . 

Возьмем в качестве Ф ( а х , ak) функцию Н ( а 1 ? . . . 
а ^ ^ ) . Оценивая тривиально ее частные производные, 

получим неравенство 

I Л ( a 1 ? . . . , a n _ 1 ) | < 

< p (2я (T + . . . (2я (T + p ) n - i ) » » n - i e 

Ввиду т о г о , что p <^ AdYh ^ 4 P , Г + p <^ 8jP, В нашем 
случае параметры леммы 3 имеют следующие значения: 
Q = 4 Р , М / = 2я (8Р)>, / = 1, п — 1. Выбираем 
т = [In .Р] + 3 с таким расчетом, чтобы Q Iх = ( 4 Р ) 1 / Т <^ е. 
В качестве точки ( a ( i \ а\г\), в силу (12) , м о ж н о взять 
точку (у1(у)1 г/ п _! (г/)). Параллелепипед П ^ опреде­
ляется системой неравенств | cxj- — г/7- (у) | ^ ( 4 (тг— 1) eMj)'1* 
j = 1, тг — 1. 

По лемме 3 для каждой точки ( а 1 ? a n _ x ) ЕЕ П п _ х 

найдутся целые числа v x , v ^ ^ , принадлежащие сег­
менту [0, т — 1 ] , для к о т о р ы х выполняется неравенство 

| #(v" "'" v"-l)(осъ . . . , a n _i) | > (со/2) . . . Мп-l1 со значе­
ниями М / , / = 1, т г — 1, определенными выше. 
Обе части последнего неравенства возводим в степень 2t, 
где t — натуральное число, и затем приводим к виду 

1 < ( 2 / а > ) " ( М Г . . . М ^ Г 1 ) " 8 ' | # ( V " "" ^ V i , « „ - i ) I3'-
Это неравенство может только усилится , если просумми­
ровать его п р а в у ю часть по всем возможным системам це­
лых чисел v x , v n - 1 - Е Е [0, т — 1 ] , 

Х | Я ( ' " - , , ' п - 1 ' ( а 1 , . . . , а п _ 1 ) Г . (15) 
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Ввиду периодичности функции ехр 2majXj перемен­
ная OCJ может быть заменена д р у г о й переменной а ) , кон­
груэнтной с ней по м о д у л ю 1. Определим (п — 1)-мерную 
область Q (у) посредством неравенств (а'. — z/7- (у)) ^ 
< (4 (п — l)eMj)~\ О < а) < 1, / = 1, п — 1, где 
( а ) обозначает расстояние действительного числа а до 
ближайшего целого . Для каждой точки (а^ a ' ^ - i ) ЕЕ 
Ег: О (г/) выполняется неравенство (15). 

Разделим обе части неравенства (15) на объем области 
Q (у) и проинтегрируем его по области Q (у). Получим не­
равенство 

1 < (2 /©) a t ' ( 4ne (п — ( 8 P f ( n ~ 1 ) / 2 X 

х 2 Г п - 2 т " " 1 ^ m i 4 . . m ; ^ / ( z / , v ) , (16) 

где 

I (у, v) = {..Л \H(Vu " ' W ( a b a'tl^)\2t do^.^d^n-A. 
v **Q(y) 

Суммируя обе части неравенства (16) по всем у = 1, У , 
получим в левой части количество единиц, не меньшее 
количества чисел z>,, для которых выполняется неравен­
ство zy ^> (о. Поэтому получаем 

Лг (ю) < (2/со)2' (Ые (п - 1 ))п~1 ( 8 P ) n ( n ~ 1 ) / 2 X 

X S T _ V - S T _ 1 ( ^ Ч ^ М ^ 1 ) " 2 ' ^ , ^ » ^ ) . ( 1 7 ) 
§ 4 . Оценим с в е р х у с у м м у кратных интегралов / (у, v) 

в неравенстве (17) . Все области Q (у) содержатся в (п — 1)-
мерном единичном гиперкубе . П у с т ь G обозначает наи­
большее количество областей Q (у), у = 1, У , имею­
щих хотя бы одну о б щ у ю точку . Тогда 

< . . . ^ I # ( w " V n - x ) ( « ; , . . . , г - ' к . . . d a U . ( i s ) 

Для оценки интеграла по (п —- 1)-мерному единичному 
гиперкубу заметим, что 

I ^ --«к,..., «и 12( - С т + 1 - х т Д + 1 < ^ > v ' -

... (— 2тУГУ'г_1ехр(ф(.г, z, a ' ) + \\)(х, z)), (19) 
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где для краткости и с п о л ь з у ю т с я обозначения 

(ф (х. z, а') — (хг - j - . . . — zt) а[ f + • — ^ Г 1 ) <*п-ь 

%р (х, z) = {хп

г + . . . - z?)6 п + . . . + (хТ1 + . . . - z?+l) b n + l . 

Далее, учитывая равенство (19) , оцениваем п р а в у ю 
часть неравенства (18) с в е р х у по абсолютной величине. 
Получаем неравенство 

т+р Г1 С1 / 
. . . V т + 1 3 ехр 2я£ф 2 , ос') с?0С]_ . . . йосп_ (1 = 

= G ( М ? . . . М ^ х 1 ) ^ с ? ( р , т г - 1 , * ) , (20) 
где (р , тг— 1, t) — число решений в целых числах 
системы уравнений 

* 1 + . . . + Xt = гг + . . . + Z t , 

П - 1 , , П - 1 71—1 i , 71—1 

1 <^ £j <J p , 1 ^ г, / ^ £, 

В интересующих нас случаях оценка с в е р х у 
Q ( р , 7г — 1, t) содержится в следующей лемме Х у а ( [ 6 ] , 
с т р . 2 6 - 3 6 , 4 0 - 5 6 , 6 2 - 6 3 ) . 

Л Е М М А 4. Для любого г ^> 0 существует положитель­
ная постоянная сх (тг, в), зависящая только от п и г и 
такая, что имеет место неравенс п, о 

Q[p,n-l, t n ^ ) < C l (п, е ) / ' п - Н ' « » - « « 
где значения чисел 2tn_1 при 2 ^ тг 11 совпадают со 
значениями рп из приведенной выше таблицы; если п ^> 12, 
то 

2tn_x = 2 [тг2 (21п тг + In In тг + 3 ) ] . 
В соответствии с леммой 4 положим t — tn_v Оценивая 

с п о м о щ ь ю неравенства (20) и леммы 4 п р а в у ю часть нера­
венства (17) , получаем 

N (СО) < С2 (тг, 8 ) С 0 " 2 ^ ^ 1 Р П n ( n - l ) / 2 T n - l G D a . ' n - i - n ( n - l ) / 2 + e p 

Последнее неравенство есть неравенство вида N (со) <^ < jBotrK
 со следующим значениями параметров леммы 2: 

% = 2tn_v В = С2(П, 8 ) р п ( п ~ 1 ) / 2 т п - 1 & ^ 2 ь 1 _ ф _ 1 ) № ^ 
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Это значение В подставляем в п р а в у ю часть неравенства 
(9) . Ввиду т о г о , что У " 1 < Adp~rh и р<^4Рч получаем 
неравенство 

оп (d) < с3 (п, 8 ) (dGx^hP2tn~i~1+£)i/2*n-iu (21) 

Полученная оценка для on(d) одновременно является 
оценкой максимума в формуле (8) . Используя неравен­
ство (21) для оценки правой части неравенства (8) и при­
нимая во внимание, что для Р Р0 (п, г) 

^ - 1 ) / ! f M A l + 1 ^ . 1 < C i ( B e ) ^ M ) ) 

d V . рЧ. < р г - т п - к 2 ^ < ^ 

получаем оценку 

I Sn (d) I < с 5 (п, г) (dG)i,PnPl-i/Pn+t. ( 2 2 ) 

§ 5 . В этом параграфе оценивается с в е р х у число G 
и тем самым завершается доказательство теоремы. 

Л Е М М А 5. Пусть ук(у) — числа, определенные выше. 
Определена (п — 1)-мерная область &'(у) переменных 
cxi, an-i системой неравенств 

(ait - УьШ < ftidZR-M 0 < ак < 1, к = 1, 

где Z и R — заданные действительные числа с условием 
Z ^> 1, i? dZ . Тогда G' — количество областей £i'(y), 
у = 1, Ы, имеющих хотя бы одну общую точку с какой-
нибудь областью £У (у0), где 1 у0 ^ Z,— не превосхо­
дит количества тех целых у, 1 у Z , для которых 
выполняется система неравенств 

(ardmn (n—1)... г ( г / — z / 0 ) ) < l , 3 ((n2/ln 2)n~rdZR~r, г = 2 , и. 

Лемма 5 представляет с о б о й дальнейшее развитие идеи 
И. М. Виноградова ( [ 1 ] , с т р . 390—391) , обработанной сна­
чала Х у а ( [6 ] , с т р . 56—61) , затем К . А . Радосским. 

Для оценки с в е р х у числа G в условии леммы 5 п о л о ­
жим R = Р, Z = d~xP. Тогда область О!(у) будет опре­
деляться системой неравенств 

(a'fc - yk (у)) < (г/2)Р-*, 0 < a ' f t < 1, к = 1 , п - 1 , 

а число G' не превосходит количества тех целых у, 
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1 ^ у ^ d 1 Р, для к о т о р ы х выполняются неравенства 

(ardmn (тг—1) . . . г ( у - ~ у 0 ) ) < 1 , 3 (тг2/1п 2 ) П ' Г Р " г + 1 , г = 2 , п. 

Так как cz й'(т/) и количество целых чисел у— 1,... 
У , пробегаемых при построении областей й(г/) , не 

превосходит количества чисел у = 1, пробегае­
мых при построении областей то G^G'. 

Л Е М М А 6. Пусть действительные числа р17 Ps 

представлены в виде (3̂  = Cikjqi + kfii/q , j = 1, 5 , 
— целые числа, к(, qt — натуральные числа, 

(d, qt) = 1, | Эj 1 ^ 1 . Тогда число решений в целых чис­
лах г/Ег[1, 2 ] системы неравенств (Р^+у^^Ль г = 1 , . . . , $ , 
где 7 ^ Чг — заданные действгтелъные числа, 0 <^ r]j <^ Va* 
we превосходит величины 

(Q-'Z + 1) ITU (ЗА, + 2 ^ ) , 

где (9 — наименьшее общее кратное чисел qx, g s . 
Доказательство леммы 6, которая является об об ще­

нием известной леммы И. М. Виноградова ( [1 ] , с тр . 381) , 
дано К . А . Родосским . 

П у с т ь Р ^> Р0 (п) и s коэффициентов аГх, аГ2, много­
члена / (х), среди которых нет аг, 1 ^ s ^ т г — 1, удовле­
т в о р я ю т условиям (3) . Тогда , применяя лемму 6 при 
Z = d~xP для оценки с в е р х у числа решений в целых 
числах системы неравенств 

(агЛтп (п - 1) . . . г (у - г / 0 ) ) < 1,3(тг2/1п 2)*-ЧР~Ч+\ 

i = 1, 5 ,получаем оценку 

G < c6(n)msmax {d~lPQ-\ 1) Ц = г т а х (1 , P-4^qH), (23) 

где числа g r . определены равенствами (3) , Q = [д г . , g r g ] . 
При 1 <^ gri<C Р г ^~ 1 из неравенства (23) получаем 

ctWd-iPQ-W, если ( ? < Г 1 Р , 

с 6 (тг) ттг8, если ( 9 > d ~ 1 P . 

При P r i - 1 <^ д Г . <С d~1PTt оцениваем число G по одному 
из коэффициентов аг.: 

G<cQ(n)mP~ri+1qr.. (25) 
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Из оценок (24) и (25) и из неравенства (22) получаем ут­
верждение теоремы. 

§ 6. Приведем некоторые оценки рациональных три­
гонометрических сумм, вытекающие из доказанной тео ­
ремы. 

С л е д с т в и е 1. Пусть 

f ^ ^ ^ x - r . . . + ~^Хп + 

где a v ап, a n + v а п + 1 — целые, q v qn и d — нату­
ральные числа] (at, qt) = 1 при i = 1, п, (ап+1, ... 

an+i, d ) = l ; (qt, qj)=\, если i ф j , 2 < i, j < тг. Пусть 
далее P ^ > 1 — ty&/W£ положительное число, 1 < d < Р , 

q P ^ ^ ^ p 1 ^ , г = 2 

где С г , с / — положительные постоянные. Тогда при п ^> 2 
и любом натуральном I имеет место неравенство 

УР
 ехр 2 ш / (ж) < d1/pn р^п^ (26) 

для любого г ^> 0. 
С л е д с т в и е 2. Пусть 

а 1 Х + . . . + а п Х - g х^1 + . . . + а хп+1 

/ (х) = + з , 

где а х , а п , а п + 1 , а п + 1 — целые, q и d — натураль­
ные числа, одно из чисел ak удовлетворяет условию 
(ak, q) = 1 при к + 2 , п, ап ф 0 (mod g) , ( а п + 1 , . . . 
•••» #n+z» d) = 1. Пусть далееР^> 1—гнедое положительное 
число, 1 < d < Р , q = P r , 1 < г < /с — 1. Тогда лри 
п ^ 2 и любом натуральном I имеет место неравенство 
(26) . 

Значения р Л определяются условиями теоремы. По­
стоянная в соотношении, включающем символ « , зависит 
только от и 8 . 

Доказательство следствий вытекает непосредственно 
из теоремы. Оценка следствия 1 выводится по с о в о к у п ­
ности коэффициентов при х2, хп, следствия 2 — по 
коэффициенту при хк, где к — одно из чисел 2, п. 

А в т о р приносит г л у б о к у ю благодарность К . А . Р о ­
д о с с к о м у за предложенную тему и оказанную помощь 
и А . А . Карацубе за обсуждение этой работы и ценные 
советы. 

Воронежский государственный Поступило 
педагогический институт 2 .VI 1.1969 
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