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УПОРЯДОЧИВАНИЕ СИСТЕМ ОБЛАСТЕЙ И КОНДЕНСАТОРОВ 
В ПРОСТРАНСТВЕ 

В данном сообщении будет введено преобразование системы пространст­
венных конденсаторов и областей. Техника, связанная с оценками емкостей, 
модулей семейств поверхностей или кривых и других аналогичных величин, 
широко используется при изучении различных классов пространственных-
отображений [1], [2]. Для получения же самих этих оценок чаще всего при 
меняют те или иные геометрические преобразования- В основном это раз­
личные виды симметризации или усреднение. Важное преобразование прост­
ранственных конденсаторов, называемое поляризацией, введено В. Н. Дуби­
ниным [3J. 

§ 1. Упорядочивание систем конденсаторов и областей 

Конденсатором в R" = R"П {оо}, я > 2 , называется упорядоченная пара 
С-={Е0, Ех) непересекающихся непустых замкнутых множеств. Множества 
Е 0 и Е х называются пластинами, a D = / ? / I \ ( £ ,

0 | J / : , ) — п о л е м конденсатора С 
(см., напр., [1J). . 

Рассмотрим систему конденсаторов C k — (Eo, E i ) , k = 1, т , пластины 
которых удовлетворяют условиям , 
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Г | Я * ^ 0 , 5 = 0, 1. ' (1) 

Введём обозначения: / ^ — пересечение всевозможных объединений по k 
множеств, из системы Е \ , . . . , Е™; F* — пересечение всевозможных объедине­
ний по -h 1 — k множеств из системы Е\, ...,Е™. . 

Множества /•""*, F\ непустые и замкнутые.. Пересечения F%[\'F\ пусты 
дляi всех k = \ \ т . Поэтому имеет смысл рассматривать конденсаторы 



Ck = (Fo, F*), k = \ , m . Отметим, что для пластин Ck выполняются включения 
F\czFo+\ Fo+1czFo, k = 1 , м — 1, т. е. F\ образуют расширяющуюся систему 
множеств, а пластины / ^ — сужающуюся. 

Упорядочиванием системы конденсаторов { С к \ назовем переход от \ C k \ 
к системе конденсаторов {Ck}, k = Tjn. _ 

Определим операцию упорядочивания системы областей [ G k \ , x°£Okcz R", 
k=J,m, Для этого рассмотрим систему конденсаторов {Ck{x0)}, Ck(x°) = 
~(R"\Ok, Через Ok(x°) обозначим ту связную компоненту поля конден­
сатора Ск(х°), которая имеет на границе точку к0. Пусть dk = Qk(x9)\j{x0}. 
Отметим, что OkczQk+v k = 1 , m— 1 , т . е . [Qk] — система вложенных об­
ластей. 

Упорядочиванием системы областей { G h ) назовем переход от {Oh\ к сис­
теме областей {5*}, k = T7m. 

Описанное выше преобразование для двух компактов на плоскости введе­
но Ренгли в J4], где получено неравенство, связывающее трансфинитные 
диаметры исходных и преобразованных компактов. Позже в работе [5] Клейн 
распространил это преобразование и неравенство для трансфинитных диа­
метров на систему из т плоских компактов и получил некоторые приложе­
ния для однолистных функций. В серии работ [б] — [ 8 ] первый из авторов 
ввел преобразование упорядочивания для систем плоских областей и конден­
саторов, показал, как меняются сумма емкостей или произведение внутрен­
них радиусов при упорядочивании и дал различные приложения к регуляр­
ным функциям. Методы доказательства из работ [4] — [ 8 ] на я-мерный случай, 
по-видимому, не переносятся. Поэтому в данной работе при доказательстве 
основных результатов используется другая методика, которая даже в плоском 
случае позволяет получить некоторые обобщения (см., напр., теорему 4). 
Основным моментом здесь является понятие упорядочивания системы функ­
ций. 

Рассмотрим отображение f:R"->Rm; f(>c) = (f1(x),...,/m(x)). При 
фиксированном x£Rn через (gi(x), -., g m (* ) ) обозначим неубывающую пере­
становку множества чисел {/^(Х) /т(х)}-

Отображение g:R"—*Rm назовем упорядочиванием отображения / . е с л и 
— (gi(KX •••. Будем применять также термин „упорядочивание 

системы функций (f^x) /т{к))\ 

§ 2. Упорядочивание и емкости конденсаторов 

С конденсатором С = ( Е 0 , E t ) связывается семейство допустимых функ­
ций WP(C), р > \ , состоящее из функций v:Rn-*R класса С°° (/?"). для каж­
дой из которых существуют такие открытые множества UQ и U v что EkaUk, 

£ = 0, 1 ; и ( х : ) = 0 п р и x£U0, v(x) = \ при x £ U u 0 < v (к) < 1 для всех 
• < и интеграл 1#п(у) конечен. Через / 0 ( ^ ) здесь обозначается интеграл 

/ (v)~$Uv(x)\Pdx. (2) 

D 

Отображение f(x) =(/, (х), ...,/т(х)) назовем допустимым для семейства 
конденсаторов С н е с л и fk^WP(Ck), k = \ , m . 

Точная нижняя граница (2) на множестве W P ( C ) называется /г-емкостью 
С н обозначается через сар^С (см., напр., [ 1 ] , с. 52). В случае р=» я «-ем­
кость называется конформной емкостью. 

Замыкание класса WD(C) относительно нормы [|v|j = (jRn{v))Vp обозначим 
через Wp (С). Отображение f(x) = ( / j ( x ) , . . . , jm(x)) принадлежит классу 

k = \ , m , если для любого k компонента / * ( * ) £ №ДС 4)-
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Л е м м а 1. Если отображение f:Rn-+Rm
 принадлежит классу Wp(Ck), 

k=*l,m, то и его упорядочивание g:R"~*Rm
 принадлежит классу Wp{Ch), 

k = 1, т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть §(*;)== ( g t (к) ,g m (я)) . Вначале рассмотрим 
случай т = 2. При этом выполняются соотношения g1(x) = min {fi(x), /2(х)}, 

g 2 ( * ) = max {fi(K), /2{х)}. Утверждение леммы следует теперь из следствия 1 
([11, с 107) и теоремы 1.8 ([1], с 17). В общем случае воспользуемся индук­
цией по т и следующим замечанием. Пусть {gki]{x)\, k = 177, — результат 
упорядочивания системы { f k } , ^ = 1Т7Г и > 2. Тогда 

g m + i , m + i ( * ) = max{gm,m(*), g m + l ( x ) } ; ~ g m + h m + 1 ( > c ) = min \ g m _ m ( x ) , g m + l ( x ) } ; 

ёт.т+Л*)'- max { g m _ h m ( x ) , g m + l _ m + 1 { x ) ) ; 

если g * , m + , и g f t , m + 1 уже определены, то 

8k-l,m+l ~ m a x {gft-2,m» 8k, 8/t-l, mfl ~ m i n {gk-2, m> gk, m + l\ • . 

Отсюда так же, как и выше, получаем утверждение леммы-
Функция Wp(x, C)£WP(C), на которой реализуется инфимум в (2), назы­

вается р-потенциальной функцией конденсатора С . Известно ([1], с. 55), что 
р-потенциальная функция (если она существует) единственна и удовлетво­
ряет внутри поля конденсатора С уравнению Эйлера для функционала (2); 

div [ |v^r-V ]=0. (3) 
При р = 2 соотношение (3) обращается в уравнение Лапласа, следовательно, 
W2{x, С) гармоническая в поле С. 

Пусть C k ~ ( E o , Ei), k = \,m, — система конденсаторов, удовлетворяю­
щих (1); O k и Gfe— поля конденсаторов C k и С к соответственно. Через 
СгЦО^), / = 1 , 2 , . , , , обозначим связные компоненты G k ( G k ) , замыкание кото­
рых имеет непустое пересечение с обеими пластинами и Е \ и Е \ ) . 

Т е о р е м а 1. Если система конденсаторов C k = ( E o , Е\), /г = 1, т, 
удовлетворяет (1), то для любого р > \ выполняется неравенство 

т т ~ 

2cap p C f t > 2 cap p C f e - ( 4 ) 

Если p = 2u конденсаторы Ck, k = l,m, имеют непрерывные 2-потен-

циальные функции, то равенство в ( 4 ) имеет место тогда и только тог­

да, когда множества областей {Gl

k\ и {G'k\ совпадают. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть отображение v ( х ) = (z>,(х) допусти­
мо для системы [Ск\ и и[х) = ( Й , ( х ) , . , . , ит(х)) — упорядочивание v{x). Вве­
дем обозначения: 

D l ; ! v h {x:vt(x)^ uh(x) и^(х); уг(х)фи^х), j ф j h 1 = 1, s}; 

• GT.H , — { « : « , ( x ) = T » J t ( « ) = - . . . = г»^(«); щ(х)г>у, j / = l , s j . 

Отметим, что при s > l существует ровно 5 индексов г, таких, что мно­
жества D f . ^ } совпадают и выполняется равенство DT.^ ^ = O j f t W i , г , 

г«- 177, к = 1 ~ Рассмотрим разности Д(г„ j k ) = vt (х) — и^(х). На множест­
ве D . . Д(/ , yft) = 0, поэтому т а к ж е , как в следствии 2 ([1], с 108), 
получаем, что на D , . . ... почти всюду выполняются соотношения уу.. =» 

V " ' i s С 

= V"jA- Следовательно, 
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т т . 

, ft-i *=i - •• 

- 2 2ГЛ^ , ; , W ^ W 4 : (5) 

Знак 2i означает, что суммирование ведется по всевозможным наборам ин­
дексов /'„ ... ,js из множества { ! , . . . , /и} . 

Из (5) и леммы 1 получаем неравенство 
т т т ~ 

2 ***Ы- I V W > 2 с а Р р с й - (б) 
ft=l ft=l A = l 

Переходя в (6) к инфимуму по отображениям v(K)£Wp(Ck), получаем (4). 
Пусть в ((4) имеет место равенство и р = 2. Тогда равенство должно 

выполняться и в (6), если v k ( x ) есть 2-потенциальная функция конденсато­
ра Ск. Отсюда следует, что и к (к) есть 2-потенциалъная функция для С к , Так 
как при р = 2 2-потенциальные функции гармоничны в поле соответствую­
щего конденсатора, то из условия равенства v k ( x ) и u t ( x ) на некотором от­
крытом щаре из GfflGj следует совпадение компонент G'k и 0\. Этим теоре­
ма 1 полностью доказана. 

Для плоских конденсаторов при р = 2 теорема 1 доказана в [8]. 
Конденсатор C 1 = (^J, Ej) называется вложенным в С 2 = (£^, Е \ ) , если 

Е \ а Е \ , к = О, 1. Отсюда вытекает, что класс допустимых функций для Сг 

шире, чем для C l t Следовательно, сар^ С 2 < сар^ С\. _ _ 
Рассмотрим систему конденсаторов Ck-=(Eo, Ех), к = \,т. В этом слу­

чае {Ск\ — система вложенных конденсаторов. Кроме того, Сх вложен в Ск, 
а С к вложен в С т . Следовательно, выполняются неравенства 

сарр Ст < сар р Ck < сарр С„ k = (Тт. (7) 

Пусть Gk{Gk)~поле конденсатора Ск(Ск). Для любого j , 1 < ; ' < т , че­
рез {Cjik} обозначим результат упорядочивания подсистемы {Ск}, k = \ , j \ 

через G / > f t —поле C j k , через C j k , у ' < / ? < / я , обозначим конденсатор, имею­
щий второй пластиной множество Ех и полем множество G ] k [ \ G p . 

Из легко проверяемых соотношений G ] i k - . x [ ) { Q ] i k ( ) G j + x ) = G ] + X i k ; Gj.t- if l 
n(^y ,*n^+i)"*0/,*riGy+i получаем следующее утверждение. 

Л е м м а 2. Результатом упорядочивания системы, из двух конденса­
торов {CJik_y, Cj+i} является пара [0+k

x_{, C ] + K k } . 

Для системы конденсаторов вида C k = ( E o , Е х ) , k = l, т , теорему 1 
можно существенно усилить. 

Т е о р е м а 2. Пусть Ck = (Eo, Ех), k = 1, т, — система конденсаторов, 
удовлетворяющих (1). Если Ф{£) —выпуклая невозрас тающая при * > 0 
функция, то 

2 0 ( с а р р С * ) < 2 Ф(сар р С 4 ) . (8) 
ft=i k--l 

Равенство в (8) для системы допустимых конденсаторов и строго выпук­

лой функции Ф(£) имеет место только в случае совпадения систем кон­

денсаторов \Ск\ и {Ск\. 
Доказательство теоремы 2 проведем индукцией по т . При т = 2 требуе­

мое утверждение следует из теоремы 1, неравенств (7) и следующей леммы 
о выпуклых функциях.' ' 

Л е м м а 3. Пусть 0 < ' а < £ < с < < оо и a + d <b + Ф (/) — 
выпуклая при t > 0 функция и Ф(а)>Ф (й), то Ф (Ь) + Ф ( с ) < Ф (а) 4- Ф (of). 
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Равенство для строго выпуклой функции возможно только в случае а = Ь 
и с = d. 

Пусть теперь ту 2. Предположим, что при всех j , j<m, утверждение 
теоремы 2 выполняется. Тогда для системы конденсаторов С Л , k -= 1, т -\-1, 
выполняется неравенство 

т+1 т 

2 Ф ( с а р , С * ) < 2 Ф(с&ррСт1„)+Ф(саррСт+1). (9) 

К паре конденсаторов С т т ; С т + 1 применим преобразование упорядочивания. 
В результате получим пару конденсаторов С«+>; C f f i + i m + : . Затем упорядо­
чиваем пару С т i ( n _ i * , С*+£. В итоге согласно лемме 2 получаем конденсаторы 
C m , + m + i ' ст+\,т- Продолжая этот процесс и на каждом шаге применяя лем­
му 3, получим неравенство (8). 

Докажем утверждение о равенстве. Если равенство имеет место в (8), то 
оно выполняется и в (9) и выполняется на каждом шаге описанных выше 
преобразований. В этом случае согласно индуктивному предположению си­
стемы конденсаторов {С»} и \ С т i k \ , k — l,m, совпадают с точностью до ну­
мерации конденсаторов. Кроме этого совпадают пары конденсаторов (опять 
с точностью до нумерации) и на каждом шаге преобразований. Следователь-
но, совпадают и системы {С*}, {CK}. Теорема полностью доказана. 

§ 3. Некоторые следствия 

Приведем некоторые следствия из теорем 1 и 2. Через Г\(г\) обозна­
чим семейство кривых, лежащих в поле G k { G k ) конденсатора CK~(E*, Е ц 
(CK = {Eo, Е \ ) ) и соединяющих пластины Е% и Е \ (Е\ И Е \ ) . 

Известно, что М(Г*) = сар„С А (см. [1], с. 150). Через М (Г) здесь и далее 
обозначим «-модуль соответствующего семейства кривых или поверхностей. 

Пусть Г%(Г%)— семейство (п— 1)-мерных поверхностей, лежащих в Gk(Gk) 

и отделяющих Е\(ЕО) ОТ Ehi(E\). Каждая поверхность этих семейств может 
состоять из конечного или счетного числа компонент. Модули Г \ и Г \ свя­
заны соотношением М ( Г | ) = (М(Г*))- ' . 

Т е о р е м а 3. В предположениях теоремы 2 выполняется неравенство 

Ъ Ф ( М ( Г \ ) ) < 2 Ф { М ( Г Ь ) < (10) 
k=l k=l 

В частности, если 0 ( t ) — t~", а > 0 , то 

2 ма(Пх | м а ( ^ ) - (И) 
* = 1 А - 1 

Утверждение о равенстве в (10) и (11) такое же, как и в теореме 2. Эта 
теорема — простое следствие теоремы 2- _ 
, Рассмотрим систему областей Gk на комплексно*сфере С. Пусть zQ£Gk, 

k = ТГт, и r { G k , г0) — внутренний радиус области G k относительно точки г0. 
Т е о р е м а 4. Если Ф(1) — выпуклая неубывающая на R функция, то 

т т 

£ Ф(^1огг(0»,г0))<5] 0 ( U o g r ( G k , г0)). (12) 
fe=i А=1 

Для допустимых областей Gk и строго выпуклой функции 0 ( t ) равенство 
в (12) имеет место только в случае совпадения систем областей {Ok} 

и {Ok}' 
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' Д о к а з а х е л ь с Т-во. П у с т ь е > 0 достаточно мало, Ufa) = {г:|z — %|<•}. 

Рассмотрим систему конденсаторов С А ( е ) = ( С \ 6 > , с / , ( г 0 ) ) . "Пусть { С А ( е ) } — 

результат упорядочивания' системы {Ск(г)\. Функция Ф(1/1 + а) при / > О 
удовлетворяет условиям теоремы 2, поэтому выполняется неравенство 

т т 

S 0J L__ + -L'loge) < Л ] ф(—±- + — log e l 

Переходя в этом неравенстве к пределу при е—.0 и учитывая асимптоти­
ческую формулу ({9], с 103): 

• ± - 7 T 7 V + f l o r e - i - l o g r ( O f t ) г 0 ) + о(1), 

получим неравенство (12). 
Утверждение о равенстве в (12) доказывается так же, как и утвержде­

ние о равенстве в теореме 2. При этом используется вспомогательное ут­
верждение, аналогичное лемме 3. 
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О М Е Х А Н И Ч Е С К И Х С И С Т Е М А Х С П Р О Г Р А М М Н Ы М И С В Я З Я М И 

Из [1], [2J известно, что полная энергия механической системы (МС) 
с серврсвязями убывает или возрастает в зависимости от принуждений. 
Изменение полной энергии является следствием возмущения сервосвязей, 
которое связано с затратой или прибавлением Дополнительной энергий и 
которое не отражено в выражении для кинетической энергии системы. Если 
в выражении для кинетической энергии учесть отклонения от сервосвязей 
или, формулируя более определенно, от программных связей [3], то можно 
выявить условия, при соблюдении которых полная энергия МС будет оста­
ваться постоянной-

В данной работе составляются уравнения движения МС с годономными 
и неголономными программными связями и определяются условия, накладывае­
мые на уравнения программных связей, при выполнении которых полная 
энергия системы, вычисленная с учетом возмущений связей, остается посто­
янной или убывает с заданной Скоростью. 

1. Уравнения Лагранжа первого рода. Рассмотрим МС, состоящую из А 
материальных точек с массами /я3„ и координатами K 3 V _ 2 , X3V_V Х.М , v = 1, . . . , N, 
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