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1. ÷ÏÚÍÏ ÖÎÏ ÓÔØ Ó ÏÐÏ ÓÔÁ×ÉÔØ ËÁÔ ÅÇ ÏÒÉÑÍ ÎÅË Ï Ô ÏÒÙÅ ÄÚ Å ÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ,

Ï ÔÒÁÖÁÀÝÉÅ × Ô ÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÓÔ ÅÐÅÎÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÁÔ ÅÇ ÏÒÉÊ, ÒÁÓ ÓÍÏ ÔÒÉ-

×ÁÌ ëÕÒ ÏËÁ×Á [1, 2]. óÏÇ ÌÁÓÎÏ ÜÔ ÏÍÕ Á×Ô ÏÒÕ, ÄÚ Å ÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ËÁÔ ÅÇ ÏÒÉÊ

ÏÐÒ Å ÄÅÌÑÀÔÓÑ ÜÊÌ ÅÒ Ï×ÓËÉÍÉ ÐÒ ÏÉÚ×Å ÄÅÎÉÑÍÉ Ó Ì ÏËÁÌØÎÙÍÉ ÍÎÏ ÖÉÔ Å-

ÌÑÍÉ, ÐÏÄÏ ÂÎÙÍÉ Ì ÏËÁÌØÎÙÍ ÍÎÏ ÖÉÔ ÅÌÑÍ ÄÚ Å ÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ òÉÍÁÎÁ. ó

ÎÁÛÅÊ Ô ÏÞËÉ ÚÒ ÅÎÉÑ, × ÐÏÉÓËÁÈ ÉÎÔ ÅÒ Å ÓÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒ Ï× ÍÏ ÖÎÏ ÏÐÒ Å ÄÅ-

ÌÑÔØ ÄÚ Å ÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ËÁÔ ÅÇ ÏÒÉÊ ÐÏ ÓÒ Å ÄÓÔ×ÏÍ ÒÑÄÏ× äÉÒÉÈÌ Å. ðÒÉ ÜÔ ÏÍ

ÓÕÝÅ ÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÜÊÌ ÅÒ Ï×ÓËÉÈ ÒÁÚÌ Ï ÖÅÎÉÊ É ×ÏÚÍÏ ÖÎÕÀ Æ ÏÒÍÕ Ì ÏËÁÌØ-

ÎÙÈ ÍÎÏ ÖÉÔ ÅÌ ÅÊ ÎÅ ÓÌ Å ÄÕÅ Ô ÐÏ ÓÔÕÌÉÒ Ï×ÁÔØ × ÏÐÒ Å ÄÅÌ ÅÎÉÑÈ. ó ÜÔ ÏÊ

Ô ÏÞËÉ ÚÒ ÅÎÉÑ, ÍÙ ÒÁÓ ÓÍÏ ÔÒÉÍ Ë ÏÍÐÌ ÅË ÓÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ � ( � ; Ab

�nite

),

ÏÐÒ Å ÄÅÌÑÅÍÕÀ ÒÑÄÏÍ äÉÒÉÈÌ Å

� ( s; Ab

�nite

) =

X

X

1

] End( X )

s

; s 2 C; Re s > 1 ; (1)

c ÓÕÍÍÉÒ Ï×ÁÎÉÅÍ, ÒÁÓÐÒ Ï ÓÔÒÁÎ • ÅÎÎÙÍ ÎÁ Ë ÏÎÅÞÎÙÅ ÁÂ ÅÌ Å×Ù ÇÒÕÐÐÙ X

Ó Ô ÏÞÎÏ ÓÔØÀ ÄÏ ÉÚ ÏÍÏÒÆ ÉÚÍÁ (Ô.Å. ÎÁ Ë ÏÎÅÞÎÙÅ ÁÂ ÅÌ Å×Ù ÇÒÕÐÐÙ X ,

×ÚÑÔÙÅ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÁÖÄÏÇ Ï ËÌÁÓ ÓÁ ÉÚ ÏÍÏÒÆÎÙÈ Ë ÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂ ÅÌ Å×ÙÈ

ÇÒÕÐÐ). ðÏÄ ] End( X ) ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÞÉÓÌ Ï ÜÌ ÅÍÅÎÔ Ï× ÍÎÏ ÖÅ ÓÔ×Á

End ( X ) ÜÎÄÏÍÏÒÆ ÉÚÍÏ× ÇÒÕÐÐÙ X . áÂ Ó ÏÌÀÔÎÁ Ñ ÓÈ ÏÄÉÍÏ ÓÔØ ÒÑÄÁ Ï Â Å Ó-

ÐÅÞÉ×ÁÅ ÔÓÑ Õ ÓÌ Ï×ÉÅÍ Re s > 1. íÙ ÔÒÁËÔÕÅÍ � ( � ; Ab

�nite

) ËÁË ÄÚ Å ÔÁ-

ÆÕÎËÃÉÀ ËÁÔ ÅÇ ÏÒÉÉ Ë ÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂ ÅÌ Å×ÙÈ ÇÒÕÐÐ Ab

�nite

.

2. îÁÛÁ ÄÚ Å ÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ � ( � ; Ab

�nite

) Ï Ô ÌÉÞÎÁ Ï Ô ÄÚ Å ÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ ëÕÒ Ï-

ËÁ×Ù ËÁÔ ÅÇ ÏÒÉÉ Ab

�nite

. äÌÑ ÐÏÌÎÏ ÔÙ ËÁÒ ÔÉÎÙ, ÐÒÉ×Å Ä£Í ÚÄÅ ÓØ Ï ÂÝÅ Å

ÏÐÒ Å ÄÅÌ ÅÎÉÅ ëÕÒ ÏËÁ×Ù [2].

ðÕ ÓÔØ C { ËÁÔ ÅÇ ÏÒÉÑ Ó ÎÕÌ £Í. ïÂßÅËÔ X ËÁÔ ÅÇ ÏÒÉÉ C ÎÁÚ Ï×£Í ÐÒ Ï-

ÓÔÙÍ, Å ÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÒÆ ÉÚÍ X ! Y × C Ñ×ÌÑÅ ÔÓÑ ÌÉÂ Ï ÎÕÌ Å×ÙÍ ÍÏÒ-

Æ ÉÚÍÏÍ, ÌÉÂ Ï ÍÏÎÏÍÏÒÆ ÉÚÍÏÍ. åÓÌÉ ÍÎÏ ÖÅ ÓÔ×Ï End( X ) ÜÎÄÏÍÏÒÆ ÉÚ-

ÍÏ× Ï ÂßÅËÔÁ X Ë ÏÎÅÞÎÏ É X ÎÅ ÎÕÌØ, ÎÁÚ Ï×£Í X Ë ÏÎÅÞÎÙÍ Ï ÂßÅËÔ ÏÍ.

ðÏÎÑÔÎÏ, Å ÓÌÉ X { ÐÒ Ï ÓÔ ÏÊ Ë ÏÎÅÞÎÙÊ Ï ÂßÅËÔ É Ï ÂßÅËÔ Y ÉÚ ÏÍÏÒÆ ÅÎ

X , Ô Ï Y { ÔÁËÖÅ ÐÒ Ï ÓÔ ÏÊ Ë ÏÎÅÞÎÙÊ Ï ÂßÅËÔ É ] End ( Y ) = ] End( X ).

ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á : ÄÚ Å ÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ, Ë ÏÎÅÞÎÙÅ ÁÂ ÅÌ Å×Ù ÇÒÕÐÐÙ.
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ëÕÒ ÏËÁ×Á ÏÐÒ Å ÄÅÌÑÅ Ô ÄÚ Å ÔÁ-ÆÕÎËÃÉÀ � ( � ; C ) ËÁÔ ÅÇ ÏÒÉÉ C ÐÒ ÏÉÚ×Å ÄÅ-

ÎÉÅÍ

� ( s; C ) =

Y

P

�
1 �

1

] End( P )

s

� � 1

;

ÒÁÓÐÒ Ï ÓÔÒÁÎ • ÅÎÎÙÍ ÎÁ ÐÒ Ï ÓÔÙÅ Ë ÏÎÅÞÎÙÅ Ï ÂßÅËÔÙ P Ó Ô ÏÞÎÏ ÓÔØÀ ÄÏ

ÉÚ ÏÍÏÒÆ ÉÚÍÁ (Ô.Å. ÎÁ ÐÒ Ï ÓÔÙÅ Ë ÏÎÅÞÎÙÅ Ï ÂßÅËÔÙ P , ×ÚÑÔÙÅ ÐÏ ÏÄÎÏ-

ÍÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇ Ï ËÌÁÓ ÓÁ ÉÚ ÏÍÏÒÆÎÙÈ ÐÒ Ï ÓÔÙÈ Ë ÏÎÅÞÎÙÈ Ï ÂßÅËÔ Ï×). åÓ-

ÌÉ ÐÒ ÏÉÚ×Å ÄÅÎÉÅ ÓÈ ÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ s = � Ó ÎÅË Ï Ô ÏÒÙÍ ×ÅÝÅ ÓÔ×ÅÎÎÙÍ � , Ô Ï

ÐÒ ÏÉÚ×Å ÄÅÎÉÅ ÓÈ ÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇ Ï s Ó Re s > � É ÐÒ Å ÄÓÔÁ×ÌÑÅ Ô Ë ÏÍ-

ÐÌ ÅË ÓÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÐÒ Å ÄÅÌ £ÎÎÕÀ ÎÁ ÐÏÌÕÐÌ Ï ÓË Ï ÓÔÉ f s 2 C j Re s > � g.

÷ ËÁÔ ÅÇ ÏÒÉÉ ÁÂ ÅÌ Å×ÙÈ ÇÒÕÐÐ É × ËÁÔ ÅÇ ÏÒÉÉ Ë ÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂ ÅÌ Å×ÙÈ ÇÒÕÐÐ

Ë ÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒ Ï ÓÔÙÅ Ï ÂßÅËÔÙ ÓÕÔØ ÇÒÕÐÐÙ, ÉÚ ÏÍÏÒÆÎÙÅ Z =p Z Ó ÐÒ Ï-

ÓÔÙÍ p . ðÒÉ ÜÔ ÏÍ ] End( Z =p Z ) = p . óÏ Ï Ô×Å ÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÚ Å ÔÁ-ÆÕÎËÃÉÅÊ

ëÕÒ ÏËÁ×Ù ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÁÔ ÅÇ ÏÒÉÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅ ÔÓÑ ÄÚ Å ÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ òÉ-

ÍÁÎÁ.

3. ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ô ÅÐÅÒØ Ë ÆÕÎËÃÉÉ � ( � ; Ab

�nite

), ÏÐÒ Å ÄÅÌ £ÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÐÏ-

ÓÒ Å ÄÓÔ×ÏÍ ÒÑÄÁ äÉÒÉÈÌ Å (1). íÙ ÒÁÚÌ Ï ÖÉÍ Å £ × ÜÊÌ ÅÒ Ï×ÓË Ï Å ÐÒ ÏÉÚ×Å-

ÄÅÎÉÅ É ÎÁÊÄ£Í ÄÌÑ ÎÅ £ ÐÒ Å ÄÓÔÁ×Ì ÅÎÉÅ ÞÅÒ ÅÚ ÄÚ Å ÔÁ-ÆÕÎËÃÉÀ òÉÍÁÎÁ.

äÌÑ ÃÅÌ ÏÇ Ï ÐÏÌ Ï ÖÉÔ ÅÌØÎÏÇ Ï ÞÉÓÌÁ n ÐÕ ÓÔØ q

n

Å ÓÔØ ÞÉÓÌ Ï ÒÁÚ ÂÉÅÎÉÊ n

× ÓÕÍÍÕ Ë×Á ÄÒÁÔ Ï× ÃÅÌÙÈ ÐÏÌ Ï ÖÉÔ ÅÌØÎÙÈ ÞÉÓ ÅÌ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌ Ï×ÁÍÉ, q

n

Å ÓÔØ ÞÉÓÌ Ï ÐÒ Å ÄÓÔÁ×Ì ÅÎÉÊ

n =

1X

k =1

k

2

x

k

Ó x

k

> 0 ; x

k

2 Z :

îÉÖÅ, ÄÌÑ Ï Â Å ÓÐÅÞÅÎÉÑ ÎÅ Ï Â È ÏÄÉÍÙÈ ÓÈ ÏÄÉÍÏ ÓÔ ÅÊ ÒÑÄÏ× É ÐÒ ÏÉÚ×Å ÄÅ-

ÎÉÊ, ÎÁÍ ÄÏ ÓÔÁÔ ÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔ Ï Ó ÎÅË Ï Ô ÏÒÙÍ ×ÅÝÅ ÓÔ×ÅÎÎÙÍ h < 2

ÄÌÑ ×Ó Å È ÃÅÌÙÈ n > 1 ÉÍÅ Å Ô ÍÅ ÓÔ Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï q

n

6 h

n

. äÏËÁÚÁ-

Ô ÅÌØÓÔ×Ï ÜÔ ÏÇ Ï ÐÒ Ï ÓÔ ÏÇ Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÍÙ, ÒÁ ÄÉ ËÒÁÔË Ï ÓÔÉ, ÏÐÕ ÓËÁ-

ÅÍ. ÷ÍÅ ÓÔ Å Ó Ô ÅÍ, q

n

ÎÅ ÐÒ Å×Ï ÓÈ ÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ p ( n ) ×Ó Å È ÒÁÚ ÂÉÅÎÉÊ n ×

ÓÕÍÍÕ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌ Ï ÖÉÔ ÅÌØÎÙÈ ÞÉÓ ÅÌ, Á ÄÌÑ p ( n ) ÉÍÅ Å Ô ÍÅ ÓÔ Ï ÏÃÅÎËÁ

p ( n ) � an

� 1

exp ( b

p
n ) Ó ÎÅË Ï Ô ÏÒÙÍÉ ×ÅÝÅ ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÐÏÌ Ï ÖÉÔ ÅÌØÎÙ-

ÍÉ a É b (ÓÍ. [3, Ç Ì. 4, §4.2]).

ô Å ÏÒ ÅÍÁ. äÌÑ ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ � ( � ; Ab

�nite

) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅ-

ÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ (1) ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

� ( s; Ab

�nite

) =

Y

p

�
1 +

q

1

p

s

+

q

2

p

2 s

+

q

3

p

3 s

+ : : :

�
; (2)
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ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎ£ÎÎÏÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p É ÓÈÏÄÑÝÅÅÓÑ ÐÒÉ s 2 C ÐÏÄ

ÕÓÌÏ×ÉÅÍ Re s > 1 .

äÏËÁÚÁÔ ÅÌØÓÔ×Ï. ëÁÖÄÁ Ñ Ë ÏÎÅÞÎÁ Ñ ÁÂ ÅÌ Å×Á ÇÒÕÐÐÁ X ÐÒ Å ÄÓÔÁ×ÉÍÁ

Å ÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ ËÁË ÐÒÑÍÏ Å ÐÒ ÏÉÚ×Å ÄÅÎÉÅ ÐÏ ×Ó ÅÍ ÐÒ Ï ÓÔÙÍ ÞÉ-

ÓÌÁÍ p Ó×ÏÉÈ ÐÒÉÍÁÒÎÙÈ Ë ÏÍÐÏÎÅÎÔ X ( p ), ÐÒÉ ÜÔ ÏÍ

] End( X ) =

Y

p

] End( X ( p )) :

äÌÑ ÐÒ Ï ÓÔ ÏÇ Ï ÞÉÓÌÁ p ×ÙÂ ÅÒ ÅÍ ËÁË-ÌÉÂ Ï ÍÎÏ ÖÅ ÓÔ×Ï U

p

Ë ÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂ Å-

Ì Å×ÙÈ p -ÇÒÕÐÐ, Ó ÏÄÅÒÖÁÝÅ Å × Ô ÏÞÎÏ ÓÔÉ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÉÚ ËÁÖÄÏÇ Ï

ËÌÁÓ ÓÁ ÉÚ ÏÍÏÒÆÎÙÈ Ë ÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂ ÅÌ Å×ÙÈ p -ÇÒÕÐÐ, ÉÓËÌÀÞÁ Ñ ËÌÁÓ Ó, Ó Ï-

ÓÔ ÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏÒÑÄËÁ 1. óÕÍÍÁ × ÏÐÒ Å ÄÅÌ ÅÎÉÉ (1)

ÏËÁÚÙ×ÁÅ ÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ ÐÒ ÏÉÚ×Å ÄÅÎÉÀ

Y

p

�
1 + R

p

( s )

�
Ó R

p

( s ) =

X

Q 2 U

p

1

] End( Q )

s

(3)

óÏÇ ÌÁÓÎÏ ÉÚ×Å ÓÔÎÏÊ ËÌÁÓ ÓÉÆ ÉËÁÃÉÉ, U

p

ÍÏ ÖÎÏ Ó Ï ÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ ÇÒÕÐÐ

Q =

rY

i =1

Z =p

e

i Z ; (4)

cÏ ×Ó Å×ÏÚÍÏ ÖÎÙÍÉ ÃÅÌÙÍÉ e

1

> e

2

> : : : > e

r

> 1, r > 1 (ÚÄÅ ÓØ

ÚÎÁË ÐÒ ÏÉÚ×Å ÄÅÎÉÑ Ï Â ÏÚÎÁ ÞÁÅ Ô ÐÒÑÍÏ Å ÐÒ ÏÉÚ×Å ÄÅÎÉÅ ÇÒÕÐÐ). ÷ Ó Ï Ï Ô-

×Å ÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍ, ÍÙ ÍÏ ÖÅÍ ÔÒÁËÔ Ï×ÁÔØ ÓÕÍÍÕ ÐÏ Q × (3) ËÁË ÓÕÍÍÕ,

ÒÁÓÐÒ Ï ÓÔÒÁÎ£ÎÎÕÀ ÎÁ ÍÎÏ ÖÅ ÓÔ×Ï E ×Ó Å×ÏÚÍÏ ÖÎÙÈ Ë ÏÎÅÞÎÙÈ ÎÅ×ÏÚÒÁ-

ÓÔÁÀÝÉÈ ÐÏ ÓÌ Å ÄÏ×ÁÔ ÅÌØÎÏ ÓÔ ÅÊ ÃÅÌÙÈ ÐÏÌ Ï ÖÉÔ ÅÌØÎÙÈ ÞÉÓ ÅÌ. ðÏÒÑÄÏË

ÇÒÕÐÐÙ Q × (4) ÒÁ×ÅÎ p

m

c m = e

1

+ e

2

+ : : : . ðÕ ÓÔØ m = be
1

+ be
2

+ : : :

Ó be
1

> be
2

> : : : { ÒÁÚ ÂÉÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ m , Ó ÏÐÒÑÖ£ÎÎÏ Å Ë ÒÁÚ ÂÉÅÎÉÀ m =

e

1

+ e

2

+ : : : Ó e

1

> e

2

> : : : . äÌÑ ÞÉÓÌÁ ÜÎÄÏÍÏÒÆ ÉÚÍÏ× ÇÒÕÐÐÙ Q

ÉÍÅ Å ÔÓÑ ÐÒ Å ÄÓÔÁ×Ì ÅÎÉÅ

] End( Q ) = p

�

Ó � = be 2

1

+ be 2

2

+ : : : :

óÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÐÏÎÉÍÁÅ ÔÓÑ ÎÁÍÉ ÔÁË, ËÁË ÜÔ Ï ÐÒÉÎÑÔ Ï × Ë ÏÍÂÉÎÁÔ ÏÒÉË Å

× Ó×ÑÚÉ Ó ÒÁÚ ÂÉÅÎÉÑÍÉ (ÓÍ. [3, Ç Ì. 4, §4.1]). óÏÐÒÑÖÅÎÉÅ Ï Ô Ï ÂÒÁÖÁÅ Ô

ÂÉÅËÔÉ×ÎÏ E ÎÁ E. ðÏÜÔ ÏÍÕ, ÓÕÍÍÉÒ Ï×ÁÎÉÅ ÐÏ ×Ó ÅÍ ( e

1

; e

2

; : : : ) 2 E
ÍÏ ÖÎÏ ÉÎÔ ÅÒÐÒ Å ÔÉÒ Ï×ÁÔØ ËÁË ÓÕÍÍÉÒ Ï×ÁÎÉÅ ÐÏ ×Ó ÅÍ ( be

1

; be
2

; : : : ) 2 E É
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ÔÁËÉÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ

R

p

( s ) =

X

( be
1

; be
2

;::: )

1

p

( be 2

1

+ be 2

2

+ ::: ) s

=

1X

n =1

q

n

p

ns

;

ÞÔ Ï É ÔÒ Å Â Ï×ÁÌ Ï ÓØ. �

ô Å ÏÒ ÅÍÁ. äÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ � ( � ; Ab

�nite

) ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ

ÇÒÕÐÐ (1) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ

f s 2 C j Re s > 0 g (5)

É ÇÏÌÏÍÏÒÆÎÁ × ÜÔÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÓÀÄÕ, ÉÓËÌÀÞÁÑ ÔÏÞËÉ 1 =m

2

Ó

m = 1 ; 2 ; 3 ; : : : , ÇÄÅ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ. ÷ ÜÔÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏ-

ÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

� ( s; Ab

�nite

) =

1Y

m =1

� ( m

2

s ) (6)

Ó ÄÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÅÊ òÉÍÁÎÁ � × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÓÈÏÄÑÝÅÅÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ

ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ D

"

= f s 2 C j Re s > " g Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ

" > 0 . ÷ ÏÂÌÁÓÔÉ (5) ÆÕÎËÃÉÑ � ( � ; Ab

�nite

) ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÅÈ

É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÔÏÞËÁÈ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÉÚ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (6) .

äÏËÁÚÁÔ ÅÌØÓÔ×Ï. ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ÜÊÌ ÅÒ Ï×ÓË ÏÍÕ ÒÁÚÌ Ï ÖÅÎÉÀ (2). ëÏÜÆ-

Æ ÉÃÉÅÎÔÙ q

n

ÍÏ ÖÎÏ Ï ÈÁÒÁËÔ ÅÒÉÚ Ï×ÁÔØ ÐÒ ÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ

1 +

1X

n =1

q

n

z

n

=

1Y

m =1

�
1 +

1X

k =1

z

k m

2

�
=

1Y

m =1

�
1 � z

m

2

� � 1

: (7)

ðÏÄ Õ ÓÌ Ï×ÉÅÍ j z j < 1, ×Ó Å ÒÑÄÙ É ÐÒ ÏÉÚ×Å ÄÅÎÉÑ × (7) ÓÈ ÏÄÑÔÓÑ. ðÕ ÓÔØ

p { ÐÒ Ï ÓÔ Ï Å ÞÉÓÌ Ï. éÚ (7) Ó z = 1 =p

s

É Re s > 0 ÓÌ Å ÄÕÅ Ô

1 +

1X

n =1

q

n

p

ns

=

1Y

m =1

�
1 �

1

p

m

2

s

� � 1

: (8)

úÄÅ ÓØ × Ì Å×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÙ ÉÍÅ ÅÍ p -ÙÊ Ì ÏËÁÌØÎÙÊ ÍÎÏ ÖÉÔ ÅÌØ ÜÊÌ ÅÒ Ï×ÓË Ï-

Ç Ï ÐÒ ÏÉÚ×Å ÄÅÎÉÑ (2). ÷ ÐÒ Å ÄÐÏÌ Ï ÖÅÎÉÉ, ÞÔ Ï Re s > 1, ÍÏ ÖÎÏ ÐÅÒ ÅÍÎÏ-

ÖÉÔØ (8) ÐÏ ×Ó ÅÍ p É ÔÁËÉÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ (6). òÁÓ ÓÍÏ ÔÒÉÍ Ô ÅÐÅÒØ
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Â ÏÌ Å Å ÄÅ ÔÁÌØÎÏ ÐÒ ÏÉÚ×Å ÄÅÎÉÅ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (6). åÓÌÉ s 2 D
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üÔ ÏÊ ÏÃÅÎË ÏÊ Ï Â Å ÓÐÅÞÉ×ÁÅ ÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÁ Ñ ÎÁ D

"

ÓÈ ÏÄÉÍÏ ÓÔØ ÐÒ ÏÉÚ-

×Å ÄÅÎÉÑ (6). ÷ÍÅ ÓÔ Å Ó Ô ÅÍ ÐÒ ÏÉÚ×Å ÄÅÎÉÅ

Y

m

� ( m

2

( � ) ) ÐÏ ÃÅÌÙÍ m >

p
2 ="

ÏËÁÚÙ×ÁÅ ÔÓÑ ÐÒ ÏÉÚ×Å ÄÅÎÉÅÍ Ç ÏÌ ÏÍÏÒÆÎÙÈ × D

"

ÆÕÎËÃÉÊ, ÓÈ ÏÄÑÝÉÍÓÑ

ÎÏÒÍÁÌØÎÏ ÎÁ D

"

. ïÔÓÀÄÁ ÓÔÁÎÄÁÒ ÔÎÙÍ Ï ÂÒÁÚ ÏÍ ÓÌ Å ÄÕÀÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-

ÎÉÑ Ô Å ÏÒ ÅÍÙ (ÓÍ. [4, Ç Ì. V, §3]). �
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