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ON APPLICATION OF COMPUTER ALGEBRA METHODS TO STABILITY 
ANALYSIS OF LINEAR DYNAMIC SYSTEMS 

Grigor'yev F. N., Kist lerov V. L. 

A technique is discussed of analyzing the stability of linear dynamic systems with 
analytical computation. 

УДК 62-505.13 

О ВЛИЯНИИ КРИТЕРИЯ КАЧЕСТВА 
НА ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

ИЗМАЙЛОВ Р. Н., КРАСНОСЕЛЬСКИЙ М. А. 

(Москва) 

Обсуждается эффект роста чувствительности линейной системы при 
выборе управления, отвечающего некоторым критериям качества: при 
увеличении степени устойчивости, при уменьшении стоимости управ­
ления. 

1. Рассматриваемая задача 

Пусть изучается линейная управляемая система 

(1) dxldt^Ax+Вщ xezRn, u^Rm. 

Здесь А и В — вещественные матрицы соответствующих размерностей,, 
причем матрица В не считается известной. Известна лишь матрица В0г 

для которой 

(2) | |Я-Я. | |<е , 

где е-достаточно малое число; ]|• || — некоторая фиксированная норма в 
пространстве матриц соответствующих размерностей. Поэтому при по4-
строении управления 

(3) u=—Lx 

(здесь L — снова вещественная матрица) приходится исследовать динами-
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ку вспомогательной известной системы 

(4) dx/dt^Ax+BoU, 

использующей оценку В 0 матрицы В . Динамика системы (4) при управ­
лении (3) описывается уравнением 

(5) dx/dt=(A-B0L)x, 

я ее устойчивость определяется расположением на комплексной плоскости 
собственных значении Ki...., %п матрицы A — B Q L . Спектр . . . Д п } мат­
рицы A — B Q L совпадает при этом с набором . . . Д п } сопряженных 
чисел. 

Управляемость системы (4) позволяет (см. например, [1, 2]) выбрать 
матрицу L (не обязательно единственным образом) так, чтобы собствен­
ные значения матрицы A — B 0 L принимали любые заданные значения. 
В частности, правильным выбором управления (3) всегда можно обеспе­
чить асимптотическую устойчивость системы (4). Естествен вопрос о том, 
будет ли при этом устойчива система (1), (3)? 

В частности, управление (3) может выбираться из некоторых оптими­
зационных соображений. Здесь снова возникает тот же вопрос: при фик­
сированном достаточно малом 8 (в оценке (2)) оптимальное по некото­
рому критерию управление системой (4) обеспечивает ли хотя бы устой­
чивость системы (1)? 

Обсуждению одного из аспектов этих вопросов посвящена настоящая 
статья. 

2. Основные результаты 

Рассмотрим семейство систем (5), зависящее от вещественного пара­
метра \х>0. При этом считаем, что семейство спектров . . . Д п (р , )} 
матриц A— B0L(\x) систем (5) /^-возрастает, т. е. (п—к) собственных зна­
чений ограничены по модулю некоторой константой, а абсолютные вели­
чины остальных к элементов спектра неограниченно растут при р,-^°°. 

Пусть /7г—1. Тогда при всех \х матрица L выбирается однозначно по 
1,1 ( | х ) , . . . ,X n ( \ i ) (считаем далее, что В имеет полный ранг). 

Теорема 1. Пусть к^2 и спектр {Xi(\x)1... Дп(|ы)} семейства матриц 
A — B Q L системы (5) ^-возрастает. Тогда для любого &>0 существует р, 0> 
> 0 , обладающее следующим свойством. Каждому JLI>JH0 отвечает такая 
матрица В , что 50||<8 и матрица А — B L неустойчива. 

Доказательство теоремы 1 приведено в приложении. 
Оценка i > 2 в теореме 1 неулучшаема в следующем смысле. Можно 

указать (при к=1) такие функции Я± (jut),... Д п ([л) и такие \х0>0, е > 0 , 
что при всех ( 1 > | Ы о и всех матрицах 5 , таких, что \\В—/?0||<е, матрица 
А—BL устойчива. Соответствующий пример приведен в приложении. 

При ттг>2 ситуация сложнее: любой спектр {hi,..., А,п} реализуется не 
одной матрицей L, а семейством матриц. Однако если на элементы hix,... 
Л . . Д * Й (абсолютные величины которых неограниченно растут) спектра 
заложить дополнительное условие 

(6) \KlK\<Qr <?>0; г , * = 1 , . . . Д , 

то будет справедлива 
Теорема 2. Пусть к>т+1, спектр {Xi(|x),.. . Д п ( ц ) } семейства матриц 

А — B L систем (5) /^-возрастает и при этом выполнено условие (6). Тогда 
дая любого 8>0 существует |х 0 >0, обладающее следующим свойством. При 
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всех \х>\Хо и любых матрицах L, таких, что спектр матрицы A— B0L сов­
падает с {Xi(p,>, . . . Дп(М')}» существует такая матрица 5 , что \\В—-В0||<е 
и матрица А—BL неустойчива. 

Доказательство теоремы 2 приведено в приложении. 

3 . Примеры 

1. Рассмотрим систему (1) и будем выбирать матрицу L обратной свя­
зи так, чтобы переходный процесс в этой системе затухал асимптотически 
как можно быстрее. Для этого следует увеличивать степень устойчивости 
|ы матрицы системы (5), т. е. добиваться того, чтобы собственные значе­
ния матрицы Х 1 ? . . . , Кп удовлетворяли неравенствам 

Re^!^—|ы, . . . , Re'^n.^—Ш |ы>0. 
Отсюда следует, что при • |i-»-°o спектр (XI(JX), . . . Д П ( | Л , ) } матрицы 

A — B Q L является тг-возрастающим. Поэтому, если управление u(t) скаляр-
но (ттг=1), то применима теорема 1: увеличение степени устойчивости jut 
влечет возрастание ее чувствительности. 

Если же 2<т<п1 то, как следует из теоремы 2, повышение степени 
устойчивости |i системы (5) влечет возрастание ее чувствительности тог­
да, когда спектр системы (5) удовлетворяет условию (6). 

2. Рассмотрим систему 
dxldt=zAx+Bu, x^Rn, u^Rm, 

(7) 
у=Сх, y^R\ x(0)=x0 

и будем с помощью выбора управления (3) минимизировать функционал 

/ (L ) = \ [y{t)Ty{t)+u{i)TNu{t)}dt, 

где матрица N симметрична и положительно определена. Как известно 
[1, 2] , эта задача сводится к решению соответствующего уравнения 
Риккати. 

В ряде ситуаций представляет интерес «дешевое» управление, т. е. вы­
бор L при «малых» матрицах N. Поведению системы и ее спектра для это­
го случая посвящено много работ (см., например, [2] и приведенную там 
библиографию). 

Особенно хорошо исследован случай скалярного ( т = 1 ) управления, 
где iV—е, Запишем систему (7) в каноническом [1—2] виде: 

0 1 . . . 0 0 v , 0 ч 
, 0 0 . . . 0 $ \ • / ( \ \ 

(8) d x 

dt 0 0 . . . 0 1 
х+\ : и, х(0) = х0, 

— а п — ап_г . . . — а2 —aj 
(9) y=Dx 

и обозначим через ср(Я) многочлен степени д, удовлетворяющий ра­
венству 

\ DTD [1, -К ..., ( - 1 ) п - 1 Г - 1 ] = ф ( ^ ) ф ( - Х ) . 

Д " ~ 7 
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Тогда [2] спектр { ^ i ( e ) , . . . , A,n(e)} ведет себя (при е->0) следующим 
образом: q элементов множества {Xi, стремятся к корням много­
члена ф(Я), а остальные п—q стремятся к числам 

e - 1 / ( n - f t ) e x p | — ( л — * + l + 2 v ) 1, v = 0 , 1 , . . . , n - k - l . 
L 2(n—k) J 

Из теоремы 1 следует, что при q^n—2 уменьшение «стоимости» управ­
ления (когда |LX=l/e—>-00) влечет возрастание чувствительности системы. 
Именно для этого случая (при п=2) в [3, 4] были приведены примеры 
роста чувствительности. Отметим, что неравенство # < т г — 2 выполнено, 
если наблюдаемый сигнал y(t) зависит не более, чем от (п—2) производ­
ных переменной xt (если система (7) имеет канонический вид (8) —(9)). 

При т>2 также, для некоторых ситуаций, может происходить потеря 
устойчивости при «уменьшении» матрицы N. Именно, положим G(K) = 
=DTD(KE—A)"iBN''42 и будем умножать N на е 2, где е-*0. Пусть ранг 
GCk) над R[i] равен г и ранг DB равен г. Тогда [2] {п—г) собственных 
значений матрицы А—BL стремятся (при 8-^0) к (л—г) корням некото­
рого многочлена, а прочие г корней асимптотически стремятся к —в"Ч?«, 
где v» — это положительные собственные значения матрицы 
N^,2BTDTDBN~h. Если г>т+1, то выполнено условие (6) и применима 
теорема 2: чувствительность системы возрастает при 8-^0. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Доказательство теоремы 1. Поскольку все нормы в пространстве матриц эквива­
лентны, достаточно доказать теорему в одной из них. Приведем систему (5) к кано­
ническому виду (8) и нормой матрицы будем называть наибольшее из абсолютных 
значений ее элементов. 

Считаем, без нарушения общности, что ^-возрастание спектров {—Xi(\i).,...i 

—А'ПОА)} семейства матриц A — BL(\i) происходит следующим образом: 

(П.1) | Хп (м-) | > . . . > I I =|л>Д > I % n - h ...>\Xi(n)\, 
где Re Xi>0 при i— 1 , . . . , п. Положим 

Sir(Xji1...;Xjl)= Xu...Xir. 

{ii,...,ir) = Ui Ji> 

Если Z=rc, то вместо S n

r (Хи...,Хп) будем писать S n

r . Считаем, что S^iXj^... 
..., Xjt ) = 1 и Sim(Xjl7..., Xjt) = 0 при m < 0 и при m>l. Строка параметров обратной 
связи имеет вид 

причем £ п * > 0 при г = 1 , П о л о ж и м Я т = ( 0 , . . . ,0, -8, 0 , . . . , 0, 1 ) , где ( - е ) стоит 
на к-и месте справа. Тогда в силу (8) характеристический многочлен матрицы 
А - BL имеет вид 

(П.2) <p(X)=Xn+(Sni-sSn

h+eah)Xn-i+... 

Оценим коэффициент фП-1 при Х71'1. Из (П.1) следует оценка 

(П.З) \8п

1\<(п-к)й+к\Кп\. 
Из определения Sir (Хз„ . . . , Xjt) вытекает равенство 

Snk = / 1 Sk ( Я п , . . . , кп-k+t)Sn-k(Ki, -. • Д п - f e ) . 



Поскольку в силу (П.1) справедливы неравенства 

\Sn

r.k(Xu..., Л,»-*) | < 2 n " W ; г - 1 , . . . , п-к, 

| Sk

r (Хп,..., кп-k+i) I <2k W-r+i I; r=l , . . . ,&, 

то имеет место цепочка соотношении 
k 

' 0 1 . ... 0 0 

0 0 . . . 0 0 
а11 а12 . • • *1, п-1 а. 1п 

0 0 . 

... о 
1 

Иш1 %2 ' • * ат-, п-1 а 
тп 

0 0 . . . 0 ) 

0 0 . . 0 
1 0 . • 0 

0 0 . . . 0 
^ 0 0 . . . 1 

Sk (Xi, . . . , Xn-k+i)Sn-k(kl, . . . , Xn-h) I ̂  

^ I Я п . . . Яп-*+11-2пД I Xn... Яп-л+г I ~ . . . - E " ^ - ^ 1 ^ I Я»...Яп-л+1-|/2; 

последнее неравенство выполнено при p,^p,i>0, где p,i достаточно велико. Так как 
к>2, то Sn

k>\hn\\i- Следовательно, 

| 1 = 16r„1—e.S^+eafe | ̂  /с) i I +1 еа А |Л<0 

при р,^р,2>0, где р,2 достаточно велико. Положим р,о= max {u-i, р, 2}. Так как у много­
члена ф(Я) есть (при р,>р, 0) корень с положительной вещественной частью, то мат­
рица A-BL неустойчива. Теорема 1 доказана. 

Доказательство теоремы 2. Как и при доказательстве теоремы 1, будем доказы­
вать теорему 2 для канонического [1] вида матриц А и В0: 

А = 

При этом строки (#11, , ain),..., ( a w l , . . . , amn) матрицы А имеют номера izi, 
^1+^2,...., rii+ —+nm=n соответственно (щ — это индексы управляемости [2] ) , 
а прочие элементы матрицы А совпадают с соответствующими элементами матрицы 
системы (8). Матрица J9O=(&*J) имеет единичные элементы при (г, ))^{(пи 1), 
(nt+nz, 2 ) , . . . , (nt+ . . . +rcm, тп)}, а прочие элементы этой матрицы равны нулю. 
Матрица L== (/* j+a* j) выбирается так, чтобы спектр матрицы 

А — В0Ь = 

совпадал с множеством { - X i , . . . , -Хп}. Оценим коэффициент фл при Хп~к характери­
стического многочлена ф (X) матрицы А - BL. Он равен (с точностью до знака) 
сумме определителей диагонально-симметричных подматриц матрицы А - В0Ь, 
имеющих размерность к. Следовательно, ф ь - э т о многочлен степени тп от перемен­
ных / н , / 1 2 , / т п . Так как число диагонально-симметричных подматриц равно 
C n

m < 2 n , то ФА состоит не более чем из 2 П мономов. 
Считаем, что ^-возрастание спектра { - ^ i , . . , , -Хп} происходит по схеме (П.1). 

Тогда из доказательства теоремы 1 следует, что при справедлива оценка 
\<ph\>\xh/2, т. е. один из мономов, входящих в фд, превышает по абсолютной величи­
не число • | i * / 2 n + 1 . - В свою очередь, один из сомножителей этого монома (обозначим 
его через fa) превышает по абсолютной величине число jxfe 1 m / 2 n + 1 . Рассмотрим 

0 1 . . . 0 0 

0 0 . . . 0 0 
fll fl2 fin 

0 0 . . . 0 1 

Атг2 "" * An? n- i fmn 
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матрицу В, /-й элемент i-ii строки которой на 8 sign fa меньше соответствующего 
элемента матрицы Во, а остальные элементы этих матриц совпадают. Тогда коэффи­
циент ф п - i при к71'1 характеристического многочлена матрицы А ~ BL равен 
Sn1—гац sign. fij—s\fij\. Поэтому ф п - 1 < 0 при | х > | 1 ь > 0 , где \iL достаточно велико. 
Следовательно, матрица А - BL устойчива. Теорема 2 доказана. 

Неулучшаемость оценки к>2 в теореме 1 вытекает из следующего предложения. 
Теорема 3 . Пусть %i(\i) = 'ki (при & = 1 , . . . , га—1), Я п ( |х) =и. при всех р,>0 и пусть 

числа X i , . . . , kn-i попарно различны и не равны нулю. Тогда существуют такие 
8 > 0 , р,о>0, что при всех столбцах В, таких, что \\В - 5 0 | | < е , матрица А -В0Ь устой­
чива при всех р,>р, 0. 

Доказательство. Приведем систему (5) к каноническому виду (8) и будем рас­
сматривать матрицы В следуюгцего вида: Z? T =(e i , е 2 , . . . , e n - i , 1 + е п ) , где |е* |<е. 
Тогда матрица К=А - BL равна 

Коэффициенты di характеристического многочлена / матрицы A-Bob равны gi\i, 
где gr+S?~\ (Ki,..., Яп- i ) при р,->°°. Коэффициенты Di характеристического много­
члена F матрицы A-BL совпадают (с точностью до знака) с суммой определителей 
диагонально-симметричных подматриц матрицы К. 

Пусть подматрица S содержит часть п-й строки матрицы К. Разделим на ( 1 + е п ) 
все элементы этой строки и к каждой (где i<n) строке из S прибавим последнюю 
строку из S, умноженную на в*. Тогда определитель подматрицы S отличается от 
соответствующего определителя подматрицы из А-В0Ь не более чем на ejxiV, где 
N - число, зависящее от a i , . . . , я п . 

Пусть подматрица S не содержит элементов п-и строки матрицы К. Разделим 
на 8fe (где к — это номер последней строки матрицы К, которая пересекается с S) 
элементы последней строки из S, а затем вычитаем полученную строку, умноженную 
на 8г, из i-x строк матрицы К, пересекающихся с S. Полученный минор отличается 
от соответствующего минора в А-В0Ь не более чем на S[iM, где М-число, зависящее 
от 01,...} ап. 

Поэтому ZVp,=£i, где \Gi^-gi\<.Pz, £=1, . . . , 7 i , а Р — некоторое число, зависящее 
лишь от fli,..., ап. Покажем, что при малых 8 и больших ц можно выбрать такой век­
тор А = ( 6 i , . . . , бп) (где |бг| <1 /2 , г = 1 , . . . , и), что 

(П.4) F(y) = (y+Xi(l+6i))...(y+Xn(l+dn)). 

Так как векторы (DJii,..., Dn/ii) и (di/p,, . . . , dn/[i>) мало отличаются один от 
другого при малых е > 0 , то для доказательства равенства (П.4) достаточно показать, 
что при больших р,>р,о зависимость вектора 

W = — [ £ я * (Я 4 ( 1 + 6 0 , . . . Д п (1 + б п ) ) , . . . , - V (U (1 + 6 i ) , . . . 

. . . Д п ( 1 + б п ) ) ] ; 

от 6 i , . . . , б п является невырожденной. Для этого вычислим det(dWldA) в точке Д = 0 
при условии [1>Цо. Из определения величин Sf вытекают следующие равенства: 

lim [д-(V(*i(1 + 6 1 ) К ( 1 + 6 n ) ) ] = 
Ц,->00 

ft—2 

= ? . A - s 1К, К], г = 1 , . . . , п - 1 , 

lim[a(5„»(Xi(l+6j),... Д п(1+б„))/и .)/аб п]=^5*1 1

1 [Яп] 

S l ^ l — 8 1 ^ 

8 2 a i — 8 2 Й 

-(l + en) (^-aO-oi, 
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(квадратные скобки означают, что число Sir[Xj.,...] определяется множеством 
..., Хп} \ {^j, •••})• Следовательно, предел искомого определителя при р,-> °° раве] 
произведению 

и числа Xi... Xn-i. Поскольку числа X i , . . . , X n - i попарно различны и не равны 
нулю, то полученный определитель отличен от нуля и теорема 3 доказана. 
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The impact is discussed made by increasing sensitivity of a linear system on the 
choice of control which is to meet certain performance criteria with increasing stabili­
ty and with decreasing control costs. 
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