
коэффициентами. При этом несколько конкретизируются требования к форме 
а (и, v) (см. (13) , ( 1 4 ) ) . Во-вторых, на основании оценок из [6] в теореме о повы­
шении гладкости ослаблены требования к коэффициентам уравнения. Наконец, 
неоднородная краевая задача изучена для более общих уравнений. 

В работах [ 1 , 2 ] не изучался вопрос о зависимости гладкости решения от 
гладкости граничных условий. В данной работе введено пространство Wy*° и дока­
зан изоморфизм (20) . 

В заключение автор выражает глубокую благодарность проф. П.И. Лизорки-
ну за постановку задачи и постоянное внимание, проявляемое к работе. 

Математический институт им. B.A. Стеклова Поступило 
Академии наук СССР, Москва 1 XI 1982 
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УДК517.941 М А Т Е М А Т И К А 

А.Б. ВЕНКОВ 

ОБ АКЦЕССОРНЫХ КОЭФФИЦИЕНТАХ В УРАВНЕНИИ ШВАРЦА 

(Представлено академиком Л Д. Фаддеевым 14 X1982) 

Дифференциальное уравнение Шварца появляется при изучении конформного 
отображения верхней полуплоскости Я С С на многоугольник М, ограниченный 
дугами окружностей. Если z — отображающая функция, то 

(1) \z,J\ = QM(J), 
. ... .... ..... ..... ... . . ... . 3 
где \z9 J\ - производная Шварца, {z, / } = z'~lz" — — z " V ~ 2 , QM - рациональная 

функция, однозначно определяемая М и имеющая полюсы второго порядка в точ­
ках ак, которые соответствуют вершинам М. Коэффициенты при этих полюсах вы­
ражаются простыми формулами через величины внутренних углов М (см. [ 1 - 4 ] ) . 
Однако, насколько нам известно, до настоящего времени нет точных формул для 
п — 2 коэффициентов Хк (акцессорных коэффициентов) при полюсах первого по­
рядка в точках аку которые выражали бы эти коэффициенты в терминах М или 
группы монодромии Где соответствующего линейного уравнения Фукса. 

В настоящей заметке мы приводим некоторые формулы для искомых ак­
цессорных коэффициентов Хц в предположении, что группа Где является фуксовой 
группой первого рода и М имеет по крайней мере один нулевой внутренний угол. 
Вывод формул проводится в два этапа. Сначала мы выражаем Хк через коэффи­
циенты Фурье Ак соответствующего инварианта Клейна / д е ( г ) . Затем вычисляем 
все коэффициенты Ак (за исключением постоянного члена) в терминах взвешен-
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ных рядов Дирихле с общими суммами Клостермана. При этом используются ме­
тоды спектральной теории автоморфных функций (см. [ 5 ] ) , так как круговой 
метод Харди-Радемахера-Ленера (см. [6]) не дает здесь, вообще говоря, доста­
точной точности. 

Переходим к формулировкам строгих утверждений. Пусть М - односвяз-
ный круговой многоугольник с п + 1 вершинами Ьх, Ь2,..., b n + l и внутренними 
углами 7га 1 ? ш 2 , . . . , ш п + г соответственно, п > 2 фиксировано. Наложим на М-
две группы ограничений. Ограничения из первой группы являются принципиаль­
ными, из второй - приняты лишь для технического удобства. 

la) М является геодезическим многоугольником на плоскости Лоба­
чевского; 

б) каждое число оск имеет вид ак = тк

1, тк > 2, тк Е Z или тк = °°; 
в) по крайней мере одно из otk равно нулю. 
2а) Пусть плоскость Лобачевского, содержащая М, реализована как верхняя 

полуплоскость \z Е С,z = х + iy \ у = Imz > 0 \ ; 
б) =/оо; 
в) для достаточно большого а > 0 \z Е М\ у > а\ - [О, Щ X [а, °°). 
Пусть теперь z(J) — конформное отображение Я = { 1 т / > 0} на внутрен­

ность М. Положим bj = z(aj); / = 1, 2 , . . . , п + 1; dj Е R, ап+1 = °°. Из конформ­
ности z(J) следует уравнение (1) и формула (см. [2 ,4 ] ) 

(2) QM(J)= П (J-akyl 

к = 1 
En_2(J)+ 2 Nk(J-akyl 

k = l 

Nk = K(\-*l)Tl'(ak-ai), 
i=i 

где штрих означает, что произведение берется по всем / , кроме I = к; En_2(J) — 
многочлен, 

En_2(j)= 2" XkJk

t X w _ 2 = %. 
/t=o 

Задача состоит в отыскании п — 2 коэффициентов Хк этого многочлена. 
Л е м м а 1. Справедливо соотношение 

(3) \ztJ}=J'-2(z)\J,zl 

Лемма доказывается последовательным дифференцированием тождества 
z ( / ( z ) ) = z, г д е / ( z ) обратно к z ( / ) . / ( z ) = J M ( Z ) — абсолютный инвари-

• ант Клейна. 
Введем обозначения: п . 
J(z)= 2 Akexp(2irikz), П (J-ak)= 2 BkJk, Вп = \\ 

fr = -1 к = 1 к = 0 
фр(г)= 2 A t x

A t 2 - • • AtpASlAsAsAs sxs2s3s4, 

- K f j tp, Slf...,S4<oo 

*(/•) = X Bk 2 ^i^-'-A^Am Am mlm2(^m2-m\ 
k = 0 / 1 + . . . + / / t + m 1 + m 2 = r 1 2 * 1 2 \ 2 / 

где все индексы — целые числа. 
Т е о р е м а 1. Для коэффициентов Хр справедливы формулы 

ХР= 2 2фр1(г)Щг), { Ф р ( г ) И Ф р - 1 ( / - ) | = 5_4 - г , р . 

где - символ Кронекера. 
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Приведем кратко идею доказательства теоремы. Из формул (1 ) , (2 ) , (3) 
получаем уравнение для / : 

(4) П ( / ( z ) - * * ) ( | / ' ' 2 ( z ) - / > ) ^ О ( | / ( z ) | 3 ) . 
к = 1 \ 2 / /-»«> 

Подставляя в (4) разложение для J(z) в ряд Фурье, получаем 
оо П —2 „о 

2 ёхр(-27ггу) 2 ХрФр(г) = 2 ехр(-2тггу)*(г) + О (ехрбтгу), 
г=-п-2 р =0 г-~п-2 у-+оо 

откуда следует линейная система 

р=0 

Нетрудно доказать, что матрица №Р(г)\ треугольная, а ее определитель равен 
/п2+5п-6, А \ . Л exp h - \пАЛ > О, что и доказывает теорему. 

Таким образом, для определения Хк достаточно найти коэффициенты Фурье 
Ак, к = —1, 0 , . . . Воспользуемся связью между конформным отображением одно-
связной области Г2 на верхнюю полуплоскость и функцией Грина краевой задачи 
Дирихле для оператора Лапласа на 12 (см. [ 7 ] ) . Пусть См(2^*) — указанная функ­
ция Грина для многоугольника М 

Л е м м а 2. Справедлива формула 

GM(z, z') = - JL in j I J M ( z ) - JM(z') I • I JM{z) -/M(z ')m . 
Пусть TM — группа, порожденная отражениями относительно всех сторон М. 

Рассматривая ее как абстрактную группу, выберем в ней подгруппу Где, состоя­
щую из всех слов, имеющих четную длину. Где — фуксова группа первого рода 
(см. [ 5 ] , § 6.4). Обозначим через г (z9 z'\ s; Где) ядро резольвенты в точке 5 ( 1 — 5 ) 
автоморфного лапласиана, порожденного оператором Лапласа—Бельтрами плос­
кости Лобачевского (см. [ 5 ] ) . . 

Т е о р е м а 2. Справедлива формула GM(z,z9) = lim [r(z,z'\ s; Где) — 

— r(—z,z'; s; Где), где черта означает комплексное сопряжение. 4 

Данная теорема следует из теоремы 6.43 работы [ 5 ] , в которой устанавли­
вается связь между спектральной теорией автоморфных функций и краевыми за­
дачами Дирихле и Неймана для оператора Лапласа—Бельтрами. 

Для формулировки дальнейших утверждений введем ряд Зигеля—Сельберга 

(см. [8]) Fn(z,s) = 2 exp(2mnx(yz))y/y(yz)Is_¥l(2n\n\y(yz))i где п G Z , 
Т^Г А Где 

z = JC(Z) + iy(z), R e s > 1, Г т е — подгруппа Где, порожденная сдвигами z ->z + 1, 
/y(z) — функция Бесселя мнимого аргумента. Из теоремы 1 статьи [8] следует 

Л е м м а 3. 1) Пусть m, п G Z , m Ф 0, m Ф п. Тогда т-й коэффициент Фурье 
ряда Fn (z, s) равен 

(5) 2yfyKs^(2^\m\y) 2 c'yS(-m9 -n;c)M2s^1(C-1.4;rV^m), 
c>0 

^ ( / 2 5 - 1 ( 2 y j \ m n \ ) , если mn< 0, 

\^2s-i(av^)> е с л и mn>0. 
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Здесь приняты обозначения: Js(z) - функция Бесселя, Ks(z) - модифици­
рованная функция Бесселя, S (ш, п; с) - общая сумма Клостермана, 

S(m,n;c) = 2 е х р 2 я / с - 1 (ma + nd)\ 
0<d<c 

yz = (az + b) (cz + dy1, у берется в классе Тж\ Тм/ П». 
2) Для m - п в выражении (5) следует добавить еще слагаемое, равное 

>/У/,-и(21г|л|;>0. 
Перейдем к формулировкам заключительных утверждений работы, дающих 

искомые формулы для коэффициентов Ак. 
Т е о р е м а 3 . Справедлива формула lmJ(z)Az\ = тп lim (Fx(z, s) — 

S-+1+0 
— F_l(z,s)) 9где Imz - мнимая часть z. 

Для доказательства теоремы достаточно найти главный член асимптотичес­
кого разложения функции Грина GM(z, z') при больших значениях Imz двумя 
различными способами в соответствии с леммой 2 и теоремой 2. Во втором случае 
надо воспользоваться разложением Фурье для ядра резольвенты r(z9z\ s; Тм) 
(см. [ 9 ] ; [5] § 2 .1; [10] , следствие 3.5). 

Т е о р е м а 4. Справедливы следующие формулы для коэффициентов Фурье 
инварианта Клейна J(z): 2тт 1 / 47Г y/lc \ 7тт 

AkAz\=— 2 c^Si-bUcyA-—- ) - — 2 с Г 1 ^ - * , - 1 ; с ) X 

/ 4 т г х / ^ \ X / Л _ — ), А:>2 

А1А2\=2тгХ c-1S(-l,l;c)I1(—)-2'n 2 c _ 1 S ( — 1 , - l ; c ) / j (—") + 1. 
с > о V с / с > 0 \ с / 

Утверждение теоремы следует из утверждений теоремы 3 и леммы 3. 
Автор признателен А.М. Полякову, обратившему его внимание на этот круг 

вопросов, и Л А . Тахтаджяну за полезные замечания к теореме 4. 

Ленинградское отделение Поступило 
Математического института им. В.А. Стеклова 24 X 1982 
Академии наук СССР 
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