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И. Н. Домбровская, В. К. Иванов 

НЕКОРРЕКТНЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ И 
ИСКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ СЛУЧАИ УРАВНЕНИЙ ТИПА СВЕРТКИ 

В работе [1] рассмотрены исключительные случаи интегральных 
уравнений типа свёртки и уравнения первого рода. Мы покажем, 
что эти задачи некорректны в классическом смысле и укажем способ 
приближенного их решения. 

1. Пусть X и Y — гильбертовы пространства, А — линейный не­
прерывный оператор из X в F, причем АХ всюду плотно в Y, т. е. 
АХ = Y. Будем рассматривать уравнение 

• Л х = з/, (1) 

где y£Y—данный, а х£Х — искомый элементы. Обозначим через 
R(A) область значений оператора Л, N(A) — подпространство нулей 
оператора Л, TV* (Л) — подпространство всех линейных функционалов 

У*, ортогональных R(A). Далее, будем рассматривать фактор-
пространство X/N(A), в котором оператор А индуцирует оператор 
Аг. Элементы фактор-пространства будем обозначать \х]. Оператор 
Л называется нормально разрешимым, если для любого у £ Y урав­
нение (1) разрешимо в том и только в том случае, когда f(y) = О 
для всех / £ N* (Л). Последнее условие эквивалентно тому, что R (Л) 
замкнуто ([2], стр. 558). Таким образом, нормальная разрешимость 
оператора Л зависит только от топологии Y и не зависит от топо­
логии X. Следовательно, если оператор Л не является нормально 
разрешимым при сильных топологиях в X и У, его нельзя превра­
тить в нормально разрешимый, меняя только топологию в X. Задача 
(1) называется корректной по Г. Фикера, если оператор Л Г 1 ограни­
чен [3]. 

Т е о р е м а 1. Для того, чтобы задача (1) была корректна по 
Фикера, необходимо и достаточно, чтобы оператор А был нор­
мально разрешимым. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . Пусть Л нормально разрешим, тогда 
R(A) замкнуто; Л — непрерывный оператор, следовательно, он зам­
кнут. Но тогда Л Г 1 тоже замкнут ([2], стр. 555). Таким образом, 
ЛГ 1 — линейный замкнутый оператор, определенный на полном бана­
ховом пространстве R(A), следовательно, по теореме Банаха о зам­
кнутом графике, он ограничен (непрерывен) и задача корректна. 

Н е о б х о д и м о с т ь . Пусть Л Г 1 ограничен. По условию, Л — 
линейный непрерывный оператор, следовательно, он замкнут, тогда 
замкнут и ЛГ 1 . Итак, ЛГ 1 — ограниченный замкнутый оператор, опре­
деленный на R(A). Покажем, что R(A) замкнуто. Пусть у ~ пре­
дельная точка множества R (Л). Тогда существует последователь-
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ность \уп\, такая, что yn€R(A).(n = 1, 2 , . . . ) и уп—*у. Так как, по 
предположению, оператор ЛГ непрерывен, то [хп] = АТ1 уп и 
ЛГ 1 у„ —>[х]. Из замкнутости ЛГ 1 следует, что ЛГ 1 J/ = [х] к y£R(Л), 
то есть R(A) замкнуто и оператор Л нормально разрешим. 

Из этой теоремы и того факта, что нормальная разрешимость 
оператора зависит только от топологии в Y следует, что, если 
задача (1) некорректна при сильной топологии в X и Г, то она 
будет некорректна и в том случае, если в X ввести слабую топо­
логию. И наоборот: если задача корректна при сильной топологии 
в X и F, то она, очевидно, останется корректной и при ослаблении 
топологии в X, так как при ослаблении топологии в X непрерыв­
ность оператора ЛГ 1 сохраняется. 

2. В случае некорректности задачи (1) естественно искать на 
некотором компактном множестве М не точное решение задачи, 
а ее квазирешение [4], для которого сохраняются классические усло­
вия корректности. Квазирешением уравнения (1) на заданном ком­
пактном множестве М пространства X при заданном у0£ Y называют 
такую точку х0£М, для которой \\Ах — у0\\ достигает минимума на 
М [4]. В работе [5] доказано, что, если Ж —любое непустое выпук­
лое слабо компактное в себе множество гильбертова пространства 
X, и Л — линейный непрерывный оператор из X в Т , такой, что Л - 1 

существует, но неограничен, то квазирешение уравнения (1) на мно­
жестве М удовлетворяет всем условиям корректности в классиче­
ском смысле. 

Квазирешение обеспечивает минимальное уклонение левой части 
уравнения (1) от правой. В тех случаях, когда истинное решение на 
М существует, квазирешение с ним совпадает, поэтому его можно 
рассматривать в качестве обобщенного истинного решения. Если у0 

задано приближенно с точностью 6 и для квазирешения х0 уклоне­
ние р(Лх 0 , у0) < 6, то х0 можно принять за приближенное решение 
уравнения (1), если же окажется, что р (Лх 0 , у0) > 8, то это будет 
означать, что в пределах заданной точности приближенного решения 
уравнения (1) на М не существует. 

3. В [5] был найден общий вид квазирешения в предположении, 
что X = Y — сепарабельное гильбертово пространство, ЛЛ*-= Л*Л и 
Ж — ш а р \\х\\ < R. Ниже мы укажем эффективный способ определе­
ния квазирешения в более общем случае. 

Пусть X и Y —- сепарабельные гильбертовы пространства, М — 
замкнутое ограниченное выпуклое множество (следовательно, М 
слабо компактно в себе), и Л — линейный непрерывный оператор из 
X в Y, обладающий неограниченным обратным. Согласно теореме 1 
|5], квазирешение уравнения (1) на множестве М существует и един­
ственно и непрерывно зависит от у. Остановимся на способе при­
ближенного определения квазирешения, аналогичном способу, пред­
ложенному в работе [6]. 

Пусть Х1аХ2а...аХп... — цепочка конечномерных подпро-
оо 

странств пространства X, такая, что Х= Хп и М{\ XnczMczM[\Xn. 

Этр будет, например, если М— шар. Обозначим Yn = АХп. Очевидно, 
Шп\ конечномерны. По условию, АХ всюду плотно в Г, т. е. АХ = Y. 
• • •" : ; | ; , ; ; ; , ' j • ОО 

Иетрудцо, показать, что в этом случае F = J ] F"„. Действительно, 
K 'J'L"( . ; ' i • у ' , )•.'• . ' / 1 = 1 • 
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пусть х 0 — предельная точка множества 2 Хп, т. е. х0^^Хп и 

Л=1 
Л х ^ Л И ^ , но тогда существует последовательность х я —> х 0 , х я £ Х я 

(/г = 1, 2, . . .) ; Л — непрерывный оператор, следовательно, Ахп —> Лх 0 , 
т. е. Лх 0 —предельная точка последовательности {Лх я }, Л х я £ У я , а это 

СЮ 00 

значит, что Ax0czJ] АХп\ х0— произвольная точка множества У] Хт 

следовательно, АХ = А 2 A^czJ ] ЛХ Я , т. е. F c z ^ У/г. Включение 
.. л = 1 . / г = 1 _ _ 

оо оо 

2 Г,? с : F очевидно, и мы имеем F = ^ ^ л » >' ' 
Л=1 л = 1 

И 

оо 
Положим Мп = М{]Хп> Nn = N(]Ylv где Л ^ = Л Ж Тогда £ Л Г Я = М 

' Л=1 
оо 

Nn = N. Каждое 7WRT - - выпуклое конечномерное компактное мно-

жество, таковы же и Nn. Из компактности Ап следует существова­
ние zn £ Nn, такого, что р(у, Nn) = р(У, zn), а из выпуклости Nn 

следует, что такое zn единственно; A"1 zn = хп есть квазирешение 
уравнения (1) на множестве Мп. Покажем, что х я —*х 0 (слабо) (х я , 
х0 — квазирешения уравнения (1) соответственно на Мп, М). Обозна­
чим р (у, А) = р (у, z0) = d, р (у, Nn) = р (у, zn) = dn. Докажем, что 
dn—+d. Действительно, \dn\ — убывающая числовая последователь­
ность, ограниченная снизу dn > d, следовательно, она сходится. 
Пусть dn d0> d. Тогда d0 = d. Предположим противное: d0 > d, 

оо 
т. е. d0 = d + % 7] > 0. Так^как У] Nfl = N, то существует элемент 

п=1 

zn£yV/p причем | | г я — z|| < т]. Но отсюда — znЦ < \\у — z\\ + \\z — 

— zn\\< d+ г\, следовательно, dn = P(J/, A/J < d + Из неравенства 
d n > d0 = d + rh вытекает противоречие, доказывающее, что 
rf0= d. Так как N — выпуклое замкнутое множество, и dn= \\у — zn\\—>d, 
то последовательность \zn\ сходится к некоторому элементу z£N, 
причем \\у — z\\ = d ([7], стр. 439; [5]). А так как в множестве N 
существует единственная ближайшая к точке у точка z0, то z0 = z. 

Итак, zn —* z0. Но оператор Л - 1 слабо непрерывен на 7V [8], сле­
довательно Л - 1 Л - 1 z0 (слабо), т. е. х я—>х 0 (слабо). 

4. Применим теперь изложенную выше теорию к решению исклю­
чительных случаев уравнений типа свёртки второго рода, а также 
уравнений первого рода. Рассмотрим уравнение 

оо О 
hf, (А - ) + J£, (л- - t) 9 (t) dt + j k,, (x — /) <p (t) dt =f(x). (2) 

0 —oo 

Как обычно, предполагается, что kx (х), k2 (х) £ L (— ОО, СО), 
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Исключительными случаями уравнений типа свёртки названы 
уравнения вида (2), для которых коэффициент соответствующей 
краевой задачи Римана может иметь на вещественной оси нули или 
полюсы [1]. Ф. Д. Гаховым и В. И. Смагиной показано [1], что в ис­
ключительном случае уравнений типа свёртки не выполняется вторая 
теорема Нётера, т. е. для разрешимости уравнения (2) недостаточно 
ортогональности / всем решениям соответствующего однородного 
сопряженного уравнения. А это означает, что оператор уравнения (2) 
не является нормально разрешимым. Но тогда, согласно теореме 1; 
задача (2) в исключительном случае некорректна. 

Для приближенного решения уравнения (2) воспользуемся тем,, 
• х 

что система функций Лагерра-ty k(x) = — е {е хх ) полна в про­
странствах Z,(0, ОО), £ 2 ( 0 , СО), и, соответственно, система функций 
<Iv(—х) полна в пространствах L (— ОО, 0), L2 (— СО, 0). Как обычно,, 
функции, тождественно равные нулю при положительных (отрица­
тельных) х, будем обозначать при помощи индексов — ( + ). 

Представим <р (х) и f(x) в виде рядов Фурье по функциям tyk (х): 
оо —О 

Хер (х) = X l T + (х) + Х2<р_ (х) = V \ a $ k (х) + 2 
£ = 0 k=~oo 

со 

k——co 
оо 

где (х) = bk{— х). Аналогично: f(x) = £ b$k(x). Далее, обоз­
ик—оо 

начим 
оо 

J M * — dt= gf (х) (к = 0, 1,...), 
о 

f k2 (х - t) <|>ft (t) dt = gf{x) (A = . . . , - 1 ,0), 
— oo 

так как свёртка двух функций из L принадлежит то gf £ L (i = 
= 1, 2); и, пользуясь полнотой системы функций фА(х) в /,, можно 

оо оо 

записать g™(x)= S c t t «!»,(*), gf = S djt(x). 
/ = — oo / = — o o 

Выберем в качестве пространства X вещественное пространство 
/ 2 со слабой топологией, а в качестве Y — вещественное простран­
ство / 2 с сильной топологией. Искомым является элемент х = {a^Zoo > 
данным — элемент у = {Ь^™^ . Квазирешение уравнения (2) будем 

оо 

искать на слабо компактном множестве М: \\х\\2 = ^ а | < R2* 
k= — oo 

Предположим, что М является множеством единственности решений 
уравнения (2). Если это не так, то перейдем к фактор-пространству 
X/N(A), в котором, вследствие линейности, требование единствен­
ности выполняется автоматически. 
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Для построения приближенного квазирешения, согласно пункту 3, 
выбираем в качестве конечномерных замкнутых подмножеств Мп 

множества М следующие множества: 

х п - \а„}л-я, хпемп: | | х п | | 2 = £ а% <R\ (3) 
k=-n 

Очевидно, квазирешение на компактном множестве Мл существует и 
единственно [4]. Найдем его. Уравнение (2) на Мп перепишется так: 

п —О 

* 0 * + 2 « у % + Hajdkj = bk {k== —п,..., — 0, 0 , . . . , п). (4) 

Отыскание квазирешения на множестве Мп сводится к отысканию 
минимума функционала 

\\Ax-yf= t(teb+t*jc*,+ l^j^j-b,)2 (5) 
k=—n j=Q j=—n 

при условии (3). 
Система (4) представляет собой систему уравнений с 2п + 2 

неизвестными. Решаем её и находим элемент х°п = \а\ \п_п . Если усло­
вие (3) выполнено, то найденный л°п является квазирешением урав­
нения (4) на Мп (совпадает с точным решением). Если же (3) не 
выполнено для х°п, то ищем минимум функции (5) при условии 

п 

2 а\ = R2 с помощью множителей Лагранжа, что приводит нас 
к=—п 
к системе уравнений 
( п - О 

j la>k + 2 ckj + 2 aAj — bk + }iak = 0 (k = — д , . . . , - 0, 0 , . . . , ti), 
) J=0 '=-/1 

Решив эту систему, определим х°п = \&\ который и является 
квазирешением уравнения (4) на множестве Мп. Приближенным ква­
зирешением уравнения (2) является функция 

? Я ( Х ) = £ al%(x), (6) 
k=—tl 

Как нами было показано в пункте 3, ?п —* <р (слабо), где <р — квази­
решение уравнения (2) на компактном множестве М. Выражение (6) 
и можно принять за приближенное квазирешение. Среднюю квад­
ратичную ошибку можно найти a posteriori оценивая выражение 
\\Мп{х)-т\\ 

З а м е ч а н и е 1. У нас найдено приближенное решение уравне­
ния (2) в предположении, что пространство / 2 вещественно. Оче­
видно, в случае комплексного пространства / 2 все рассуждения 
сохраняются, только число вещественных параметров задачи на 
отыскание минимума увеличивается в два раза. 

З а м е ч а н и е 2. Предложенный способ приближенного решения 
уравнения (2) эффективен, так как задача сводится к решению 
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конечной линейной системы алгебраических уравнений; и может 
быть решена при помощи машинной техники. Это же самое можно 
сказать и в целом о решении уравнения (1) способом пункта 3. 

г. Свердловск ; Поступило 
22 IV 1963 
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В. Р. В И Н О К У' Р О Во ОДИН МЕТОД АППРОКСИМАЦИИ НЕОГРАНИЧЕННЫХ 
" РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА 

(аннотация статьи, принятой к печати) 

Устойчивая система 
X 

/ : . -• , , ;уЛх)==)4(х) syyx(s))yA (syds . (1) 
а 

заменяется системой 
/ га—1 

У2 (хт) = f(xm) + S К (хт, хр, ур (хрУ)у2 (Хр) (хр+1 — х р ) . (2) 
/ 7 = 0 

Если при a^s:^'x<ii-Go известно, что решения систем (1), (2) \\yi (х) || ^ ср 'х) 
и при а <; s ^ х < ^ ' . / ^ . ' ; О Ь ! и \\у (х)\\ ^ ср (х) f -х)€ Lip AI , / ( (х, s, у)€ Lip а по x и s. и 

К (x, s, j/)€ Lip 1 no >', где Z, входящие в условие Липшица, являются известными 
функциями х и s, то при некоторых весьма общих ограничениях на эти функции 
дается такой способ выбора последовательности \ хт (h)\ (хт —* оо при т—* о о ) , что 
\\Уг (х) — У2(хт) | | '—^0 при h—^0 равномерно по т = 0, 1, 2 , . . . и хт^ х^.хт+г. 
При этом, если все указанные функции (в том числе СР (х)) имеют экспоненциальный 
порядок роста, то в качестве указанной последовательности можно взять х

 1 = 
> h J'.'"; ' •: . I J . V - ; , , , , .. ; 

= хт -f .-———.„ (Работа поступила в журнал „Математика" 3. V. 1963). 


