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Р Е Ш Е Н И Й ОДНОГО Н Е Л И Н Е Й Н О Г О Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О У Р А В Н Е Н И Я 

JB. в . тлели 
(Москва) 

Исследование ряда вопросов математической и теоретической физики приводит 
к следующей задаче. 

З а д а ч а . Найти в области г ^ О решение уравнения 

d2R 2 dR 
1- = R — Rn (1) 

dr2 r dr 
при условиях: 

1) Д ( 0 ) ¥=0, 
2) R(r) ограниченно, 

3) интеграл ^ R2r2dr существует, 

о 
4) п > 1 (для п ^ 1 решений с первыми тремя условиями не существует). 
Решения уравнения (1) с условиями 1) — 4 ) будем называть частицеподобными. 
Уравнение (1) рассматривалось в [1]—[5]. В [1] было установлено существование 

положительных частицеподобных решений для 1 < п ^ 4. Другим методом это бы­
ло показано в [2] для 1 < п ^ 3; здесь также было вычислено решение для п = 
= 72. Для п = 3 уравнение исследовалось в [3]—[5]; в частности, в [3] были вычис­
лены первые пять решений. 

Пусть частицеподобные решения уравнения (1) существуют. Тогда, для них 
справедливо следующее асимптотическое поведение в нуле: 

'il 
R(r)=R0 + — (R0-Ron)r2 + . . . , (2) 

о 
и на бесконечности: 

R(r)=C — , (3) 
г 

где С — постоянная. 
Нетрудно показать, что dR / dr для частицеподобных решений всюду ограничено. 
Л е м м а . Для существования частицеподобных решений уравнения (1) необхо-

оимо, чтобы i ? n J _ 1 ( r ) ^ 0 для любых г, п. 
Для доказательства заметим, что п может быть либо числом иррациональным, 

либо несократимой дробью вида (2га + 1)1 2/, (2т + 1) / (21 + 1) , 2 r a / ( 2 Z + l ) (га, 
/ — целые числа) . В первых трех случаях утверждение леммы очевидно. Положим, 
что в четвертом случае, при п = 2га/ ( 2 / + 1) , у частицеподобного решения сущест­
вует область, в которой R < 0 и, соответственно, Rn + l < 0. Тогда в этой области 
вместе с ее границами найдутся по крайней мере две различные точки, в которых 
произведение r2RRf равно нулю. Умножим (1) на r2R и проинтегрируем по г между 
этими точками. Тогда, интегрируя левую часть по частям и перенося неисчезающий 
член в правую часть, приходим к противоречию: 

Г2 То Г2 

^ R/2r2dr + ^ R2r2dr + ^ (— R n + i ) r2dR = 0, (4) 

так как сумма положительных членов не может равняться нулю. Лемма доказана. 
Т е о р е м а 1. Для существования частицеподобных решений уравнения (1) не­

обходимо, чтобы п <С 5. 
Умножим (1) сначала на г 2 Л, затем на 2rzR' и, интегрируя по г (где нужно — по 

частям) от нуля до бесконечности, получим 

r2RR' ^R'*r4r = ^ R2r2dr— ^Rn+ir2dr, 

13* 5% 



r2R' / 2 \ ~ ? 6 7 
i Rf

 r

2dr = г3 ( R2 Rn+i — 3 \ Д2г2<2г 4- \ Rn+lr2dr. 

Складывая эти соотношения и используя ( 2 ) , ( 3 ) , находим 

гт ОО 

5 — п г I 
2 \ fl2rsdr = 

7 2 + 1 j ' i?«+¥dr, (5) 

В силу леммы Л W + 1 ^ 0, поэтому необходимо, чтобы тг < 5. 
Т е о р е м а 2- Для существования частицеподобных решений уравнения (1) не­

обходимо, чтобы | Д ( 0 ) | > | Я (г) | . 
Умножив (1) на 2Д' и проинтегрировав по г от нуля до бесконечности и от нуля 

до г с использованием ( 2 ) , ( 3 ) , получим, соответственно, 

О < 4 J Д ' ^ г = — — Л 0

П + 1 - До 2 , —1—t

Ro 1 - 1 > 0; 2 V + 1 - * o 2 , — ~ — ^ n - 4 

тг + 1 п + 1 

0 < Д ' + 4 \ — Д ' ^ г : = Д 0 - Д о 2 - ( Д ^ + 1 ( г ) - Д 2 ( г ) Ь 
т г + 1 I тг + 1 / 

( 2 n - i / 1 — v n + I V \ 

^ { д о 2 - д 2 ( , ) } ( _ ^ д , (-̂ j-i}; 

(б) 

y = R(r)IR0¥> 1в силу ( 6 ) . 
Согласно лемме y n + 1 ^ 0, поэтому 

1 — v n + 1 1 — v n - 1 

1 — у 2 1 — у 2 

и таким образом вторая скобка в (6) для любых г больше нуля. Отсюда получаем 
Я 0

2 > Д 2 ( г ) . 
Теперь, используя теорему 2, легко находим из (5) нижнюю границу для Д 0 : 

5 — п с 5 — тг n _i , 
~ Д 2 г 2 ^г , 

Г о — тг ^ 5 — тг п _ 4 

2 \ Д 2 г 2 ^ г = \ Rn + ir2dr < Д 0 \ 
J тг + 1 J т г + 1 J 

о 

2(п + 1) 1/П-1 

В заключение выражаю благодарность М. М. Лисовскому за ценные обсуждения. 
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