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© á. ðå�òõîéî, á. ñûéîóëéüÔÏ ÞÁÓÔØ ÌÅË�ÉÊ, �ÒÏÞÉÔÁÎÎÙÈ ÎÁ MASS-�ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÏÓÅÎØÀ 2011 Ç.(www.math.psu.edu/mass/). éÎÔÅÒÎÅÔ ×ÅÒÓÉÑ ÜÔÉÈ ÌÅË�ÉÊ [23℄ ÔÁËÖÅÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÉÄÅÏÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ, �ÏÄÓËÁÚËÉ Ë Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍ É ÍÉÎÉÍÁ-ÌÉÓÔÓËÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ.ìÅË�ÉÉ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ Ä×Õ-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ. íÏÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ�ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓËÌÅÅÎÏ ÉÚ ÂÕÍÁÖÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ËÁË,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. �ÏÇÄÁ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÅÓÔØ Ó�ÏÓÏÂ ÒÁÚÇÌÁÄÉÔØ ÜÔÕ ÍÏÄÅÌØÎÁ ÓÔÏÌÅ.þÔÏÂÙ Õ�ÒÏÓÔÉÔØ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ÔÏÌØËÏ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊÓÌÕÞÁÊ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Â�ÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÔÁÒ-ÛÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ × ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈÚÁÍÅÞÁÎÉÑÈ, ÔÁÍ ÖÅ ÄÁÎÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÓÓÙÌËÉ.÷×ÅÄÅÎÉÅðÅÒ×ÙÈ ÔÒÅÈ ÇÌÁ× ËÎÉÖËÉ ,,ëÕÒÓ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ\ [8℄ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÄÌÑ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÌÅË�ÉÊ.ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. îÉÖÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎ Ó�ÉÓÏË ÎÅ ×�ÏÌÎÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÓÏÇÌÁÛÅ-ÎÉÊ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ × ÌÅË�ÉÑÈ.

⋄ òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x É y × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å XÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ
|x− y|; ÉÌÉ |x− y|X :

⋄ L(�) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ËÒÉ×ÏÊ �.
⋄ íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ-ÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË x; y ∈ X É ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÉ×ÁÑ � ÏÔ xÄÏ y ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ L(�) < |x− y|X + ":
⋄ ðÕÓÔØ f : X → Y ÅÓÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ-ÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ, ÔÏÇÄÁëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ, ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. 218
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◦ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ

|f(x)− f(y)|Y = |x− y|XÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË x; y ∈ X;
◦ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÒÏÔËÉÍ, ÅÓÌÉ

|f(x)− f(y)|Y 6 |x− y|XÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË x; y ∈ X;
◦ f ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÙ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ � × X ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï L(�) = L(f ◦ �):

⋄ íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÅÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÎ ÓÉÍ�ÌÅËÓÕ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.
§1. �ÅÏÒÅÍÁ úÁÌÇÁÌÌÅÒÁðÕÓÔØ P ÅÓÔØ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : P → R

nÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ P ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ ÔÁ-ËÕÀ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÅÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓÁ � ÓÕÖÅÎÉÅ f |� ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ.1.1. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÙ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÒÏÔËÏÅ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ �ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ, �Ï�ÒÏÂÕÊÔÅ, ÔÅÍÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÄÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï.1.2. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ m-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × R
n. äÏ-ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n > m.ïÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ë ÜÔÏÍÕ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÀ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ×ÅÒÎÏ.äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÅÍ ËÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÀ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ × Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ �ÒÉ m = 2.1.3. �ÅÏÒÅÍÁ úÁÌÇÁÌÌÅÒÁ. ìÀÂÏÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × �ÌÏÓËÏÓÔØ.ðÏ�ÒÏÂÕÊÔÅ ÓËÌÅÉÔØ ÂÕÍÁÖÎÕÀ ÍÏÄÅÌØ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÓËÁÖÅÍ, �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ËÕÂÁ, É ÒÁÚÇÌÁÄÉÔØ ÅÅ ÎÁ ÓÔÏÌÅ. ðÏ ÓÕÔÉÜÔÏ É ÅÓÔØ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. þÔÏÂÙ�ÒÉÂÌÉÚÉÔØÓÑ Ë ÎÁÓÔÏÑÝÅÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÎÕÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÉÂÕÍÁÇÉ Ó�ÏÓÏÂÎÙ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÓË×ÏÚØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. �ÅÏÒÅÍÁ úÁÌÇÁÌÌÅÒÁ ÇÏ-×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ,,ÒÁÚÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÅ\ ×ÓÅÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ.



220 á. ðå�òõîéî, á. ñûéîóëéóÌÅÄÕÀÝÅÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ÔÁËÏÍ ÒÁÚÇÌÁÖÉ×ÁÎÉÉ ÍÏ-ÖÅÔ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØÓÑ ÓÇÉÂÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÄÁÎÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ, ÓÍ. ÔÁË-ÖÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.8 É 5.3.1.4. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ � ÅÓÔØ ÔÅÔÒÁÜÄÒ × R
3 É �ÕÓÔØ �� ÏÂÏÚÎÁÞÁ-ÅÔ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ�Õ Ó ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ; ÜÔÏ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØ-ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓËÌÅÅÎÎÏÅ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÇÒÁÎÅÊ �.ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �� ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ × �ÌÏÓËÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÏÅÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÇÒÁÎÅÊ �.ï�ÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÏ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf : �� → R

2;ËÏÔÏÒÏÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ ÎÁ Ä×ÕÈ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÇÒÁÎÅÊ �. (äÒÕÇÉÅ Ä×Å ÇÒÁÎÉÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ �ÏÄÒÁÚÂÉÔÙ ÎÁ ÍÅÎØÛÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ.)íÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ Ä×Á �ÏÈÏÖÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ úÁÌÇÁÌÌÅÒÁ: ×ÔÏ-ÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÌÎÏÅ, �ÅÒ×ÏÅ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ. ÷ �ÅÒ×ÏÍ ÍÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.
➊ ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÔÒÉ-ÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ.1.5. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÔÒÉ-ÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ➊ ÄÁÎÏ × [24℄, ÓÍ. ÔÁËÖÅ [9℄. úÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ➊ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÒÁÚÕ ÉÚ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ 1.5. ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ➊,ËÒÏÍÅ �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ, ÎÁÄÏ ÓÌÅÄÉÔØÚÁ ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÉ �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÏÄÈÏÄÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ➊. óÏÇÌÁÓÎÏ ➊ PÍÏÖÎÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ T0. ðÏËÒÁÓÉÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ T0 ÂÅÌÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ
{w1; : : : ; wk}.äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ wi ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ Vi, Ô.Å. �ÏÄ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Vi = { x ∈ P | |x−wi| 6 |x− wj| ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j } :ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S(wi) Ú×ÅÚÄÕ ×ÅÒÛÉÎÙ wi, Ô.Å. ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÓÉÍ-�ÌÅËÓÏ× × T0, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ wi.ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÅÎÔÒ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏË-ÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÏÂÌÁÓÔØ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÔÏÞÅË ÎÁ ÅÇÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏVi ⊂ S(wi)



ëõóïþîï éúïíå�òéþåóëéå ï�ïâòáöåîéñ 221ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Vi ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-ÎÁÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ [wi; x℄, ÜÔÏ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉËÏ× ÉÌÉ ÎÁ ÒÅÂÒÅ T0.
ïÂÌÁÓÔÉ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ T0 ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞ-ËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ, | ÜÔÏ �ÅÎÔÒ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, É × ÓÅÒÅÄÉÎÅ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ä×ÅÏÂÌÁÓÔÉ. òÁÚÄÅÌÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ × T0 �Ï�ÁÌÁÍ É ÒÁÚÏÂØÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ 6 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ËÁË �ÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ (ÔÏÌØËÏ Ó�ÌÏÛÎÙÅÌÉÎÉÉ).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ T1. ðÏËÒÁÓÉÍ ×ÓÅÎÏ×ÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ × T1 ÞÅÒÎÙÍ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ1) ËÁÖÄÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Vi ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× É ÒÅÂÅÒ × T1Ó ÏÄÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ × wi;2) Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ × T1 ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ÂÅÌÁÑ É Ä×Å ÞÅÒÎÙÈ;3) �ÁÒÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× × T1 Ó Ä×ÕÍÑ ÏÂÝÉÍÉ ÞÅÒÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÒÁ×-ÎÙ.äÌÑ ÔÏÞËÉ x ∈ P ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ%(x) = mini {|wi − x|}:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ Vi, ÔÏ %(x) = |wi−x|. äÁÌÅÅ, ÅÓÌÉ x ∈ Vi, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ #i(x) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ [wi; x℄ É ÒÅÂÒÏÍ × T1,×ÙÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ wi.óÏÇÌÁÓÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Õ 3, ÅÓÌÉ x ∈ Vi∩Vj , ÔÏ #i(x) = #j(x). éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,ÆÕÎË�ÉÑ #, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ËÁË#(x) = #i(x) ÄÌÑ x ∈ Vi;Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÉ P\{w1; : : : ; wn}.�Å�ÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù Ï�ÉÓÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : P → R

2, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÏÌÑÒ-ÎÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÏÌÏÖÉÍ f(wi) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i Éf(x) = (%(x); #(x))



222 á. ðå�òõîéî, á. ñûéîóëéÄÌÑ x ∈ P\{w1; : : : ; wn}.ðÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÄÏÌØ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ �ÒÉ ÂÅÌÏÊ ×ÅÒ-ÛÉÎÅ (�ÕÎËÔÉÒÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ) ÄÁÅÔ ÓÕ�ÅÒÎÏ×ÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ T2.ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ f ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ T2. ��Å�ÅÒØ ÍÙ ÉÚÍÅÎÉÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÎÅ Ï�É-ÒÁÌÏÓØ ÎÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ➊. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ Vi ⊂ S(wi) ÂÙÌÏ ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÙÍ ÍÙ �ÏÌØÚÏ×Á-ÌÉÓØ. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ. ðÒÉÍÅÒ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ, �ÏÄËÌÅÉ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ë ÄÌÉÎ-ÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ÔÕ�ÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÁË ÂÕÄÅÔ×ÉÄÎÏ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÉÖÅ, Õ×ÅÌÉÞÉ× ÞÉÓÌÏ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ, ÍÏÖÎÏÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ Vi ⊂ S(wi) ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÂÅÚ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÓÔÉ.
�ÒÅÕÇÏÌØÎÉË � × T0 Ó ÂÅÌÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑÍÉ Ó ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ.ðÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ T0 �Ï-ÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P . íÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÎÏ×ÙÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ T1 É T2,�ÏÄÒÁÚÂÉ×ÁÑ T0, É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : P → R

2, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ × T2. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ T1 ÂÕÄÕÔÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × ÂÅÌÙÊ É ÞÅÒÎÙÊ �×ÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË × T1ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ Ä×Å ÞÅÒÎÙÈ É ÏÄÎÕ ÂÅÌÕÀ ×ÅÒÛÉÎÙ.óÎÁÞÁÌÁ Ï�ÉÛÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÌÙÈ ×ÅÒÛÉÎ.÷ÙÂÅÒÅÍ " > 0. ðÏËÒÁÓÉÍ ÂÅÌÙÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ × T0, Á ÔÁËÖÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× × T0 ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ËÒÁÔÎÏÍ ", ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏËÏÎ�Á. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ �ÏËÒÁÓÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈÞÅÒÅÚ w1; : : : ; wk.ðÕÓÔØ Vi ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÷ÏÒÏÎÏÇÏ wi, Ô.Å.Vi = { x ∈ P | |x−wi| 6 |x− wj| ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ j } :



ëõóïþîï éúïíå�òéþåóëéå ï�ïâòáöåîéñ 223ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S(wi) Ú×ÅÚÄÕ wi × T0, Ô.Å. ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ×× T0, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ wi. óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÀ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍÁÌÏÇÏ " > 0 ×ËÌÀÞÅÎÉÅ Vi ⊂ S(wi) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ×ÓÅÈ i.1.6. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ` ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÒÅÂÒÁ × T0 É �ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ T0. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ " < `·�100 .ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏ Vi ⊂ S(wi) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË � × T0. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ wi ∈ �, ÔÏ �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Vi ∩� ÅÓÔØ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÁÒÙ ÂÅÌÙÈ ÔÏÞÅË wi; wj ∈ � ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|x− wi| 6 |x− wj |Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË x ∈ � Ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÓÒÅÄÉÎÎÏÇÏ �ÅÒ�ÅÎ-ÄÉËÕÌÑÒÁ Ë wi É wj. ðÏËÒÁÓÉÍ ÞÅÒÎÙÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×Vi ∩�, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÅÝÅ ÎÅ �ÏËÒÁÛÅÎÙ ÂÅÌÙÍ.÷ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ T0 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÅÂÒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÏÊ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ �ÏËÒÁÓÉÍ ÞÅÒÎÙÍ ÅÇÏ ÓÅÒÅÄÉÎÕ.îÁÛÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ �ÅÌØ Ï�ÉÓÁÔØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ T1. þÅÒÎÙÅ É ÂÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ,Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, ÓÔÁÎÕÔ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × T1. âÅÌÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ wi ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑÒÅÂÒÏÍ Ó ËÁÖÄÏÊ ÞÅÒÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ Vi. ðÁÒÁ ÞÅÒÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ b É b′ ÓÏÅÄÉ-ÎÅÎÙ ÒÅÂÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × Vi ∩� ÄÌÑ ÎÅËÏ-ÔÏÒÏÇÏ � É wi ∈ �. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ wi, b É b′ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË× T1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÞÅÒÎÏ-ÞÅÒÎÏÅ ÒÅÂÒÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÏÒÏÎÏÊ Ä×ÕÈÒÁ×ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× × T1 Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÂÅÌÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.ïÓÔÁÔÏË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. ðÕÓÔØ%(x) = mini {|wi − x|P }:ï�ÒÅÄÅÌÉÍ #(x) ÄÌÑ x ∈ Vi ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÊ[wi; x℄ É ÌÀÂÙÍ ÒÅÂÒÏÍ × T1, ×ÙÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ wi. äÁÌÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ f : P → R

2 ÔÁË, ÞÔÏ f(wi) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i É f(x) = (%(x); #(x)) ×�ÏÌÑÒÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ.ðÏÄÒÁÚÂÉ×ÁÑ ËÁÖÄÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË × T1 ÎÁ Ä×Á ×ÄÏÌØ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÉÚÂÅÌÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÓÕ�ÅÒÎÏ×ÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ T2. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ T2. �óÌÅÄÕÀÝÅÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ úÁÌÇÁÌÌÅÒÁ.1.7. ðÒÏÄ×ÉÎÕÔÏÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. ìÀÂÏÅ Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ �ÏÄÌÅÖÁÝÅÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÉÍ-�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ × Rn Ó ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ.÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÒÁÚ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÏÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ.



224 á. ðå�òõîéî, á. ñûéîóëé1.8. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ T ÅÓÔØ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-ÎÉËÁ Q É ËÁÖÄÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË × T �ÏËÒÁÛÅÎ × ÞÅÒÎÙÊ ÉÌÉ ÂÅÌÙÊ. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.a) óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Q → R
2 ÄÌÑÜÔÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÂÅ-ÌÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ É ÏÂÒÁÝÁÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÞÅÒÎÏÍ.b) óÕÍÍÁ ÞÅÒÎÙÈ ÕÇÌÏ× ×ÏËÒÕÇ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × T , ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅÖÉÔ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ Q, ÒÁ×ÎÁ 0, � ÉÌÉ 2·�.

§2. �ÅÏÒÅÍÁ âÒÜÍÁ Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉìÀÂÏÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË Å×ËÌÉÄÏ×Á�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ÔÏ ÖÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ×ÓÅ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÏ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.2.1. �ÅÏÒÅÍÁ âÒÜÍÁ Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ. ðÕÓÔØ a1; : : : ; an É b1; : : : ; bn |Ä×Å ËÏÌÌÅË�ÉÉ ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
|ai − aj | > |bi − bj|ÄÌÑ ×ÓÅÈ i É j, É A ÅÓÔØ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÓÅ ÔÏÞ-ËÉ a1; : : : ; an. �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf : A→ R

2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(ai) = bi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i.äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ F = {a1; : : : ; an} ÅÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ×Ù-�ÕËÌÏÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÅ A, ÔÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : F → R
2�ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÄÏ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : A→ R

2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n.âÁÚÁ n = 1: ÍÙ ÍÏÖÅÍ ×ÚÑÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf(x) = x+ (b1 − a1);ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ A.ðÒÉÍÅÎÉÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕË�ÉÉ Ë �ÏÓÌÅÄÎÉÍ n − 1 �ÁÒÁÍ ÔÏÞÅË.íÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h : A → R
2 ÔÁËÏÅ,ÞÔÏ h(ai) = bi ÄÌÑ ×ÓÅÈ i > 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ ÄÁÌÅÅ�ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÕÖÎÏÇÏ ÎÁÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : A→ R

2.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
 = { x ∈ A | |a1 − x| < |b1 − h(x)| } :íÏÖÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ a1 ∈ 
, ÉÎÁÞÅ h(a1) = b1, É, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÍÏÇÌÉÂÙ ×ÚÑÔØ f = h.äÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
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➊ íÎÏÖÅÓÔ×Ï 
 Ú×ÅÚÄÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ a1. �Ï ÅÓÔØ ÅÓÌÉ x ∈ 
, ÔÏÏÔÒÅÚÏË [a1; x℄ ÌÅÖÉÔ × 
.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ y ∈ [a1; x℄, ÔÏÇÄÁ

|a1 − y|+ |y − x| = |a1 − x|:ðÏÓËÏÌØËÕ x ∈ 
, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ
|a1 − x| < |b1 − h(x)|:ðÏÓËÏÌØËÕ h ËÏÒÏÔËÏÅ (ÓÍ. Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1), �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ
|h(x)− h(y)| 6 |x− y|:ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

|a1 − y| = |a1 − x| − |x− y| < |b1 − h(x)| − |h(x)− h(y)| 6 |b1 − h(y)|:�Ï ÅÓÔØ y ∈ 
, ÏÔÓÀÄÁ ➊. AEiTia1
�A

Z ÓÌÅ�ÁÑÚÏÎÁîÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ �A
 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÒÁÎÉ�Õ 
 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A. ïÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÁÑ ÇÒÁÎÉ�Á �A
 ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ �R2
. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

➋ |a1 − x| = |b1 − h(x)|ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ �A
. þÔÏÂÙ ÜÔÏ Õ×ÉÄÅÔØ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË × 
, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë x, É ÄÒÕÇÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÔÏÞÅË × A\
, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë x, É ÄÁÌÅÅ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ-ÓÔØÀ h (ÓÍ. Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ 1.1).äÁÌÅÅ ÚÁÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.
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➌ ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ÇÒÁÎÉ�Á �A
 ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÏÔÒÅÚËÏ×E1; : : : ; Ek, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÏÂÝÉÈ ËÏÎ�ÁÈ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,h ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ A ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ h ÉÚÏÍÅÔÒÉÞ-ÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ. ðÕÓÔØ x ∈ �A
. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË � ∋ x× ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ � ∩ 
 6= ∅. ðÏÓËÏÌØËÕ h ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ ÎÁ �,ÓÕÖÅÎÉÅ h|� ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ � : R

2 → R
2.÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ b′1 = �−1(b1). �ÁË ËÁË � | ÉÚÏÍÅÔÒÉÑ É �|� = h|�,ÉÍÅÅÍ

|b′1 − x| = |b1 − h(x)|ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ �.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ a1 6= b′1. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÉ
|a1 − x| = |b′1 − x| = |b1 − h(x)|ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ �, �ÏÓÌÅÄÎÅÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ � ∩ 
 = ∅.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ `� ÓÒÅÄÉÎÎÙÊ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒ Ë ÏÔÒÅÚËÕ [a1; b′1℄. ðÕÓÔØx ∈ �. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ x ∈ 
 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x É a1 ÌÅÖÁÔ Ó ÏÄ-ÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ `�. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �A
 ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÏ× �∩`�ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ �. ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ËÏÎÅÞÎÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍ ➌.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ Ei × �A
 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ti Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ a1É ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ Ei. õÓÌÏ×ÉÅ ➋ ×ÌÅÞÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÉÚÏÍÅÔÒÉÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ�i ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ �i(a1) = b1 É �i(x) = h(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Ei.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ f(x) = h(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x =∈ 
 É f(x) = �i(x) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ iÉ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ Ti. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ f ÎÁ A\
 É ÎÁ ×ÓÅÈÏÔÒÅÚËÁÈ Ó ÏÄÎÉÍ ËÏÎ�ÏÍ × a1, Á ÄÒÕÇÉÍ ÎÁ �A
.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �A
 = �R2
, ÔÏ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ f ÎÁ ×ÓÅÍ A. åÓÌÉZ = �R2
\�A
 ÎÅ �ÕÓÔÏ, ÔÏ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÍÅÖÄÕ a1 É ÔÏÞ-ËÁÍÉ ÎÁ Z, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ,,ÓÌÅ�ÕÀ ÚÏÎÕ\ | ÜÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ f .úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÓÌÅ�ÏÊ ÚÏÎÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÏÂßÅÄÉ-ÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÓËÁÖÅÍ, Q1; : : : ; Qm,ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ a1. ëÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-ÎÉË Qi ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÌÏÍÁÎÏÊ, ÌÅÖÁÝÅÊ × ÚÁÍÙËÁÎÉÉ Z, É Ä×ÕÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÉÚa1 Ë ËÏÎ�ÁÍ ÌÏÍÁÎÏÊ.ðÏËÁ ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁ Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ �ÒÉ a1Õ ËÁÖÄÏÇÏ Qi. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ f ËÏÒÏÔËÏÅ, É ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈÓÔÏÒÏÎ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ. éÚ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ ÎÉÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ fÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ×ÅÓØ Qi, ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÅÇÏ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ. �



ëõóïþîï éúïíå�òéþåóëéå ï�ïâòáöåîéñ 2272.2. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ Q = [a1x1 : : : xk℄ ÅÓÔØ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-ÎÉË É b1, y1, yk | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ
|b1 − y1| = |a1 − x1|; |b1 − yk| = |a1 − xk|; |y1 − yk| 6 |x1 − xk|:�ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : Q → R

2ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(x1) = y1, f(xk) = yk É f(a1) = b1.íÙ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÍ ÌÅË�ÉÀ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑÍÉ.2.3. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ a1; : : : ; an É b1; : : : ; bn ÅÓÔØ Ä×Å ËÏÌÌÅË�ÉÉ ÔÏ-ÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ
|ai − aj | > |bi − bj|ÄÌÑ ×ÓÅÈ i É j. ðÕÓÔØ A É B | ÉÈ ×Ù�ÕËÌÙÅ ÏÂÏÌÏÞËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏP(A) > P(B);ÇÄÅ P(A) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÒÉÍÅÔÒ A.÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑS(A) > S(B);ÇÄÅ S(A) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÌÏÝÁÄØ A.óÌÅÄÕÀÝÅÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ ÅÓÔØ Ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙ áÌÅËÓÁÎÄÅ-ÒÁ [3℄. ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ÏÞÅÎØ �ÒÏÓÔÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ, ÎÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÇÒÁÅÔ ÚÁÍÅÔÎÕÀÒÏÌØ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ | ÓÔÁÔØÑ âÅÚÄÅËÁ ÉëÏÎÅÌÌÉ [6℄.2.4. ðÒÏÄ×ÉÎÕÔÏÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ a1; : : : ; an É b1; : : : ; bn ÅÓÔØ Ä×ÁÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ R

2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ R
4 ËÁË R

2 × R
2, äÁ×ÁÊÔÅÄÕÍÁÔØ �ÒÏ R

2 ËÁË �ÒÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ R
2×{0} × R

4 = R
2×R

2.ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁÂÏÒ ËÒÉ×ÙÈ �i : [0; 1℄ → R
4 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ �i(0) = ai =(ai; 0), �i(1) = bi = (bi; 0) ÄÌÑ ×ÓÅÈ i É ÆÕÎË�ÉÑ `i;j(t) = |�i(t) − �j(t)|ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ (Ô.Å. ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ, ÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÉÌÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ) ÄÌÑ ×ÓÅÊ iÉ j.2.5. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. éÓ�ÏÌØÚÕÊÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ âÒÜÍÁ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏ-ÒÅÍÕ ëÉÒÛÂÒÁÕÎÁ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÕÀ ÎÉÖÅ, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ-×Ï Q ËÏÎÅÞÎÏ.2.6. �ÅÏÒÅÍÁ ëÉÒÛÂÒÁÕÎÁ. ðÕÓÔØ Q ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ-×Ï �ÌÏÓËÏÓÔÉ É f : Q→ R

2 ÅÓÔØ ËÏÒÏÔËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. �ÏÇÄÁ f ÄÏ�ÕÓ-ËÁÅÔ ËÏÒÏÔËÏÅ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÎÁ ×ÓÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ.éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÒÏÔËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : R
2 → R

2 ÔÁ-ËÏÅ, ÞÔÏ ÓÕÖÅÎÉÅ F ÎÁ Q ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó f .
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§3. �ÅÏÒÅÍÁ áËÏ�ÑÎÁ ÏÂ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉðÕÓÔØ P ÅÓÔØ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h : P → R

nÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ P ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ ÓÕÖÅÎÉÅ h ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÅÅ ÓÉÍ�ÌÅËÓ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉ-ÅÍ; Ô.Å. ÅÓÌÉ v0; : : : ; vk ×ÅÒÛÉÎÙ �, ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ � ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï h(x) = �0 ·h(v0) + · · ·+ �k ·h(vk);ÇÄÅ (�0; : : : ; �k) | ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ x.3.1. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ Ñ×-ÌÑÅÔÓÑ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ.îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÏÇÄÁ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏÁ��ÒÏËÓÉÍÉÒÏ×ÁÔØ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÓÅ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏ-ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÒÏÔËÉÅ, ÔÁËÁÑ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÑ ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ-×Ï×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ËÏÒÏÔËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔ×ÅÒÖ-ÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ.3.2. �ÅÏÒÅÍÁ áËÏ�ÑÎÁ. ðÕÓÔØ P | Ä×ÕÍÅÒÎÏÅ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅh : P → R
2 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÀ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : P → R

2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
|f(x)− h(x)| < "ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ P .úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ úÁÌÇÁÌÌÅÒÁ (1.3) ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÔÅÏÒÅÍÙáËÏ�ÑÎÁ. þÔÏÂÙ ÜÔÏ Õ×ÉÄÅÔØ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h : P → R

2, ËÏÔÏ-ÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ×ÓÅ P × ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ h ËÕÓÏÞÎÏÌÉÎÅÊÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë h ÔÅÏÒÅÍÕ áËÏ�ÑÎÁ, �ÏÌÕÞÅÎ-ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÄÁÅÔ �ÒÉÍÅÒ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ,ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ × ÔÅÏÒÅÍÅ úÁÌÇÁÌÌÅÒÁ.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ áËÏ�ÑÎÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÅÎÅÅ Ñ×ÎÏ,ÞÅÍ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ úÁÌÇÁÌÌÅÒÁ, ÏÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ âÒÜÍÁÉ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ úÁÌÇÁÌÌÅÒÁ.3.3. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. ó×ÅÄÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ áËÏ�ÑÎÁ × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ P ÅÓÔØ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, Ë ÔÅÏÒÅÍÅ âÒÜÍÁ (2.1).÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÍÙ ÔÒÉÎÁÇÕÌÉÒÕÅÍ P É �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ âÒÜÍÁ ËËÁÖÄÏÍÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÌÉÓØ ÎÁ ÉÈ ÏÂÝÉÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ.



ëõóïþîï éúïíå�òéþåóëéå ï�ïâòáöåîéñ 229h(z0)h(z1)h(x) : : :h(zn)
wn(x)äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ �ÒÉÍÅÎÑÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÔÕ�ÅÎ-ÞÁÔÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ. ïÎÏ ÄÁÅÔ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔ-ÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÌÉÚËÏ Ë ÄÁÎ-ÎÏÍÕ ËÏÒÏÔËÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ �ÒÑ-ÍÏÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉ-ÒÏ×ÁÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ e ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷Ù-ÂÏÒ e ÓÁÍ �Ï ÓÅÂÅ ÎÅ ×ÁÖÅÎ, ÎÏ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ×ÅËÔÏÒ ÄÏÌÖÅÎ ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ × ËÁÖÄÏÍÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÉÖÅ.óÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ E ÅÓÔØ ÏÔ-ÒÅÚÏË �ÒÑÍÏÊ É h : E → R

2 ÅÓÔØ ËÏÒÏÔËÏÅ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ` = L(E) É `′ = L(h(E)). ðÏÓËÏÌØËÕ h ËÏÒÏÔËÏÅ,�ÏÌÕÞÁÅÍ `′ 6 `.÷ÙÂÅÒÅÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ n É ÒÁÚÄÅÌÉÍ E ÎÁ n ÒÁ×ÎÙÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×,ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ z0; : : : ; zn ÉÈ ËÏÎ�Ù.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ h(E) ÅÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË �ÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ÔÏÞËÁ. ÷ �ÅÒ×ÏÍÓÌÕÞÁÅ ×ÙÂÅÒÅÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ u, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ë h(E); ×Ï ×ÔÏÒÏÍ�ÏÌÏÖÉÍ u = e.äÌÑ x ∈ E �ÏÌÏÖÉÍsn(x) = mini {|zi − x|}; wn(x) = k·sn(x)·u+ h(x);ÇÄÅ k = √1− (`′=`)2. åÓÌÉ �ÏÄÒÁÚÂÉÔØ E ×ÓÅÍÉ zi É ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ËÁÖÄÏÇÏÏÔÒÅÚËÁ [zi−1; zi℄, ÔÏÇÄÁ wn ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, wn ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁË ËÁË k 6 1É sn(x) 6 `2·n , ÉÍÅÅÍ
|wn(x)− h(x)| 6 `2·nÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ E.ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ wn É ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ n-ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ, �ÒÉ-ÍÅÎÅÎÎÏÇÏ Ë h.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ T �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T 1ÅÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÓÔÏ×. óÎÁÂÄÉÍ T 1 ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ T 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÍ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÛÁÇÏÍ × ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å.3.4. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ T | ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ Ä×ÕÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØ-ÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á P , T 1 | ÅÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÓÔÏ× É �ÕÓÔØ h : T 1 → R

2ÅÓÔØ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
|h(x)− h(y)|R2 6 |x− y|P



230 á. ðå�òõîéî, á. ñûéîóëéÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ T 1. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ w : T 1 → R2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ
|w(x)− w(y)|R2 6 |x− y|PÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ T 1 É |w(x)− h(x)| < " ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ T 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ �ÒÏ×ÅÄÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ h.

➊ äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Æ > 0 ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|h(x) − h(y)|R2 6 (1− Æ)·|x− y|P×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ×ÓÅÈ x; y ∈ T 1 Éh(v) = h(x)ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v × T 1 É ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ T 1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ |v−x|P 6 Æ.ðÕÓÔØ S ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅ T 1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ h ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍÒÅÂÒÅ S. ðÏÄÒÁÚÂÉ×ÁÑ ÅÝÅ S, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ

S, ÉÓÈÏÄÑÝÅÅ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ × T 1, ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ Æ. (äÌÑ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ �ÏÄÒÁÚ-ÂÉÅÎÉÑ ÎÁÄÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ Æ × ➊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ.)ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ` ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÒÅÂÅÒ × T 1. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ× S �ÒÉÍÅÎÉÍ n-ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÅ �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÅ ÎÅ ÓÄ×ÉÇÁÅÔ ËÏÎ�Ù ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ wn : T 1 → R
2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

➋ |wn(x)− h(x)| 6 `2·nÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ T 1.íÙ ÄÏÌÖÎÙ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉËÏ, ÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|wn(x)− wn(y)|R2 6 |x− y|P×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ∈ T 1. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ

➌ |wn(x)− wn(y)| 6 |x− y|P , ÅÓÌÉ x É y ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÒÅÂÒÅ × T 1.ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, �ÏÓËÏÌØËÕ |x− y|P = |x− y|E , ÅÓÌÉ x É yÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÒÅÂÒÅ E × T 1, É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ wn ËÏÒÏÔËÏÅ ÎÁ E.éÚ ➊ É ➋ ÍÙ ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ
|wn(x)− wn(y)|R2 6 |wn(x)− h(x)|R2 + |h(x)− h(y)|R2 + |h(y) − wn(y)|R2

6 |x− y|P + ( ǹ − Æ ·|x− y|P )ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x É y × T 1.



ëõóïþîï éúïíå�òéþåóëéå ï�ïâòáöåîéñ 231ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |wn(x)−wn(y)|R2 > |x−y|P ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x; y ∈ T 1.éÚ ×ÙÛÅÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÍ |x− y|P < `n·Æ , Á ÚÎÁÞÉÔ,
➍ |x− y|P < CnÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ C, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÅÊ ÏÔ x É y. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ➌É ➍ ×ÌÅÞÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.
➎ ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ1 n, ÅÓÌÉ |wn(x) − wn(y)| > |x − y|P , ÔÏÇÄÁÏÂÅ ÔÏÞËÉ x É y ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÒÅÂÒÁÈ Ó ÏÂÝÅÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ, ÓËÁÖÅÍ, v× T 1, É

|x− v|P ; |y − v|P 6 Æ:ðÕÓÔØ x, y É v ËÁË × ➎. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÕ x′ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÒÅÂÒÅ, ÞÔÏ É y,ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ |v − x′|P = |v − x|P . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ wn(x′) = wn(x). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ×ÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË �Ï ÕÓÌÏ×ÉÀ ➊ É �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ S ÏÂÅ ÔÏÞËÉ xÉ x′ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ ÄÌÉÎÙ Æ ÉÚ v É h ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÏÂÁ ÜÔÉÈ ÒÅÂÒÁ × ÏÄÎÕÔÏÞËÕ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÏÌÕÞÁÅÍ
|wn(x)−wn(y)|R2 = |wn(x′)− wn(y)|R2 6 |x′ − y|P= ∣

∣|x− v|P − |y − v|P ∣

∣ 6 |x− y|P :�Ï ÅÓÔØ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ n ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
|wn(x)− wn(y)|R2 6 |x− y|P×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ �ÁÒ ÔÏÞÅË x; y ∈ T 1. íÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ `2·n < ". ÷×ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ w = wn ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ n. ÷ ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÉÚ ➋ �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

|w(x) − h(x)| < "ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ T 1. �ÁË ÍÙ ÚÁËÏÎÞÉÌÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 3.4× �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÉ ➊.ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ h : T 1 → R
2, ËÁË × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ 3.4,ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÀ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÍÉ ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÏ ➊, É �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ×ÙÛÅ ÄÌÑ ÜÔÏÊ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ.1÷ÅÌÉÞÉÎÁ n ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ x É y. þÔÏÂÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ ÔÏ, ÞÔÏ x É y ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÓÍÅÖ-ÎÙÈ ÒÅÂÒÁÈ, ÎÁÄÏ, ÞÔÏÂÙ ×ÅÌÉÞÉÎÁ C=n ÂÙÌÁ ÍÅÎØÛÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÒÅÂÒÁÈ. þÔÏÂÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÔØ ÔÏ, ÞÔÏ x É y ÌÅÖÁÔ ÎÁÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅÍ, ÞÅÍ Æ ÏÔ v, ÎÁÄÏ ×ÙÂÒÁÔØ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉÏÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÕÇÌÁ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ. ÷ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑn ÍÙ �ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑ T ËÏÎÅÞÎÁ.



232 á. ðå�òõîéî, á. ñûéîóëéäÌÑ ÍÁÌÏÇÏ Æ > 0 (ÓËÁÖÅÍ, ÍÅÎØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÅÂÒÁ) ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ qÆ : T 1 → T 1; ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ Æ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ T 1 × ÜÔÕ ×ÅÒÛÉÎÕ É ÌÉÎÅÊÎÏ ÒÁÓÔÑÇÉ×ÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏË ÒÅÂÒÁ(ÓÍ. ÇÒÁÆ).
Æ ÆçÒÁÆ qÆ ÎÁ ÒÅÂÒÅ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ LÆ ÎÁÉÌÕÞÛÕÀ �ÏÓÔÏÑÎÎÕÀ ìÉ�ÛÉ�Á ÄÌÑ qÆ, Ô.Å. ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

|qÆ(x)− qÆ(y)|P 6 LÆ ·|x− y|PÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ∈ T 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ LÆ → 1 �ÒÉ Æ → 0+. �ÏÇÄÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅhÆ def== 1−ÆLÆ ·(h ◦ qÆ)ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ➊. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ×ÅÌÉÞÉÎÕ Æ ÍÏÖ-ÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÏÊ, ÞÔÏ
|hÆ(x)− h(x)| < "2ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ T 1.éÚ �ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ w : T 1 → R

2 ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ
|w(x) − hÆ(x)| < "2 ; |w(x)− w(y)|R2 6 |x− y|PÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y ∈ T 1. ðÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

|w(x) − h(x)| < "ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ T 1. �äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï 3.2. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÍÅÌËÕÀ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÀ T �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁP , ÓËÁÖÅÍ, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÄÉÁÍÅÔÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ "3 . ðÕÓÔØ
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T 1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÊ ÏÓÔÏ× T . óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 3.4 ÓÕÝÅÓÔ×Õ-ÅÔ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ w : T 1 → R2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

|w(x)− h(x)|R2 < "3ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ T 1 É
|w(x)− w(y)|R2 6 |x− y|PÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x É y × T 1.äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÄÌÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ w ÎÁ ×ÓÅ P , ÍÙ ×ÏÓ�ÏÌØ-ÚÕÅÍÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ âÒÜÍÁ.ðÕÓÔØ S ÅÓÔØ �ÏÄÒÁÚÂÉÅÎÉÅ T 1 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ w ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍÒÅÂÒÅ S. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË � × T . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a1; : : : ; an×ÅÒÛÉÎÙ S ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å �. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ bi = w(ai) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i. ðÒÉÍÅ-ÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ âÒÜÍÁ, ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅf� : � → R

2.ðÏÓËÏÌØËÕ w ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÒÅÂÒÅ S, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f� É w ÓÏ-×�ÁÄÁÀÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ��. ïÔÓÀÄÁ ÎÁÂÏÒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ {f�} ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× � ÉÚ T ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ É ÉÚ ÎÉÈ ÓËÌÅÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : P → R
2.ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØx ∈ P �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ É �ÕÓÔØ y ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÒÅÂÒÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-ËÁ T , ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ x. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ×ÙÂÏÒÁ T ÉÍÅÅÍ |x − y| < "3 .óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

|f(x)− h(x)| 6 |f(x)− w(y)|+ |w(y) − h(y)|+ |h(y)− h(x)|= |f(x)− f(y)|+ |w(y)− h(y)| + |h(y)− h(x)|
6 2·|x− y|+ |w(y)− h(y)| < ":ðÏÓËÏÌØËÕ w(y) = f(y), É ÏÂÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f É h ËÏÒÏÔËÉÅ. �îÅÓ×ÅÄÕÝÉÊ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f × ÔÅÏ-ÒÅÍÅ áËÏ�ÑÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó h ÎÁ ÄÁÎ-ÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÔÏÞÅË. óÌÅÄÕÀÝÅÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ× ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.3.5. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ 5 ÔÏÞÅË × R

3:o = (0; 0; 0); p = (0; 0; 1); a = (2; 0; 0); b = (−1; 2; 0); 
 = (−1;−2; 0):



234 á. ðå�òõîéî, á. ñûéîóëé
op ab
ðÕÓÔØ P ÅÓÔØ ,,ÔÒÅÎÏÇÁ\, �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÅÍ ÔÒÅÈ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× △opa, △opb É △op
 × R

3 É ÓÎÁÂÖÅÎÎÏÅ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÖÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÒÏÅË-�ÉÉ �(x; y; z) = (x; y; 0) ÎÁ P Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÏÔËÉÍ ÉËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, �ÒÉ ÜÔÏÍ�(o) = �(p) = o; �(a) = a; �(b) = b; �(
) = 
:ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-ÎÉÑ f : P → R
2 = R

2 × {0} ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ f(a) = a, f(b) = b É f(
) = 
.
§4. �ÅÏÒÅÍÁ çÒÏÍÏ×Á Ï Ó�ÌÀÝÉ×ÁÎÉÉîÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ S
2 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÓÆÅÒÕ × R

3 Ó ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ.4.1. �ÅÏÒÅÍÁ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S
2 → R

2, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅÄÌÉÎÙ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓËÌÁÄËÉ ÔÁËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÄÏÌÖÎÙ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÔØ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × S
2. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÓÕÖÅÎÉÅ f ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S

2 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍ.2÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Õ�ÒÁÖ-ÎÅÎÉÅÍ.4.2. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ K | ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË × R
3. äÏËÁ-ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x × R

3 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ�x ∈ K, ËÏÔÏÒÁÑ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ |x− �x|. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÅ ' : R
3 → K; '(x) = �xÑ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÏÔËÉÍ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1. ÷ÙÂÅÒÅÍ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ K0 ⊂ K1 ⊂ : : : ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× × R

3 ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÉÈ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÛÁÒÏÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Pn =�Kn �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔØ Kn Ó ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. úÁÍÅÔÉÍ,ÞÔÏ Pn Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏ-ÇÏ n.2÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ f ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ É ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÙ ÎÁ ÏÔËÒÙÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅU ⊂ S
2, ÔÏÇÄÁ ÓÕÖÅÎÉÅ f ÎÁ U ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ × ÏÔÒÅÚËÉ �ÒÑÍÙÈ (× ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,[4, II, §9℄)). äÁÌÅÅ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÕÖÅÎÉÅ f ÎÁ U ÌÏËÁÌØÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ.



ëõóïþîï éúïíå�òéþåóëéå ï�ïâòáöåîéñ 235ðÕÓÔØ 'n ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÒÏÅË�ÉÀ ÎÁ Kn, ËÁË × Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÉ 4.2. îÁ�Ï-ÍÎÉÍ, ÞÔÏ 'n ËÏÒÏÔËÏÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ Kn ⊂ Kn+1, �ÏÌÕÞÁÅÍ 'n(Pn+1) = Pn.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÒÉÁÎÇÕÌÉÒÏ×ÁÔØ Pn É Pn+1 ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÓÕ-ÖÅÎÉÅ 'n ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ Pn+1 ÅÓÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ �ÒÏÅË�ÉÑ ÎÁ ÎÅËÏ-ÔÏÒÙÊ ÓÉÍ�ÌÅËÓ × Pn. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÕÖÅÎÉÅ 'n ÎÁ Pn+1 ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ3É ËÏÒÏÔËÏÅ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÍÅÔÒÉËÁÍ ÎÁ Pn+1 É Pn.íÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ S
2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË xn ∈ Pn ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ xn → x �ÒÉ n → ∞ É'n(xn+1) = xn ÄÌÑ ×ÓÅÈ n.åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ 'n ËÏÒÏÔËÉÅ.þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ zn ∈ PnÔÁËÕÀ, ÞÔÏ zn → x. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×ÏÊÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ yn;m ∈ Pn,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ �ÒÉ n 6 m, ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ yn;n = zn É yn;m = 'n(yn+1;m) �ÒÉ0 6 n < m. äÁÌÅÅ �ÏÌÏÖÉÍ xn = limm→∞

yn;m:4.3. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ ×ÙÛÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ É 'n(xn+1) =xn ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n. äÁÌÅÅ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ xn → x �ÒÉ n→ ∞.åÓÌÉ xn ∈ Pn É x ∈ S
2, ËÁË ×ÙÛÅ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ  n : S

2 → Pn,ËÁË  n(x) = xn. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ  n ËÏÒÏÔËÏÅ,  n = 'n ◦  n+1 �ÒÉ ×ÓÅÈ n,É ÅÓÌÉ pn =  n(p) É qn =  n(q) ÄÌÑ p; q ∈ S
2, ÔÏ

➊ |pn − qn|Pn → |p− q|S2 �ÒÉ n→ ∞:îÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S
2 → R

2 ÂÕÄÅÔ �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ËÁË ,,�ÒÅÄÅÌ\ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fn : Pn → R
2 ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ. üÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉ-ÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ áËÏ�ÑÎÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

➋ |fn+1(x)− fn('n(x))| < "nÄÌÑ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ("n) �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-ÓÅÌ, ÂÙÓÔÒÏ ÓÔÒÅÍÑÝÉÈÓÑ Ë 0.òÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ fn : Pn → R
2 É "n. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÍ ÄÁÎÙËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fn : Pn → R

2 É "n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏfn ◦ 'n : Pn+1 → R
2ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ É ËÏÒÏÔËÏÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉÍÅÎÉ× ÔÅÏÒÅÍÕ áËÏ�ÑÎÁ(3.2), �ÏÌÕÞÁÅÍ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fn+1 : Pn+1 → R

2,ËÏÔÏÒÏÅ "n-ÂÌÉÚËÏ Ë fn ◦ 'n × ÓÍÙÓÌÅ ➋.3óÍ. Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ Ó. 228.



236 á. ðå�òõîéî, á. ñûéîóëéïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M(n+ 1) ÞÉÓÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× × ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ Pn+1,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ fn+1 ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ. ðÕÓÔØ
➌ "n+1 = "n2·M(n+ 1) :äÁÌÅÅ ÍÙ Ï�ÉÛÅÍ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (fn)É ("n).1. ÷ÙÂÅÒÅÍ "0 > 0 É ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f0 : P0 → R

2.óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ f0 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ úÁÌÇÁÌÌÅÒÁ (1.3).2. ðÏ '0, f0 É "0 �ÏÓÔÒÏÉÍ f1.3. ðÏ f1 ×ÙÞÉÓÌÉÍ "1.4. ðÏ '1, f1 É "1 �ÏÓÔÒÏÉÍ f2.5. ðÏ f2 ×ÙÞÉÓÌÉÍ "2.6. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ.4ïÓÔÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.
➍ ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ fn ◦ n : S

2 → R
2 ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÀ f : S

2 → R
2, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÍÕ ÄÌÉÎÙ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ "n < "02n . ïÔÓÀÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ S

2 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ(fn ◦  n)(x) ∈ R
2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ f : S

2 → R
2 ËÁËf(x) = limn→∞

(fn ◦  n)(x):ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ fn ÉÍÅÅÍ
|(fn ◦  n)(x)− f(x)| < "nÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x ∈ S

2 É n. ðÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ fn ◦  n ËÏÒÏÔËÏÅ, f ÔÁËÖÅ ËÏ-ÒÏÔËÏÅ.ïÓÔÁÅÔÓÑ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : S
2 → R

2 ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÄÌÉÎÙ. äÌÑÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
➎ L(f ◦ �) > |p− q|S2ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ � ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ p; q ∈ S

2. äÌÑ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Á ÎÁÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ; ÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØËÁË ÁÎÁÌÏÇ ÄÌÉÎÙ ËÒÉ×ÏÊ.4ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �ÏÈÏÖÅ ÎÁ ÈÏÄØÂÕ: ÛÁÇ �ÒÁ×ÏÊ (�ÏÓÔÒÏ-ÅÎÉÅ f1) ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÄÅÌÁÔØ ÛÁÇ ÌÅ×ÏÊ (×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ "1), ÏÎ, × Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÄÁÅÔ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÄÅÌÁÔØ ÛÁÇ �ÒÁ×ÏÊ (�ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ f2) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.



ëõóïþîï éúïíå�òéþåóëéå ï�ïâòáöåîéñ 2374.4. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ � : [a; b℄ → X | ËÒÉ×ÁÑ × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å X. ðÏÌÏÖÉÍ`k(�) def== sup{ k
∑i=1 |�(ti)− �(ti−1)|X ∣

∣

∣

∣

∣

a = t0 < t1 < · · · < tk = b} :úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:`1(�) 6 `2(�) 6 `3(�) 6 : : : ;`k(�) → L(�) �ÒÉ k → ∞;`k(�) 6 L(�) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k:âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ `k(�) = L(�);ÔÏ � ÅÓÔØ ÌÏÍÁÎÁÑ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Å ËÒÉ×ÙÅ � É � ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÂÌÉÚËÉ, ÔÏ `k(�) ≈ `k(�). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÔÏÊ ÖÅ ÓÉÔÕÁ�ÉÉ ÒÁÚÎÉ�Á L(�)É L(�) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÅÌÉËÁ.4.5. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ �; � : I → X ÓÕÔØ ËÒÉ×ÙÅ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ
|�(t) − �(t)|X < "ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t ∈ I. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

|`k(�)− `k(�)| 6 2·k·":íÙ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ➎. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ pn =  n(p) É qn = n(q). ðÕÓÔØ � ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÉÄÕÝÁÑ ÏÔ pn ÄÏ qn × Pn. úÁÍÅ-ÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÒÉ×ÕÀ 
 ÏÔ pn ÄÏ qn Ó ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÏÊ ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ,ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ 
 Ó ÌÀÂÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ × ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ Pn ÅÓÔØ ÏÔÒÅ-ÚÏË �ÒÑÍÏÊ, É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ËÏÎ�Ù ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÌÅÖÁÔ ÎÁ � × ÔÏÍÖÅ �ÏÒÑÄËÅ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ fn ◦
 ÅÓÔØ ÌÏÍÁÎÁÑ ÌÉÎÉÑ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍM(n) Ú×ÅÎØÑÍÉ. åÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ × �ÏÒÑÄËÅ ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑËÁË fn(pn) = z0; z1; : : : ; zk = fn(qn):îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ k 6 M(n) É ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ zi ÌÅÖÉÔ ÎÁ ËÒÉ×ÏÊ fn ◦ �.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
➏

|pn − qn|Pn 6 L(
) = `M(n)(fn ◦ 
)= |z0 − z1|+ · · ·+ |zk−1 − zk| 6 `M(n)(fn ◦ �):



238 á. ðå�òõîéî, á. ñûéîóëé÷ÙÂÅÒÅÍ ËÒÉ×ÕÀ � ÏÔ p ÄÏ q × S
2. óÏÇÌÁÓÎÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÀ 4.5 É ➌ ÄÌÑ×ÓÅÈ n ÉÍÅÅÍ

➐ |`M(n)(f ◦ �)− `M(n)(fn ◦  n ◦ �)| 6 2·M(n)·"n = "n−1:ðÏ ÄÁÎÎÏÍÕ " > 0 ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ n ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÙÍ, ÞÔÏ "n−1 6 "2 É
|p− q|S2 − |pn − qn|Pn 6 "2 ;�ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ➊. ðÒÉÍÅÎÉ× ➏ ÄÌÑ � =  n ◦ � É

➐, ÍÙ ×ÉÄÉÍL(f ◦ �) > `M(n)(f ◦ �)`M(n)(fn ◦  n ◦ �)− "n−1
> |pn − qn|Pn − "n−1 > |p− q|S2 − "2 − "n−1 > |p− q|S2 − ":ðÏÓËÏÌØËÕ " > 0 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ, �ÏÌÕÞÁÅÍL(f ◦ �) > |p− q|S2 :ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ➎. �

§5. úÁÄÁÞÁ áÒÎÏÌØÄÁ Ï ÍÑÔÏÍ ÒÕÂÌÅüÔÏ ÌÅË�ÉÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÒÁÚ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÁÑ. úÄÅÓØ ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀÚÁÄÁÞÕ, �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÕÀ áÒÎÏÌØÄÏÍ [5, ÚÁÄÁÞÁ 1956-1℄.5.1. úÁÄÁÞÁ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÓÌÏÖÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÌÉÓÔ ÂÕÍÁÇÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉÔÁË, ÞÔÏ �ÅÒÉÍÅÔÒ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ �ÒÅ×ÙÓÉÌ ÂÙ �ÅÒÉÍÅÔÒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏÌÉÓÔÁ?
M M ′

q q
ïÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÏÎÉÍÁÔØ �ÏÄ ÓÌÏ×ÏÍ ,,ÓÌÏ-ÖÉÔØ\.ðÏÄ ,,ÓËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ\ ÍÏÖÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÏÎÉÍÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ,,�ÅÒÅÇÉÂÁÎÉÊ\: ×ÏÚØÍÅÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËM , ×ÙÂÅÒÅÍ �ÒÑÍÕÀ q,ÓÅËÕÝÕÀ M , �ÅÒÅÇÎÅÍ M ×ÄÏÌØ q, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÞÁÓÔÉ M �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙÏÔ q ,,ÓËÌÅÑÔÓÑ\ × ÎÏ×ÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M ′ (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË).ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ, ÔÁËÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ �ÅÒÉÍÅÔÒÎÅÌØÚÑ.



ëõóïþîï éúïíå�òéþåóëéå ï�ïâòáöåîéñ 2395.2. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÅÒÉÍÅÔÒ M ′ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �Å-ÒÉÍÅÔÒ M . (ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ× ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÑÍÁÑ q ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ Ó M �Ï ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÏÔ-ÒÅÚËÁÍ.)ðÒÉ �ÏÍÏÝÉ ÜÔÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÅÌØÚÑ ÏÔÏÇÎÕÔØ ÞÁÓÔØ ÌÉÓÔÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅ-ÖÉÔ ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ,,�Å-ÒÅÇÉÂÁ\ É ,,ÏÔÇÉÂÁ\, ËÁË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ.
÷ÔÏÒÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ �ÅÒÉÍÅÔÒ, ÈÏÔÑ ÏÎ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ×ÓÅ ÅÝÅ ÍÅÎØ-ÛÅ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. åÓÌÉ �ÏÄ ,,ÓËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ\ �ÏÎÉÍÁÔØ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ �ÅÒÅÇÉÂÁÎÉÊ É ÏÔÇÉÂÁÎÉÊ, ÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÚÁÄÁÞÕÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÉËÔÏ ÎÅ ÚÎÁÅÔ (ÈÏÔÑ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÉËÔÏ É ÎÅ ÈÏÞÅÔ ÕÚÎÁÔØ).ñ�ÏÎÓËÉÊ ÖÕÒÁ×ÌÉË. ðÏÄ ÓËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅÍ ÍÏÖÎÏ �ÏÎÉÍÁÔØ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅÏÂÝÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ: �ÒÅÄÓÔÁ×ØÔÅ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÚÍÅÔÉÌÉ ÓËÌÁÄËÉ ÚÁÒÁÎÅÅÉ ÓÇÉÂÁÅÍ ÌÉÓÔ �ÅÌÉËÏÍ, ÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÂÉÔ ÌÉÓÔÓËÌÁÄËÁÍÉ, ÏÓÔÁÀÔÓÑ �ÌÏÓËÉÍÉ, Á �ÅÒÅÇÉÂÁÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ �Ï ÓËÌÁÄ-ËÁÍ.÷ ÔÁËÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ | ,,ÍÏÖÎÏ\. õÄÉ×ÉÔÅÌØÎÅÅ ÔÏ,ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÎÅÍÎÏÇÏ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ �ÅÒÉÍÅÔÒ ×ÉÄÎÁ × �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÏÄÎÏÊÉÚ ÓÁÍÙÈ ÄÒÅ×ÎÉÈ ÆÉÇÕÒÏË ÏÒÉÇÁÍÉ | ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÇÏ Ñ�ÏÎÓËÏÇÏ ÖÕÒÁ×-ÌÉËÁ.5 ðÒÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÒÉÇÁÍÉÓÔÙ ÚÎÁÌÉ ÏÔ×ÅÔ, �ÅÒ×ÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÕÚÎÁÌÔÏÌØËÏ × 1998 Ç.öÕÒÁ×ÌÉËÁ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔ ÉÚ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÚÁÇÏÔÏ×ËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÞÅ-ÔÙÒÅ ÂÏÌØÛÉÈ ËÏÎ�Á É ÅÝÅ ÏÄÉÎ ËÏÒÏÔËÉÊ. éÚ Ä×ÕÈ ËÏÎ�Ï× ÄÅÌÁÀÔÓÑ Ä×ÁËÒÙÌÁ, Á Ä×Á ÄÒÕÇÉÅ ,,ÕÔÏÎØÛÁÀÔÓÑ\, ÉÚ ÎÉÈ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ È×ÏÓÔ É ÛÅÑ. åÓÌÉÖÅ ÜÔÕ ,,Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÕÔÏÎØÛÅÎÉÑ\ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ä×ÁÖÄÙ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÂÏÌØÛÏ-ÍÕ ËÏÎ�Õ, ÔÏ ÚÁÇÏÔÏ×ËÕ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ×ÙÌÏÖÉÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏ�ÅÒÉÍÅÔÒ �ÒÅ×ÙÓÉÔ �ÅÒÉÍÅÔÒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.5ðÅÒ×ÁÑ ÄÏÛÅÄÛÁÑ ÄÏ ÎÁÓ ËÎÉÇÁ �Ï ÏÒÉÇÁÍÉ ,,óÅÍÂÁ�ÕÒÕ ÏÒÉËÁÔÁ\ ÂÙÌÁ ÉÚÄÁÎÁ× 1797 Ç. ÷ÓÑ ËÎÉÇÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÔÏÌØËÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÎÉÀ ÖÕÒÁ×ÌÉËÁ. âÅÚ ÓÏÍÎÅÎÉÑ, ÜÔÁÆÉÇÕÒËÁ ÏÒÉÇÁÍÉ ÇÏÒÁÚÄÏ ÄÒÅ×ÎÅÅ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ.



240 á. ðå�òõîéî, á. ñûéîóëé

−→

−→
1 2 3 4 5 6 7 816 15 14 13121110 9234567816151413121110

9
1718192021222324 31302928272625 1718192021222324
3231302928272625îÁ ÒÉÓÕÎËÅ | ÓÌÏÖÅÎÎÁÑ ÚÁÇÏÔÏ×ËÁ ÖÕÒÁ×ÌÉËÁ Ó Ä×ÁÖÄÙ ÚÁÏÓÔÒÅÎÎÙ-ÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ. ó�ÒÁ×Á | ÚÁÇÏÔÏ×ËÁ ÖÕÒÁ×ÌÉËÁ Ó ÒÁÓ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÎ�ÁÍÉ.óÌÅ×Á | ÓÅÔËÁ ÓËÌÁÄÏË; ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ×ÓÅÍÉ ÓËÌÁÄËÁÍÉ �ÒÉ ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ë×Á-ÄÒÁÔÁ ÒÁ×ÎÙ; ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÕËÁÚÁÎ ÎÏÍÅÒ ÅÇÏ ÓÌÏÑ × ÚÁÇÏÔÏ×-ËÅ; ÓËÌÁÄËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÂÁ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÉ ÒÁÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ ËÏÎ�Ï×, �ÏÍÅÞÅÎÙÔÏÞÅÞÎÙÍ �ÕÎËÔÉÒÏÍ.÷ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÅ �ÅÒÉÍÅÔÒ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÓÅÇÏ ÎÁ �ÏÌ�ÒÏ�ÅÎÔÁ, ÉÓÄÅÌÁÔØ ÅÅ ÒÕËÁÍÉ ÎÅ �ÒÏÓÔÏ, ÈÏÔÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏ. óÌÅÄÕÅÔ ÎÁÊÔÉ ÏÞÅÎØ ÔÏÎËÕÀÂÕÍÁÇÕ, ÔÁË ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÏÅ× �ÏÓÌÅ ÒÁÓ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ËÏÎ�Ï× ÓÔÁÎÅÔ ÒÁ×ÎÏ×ÏÓØÍÉÄÅÓÑÔÉ. ðÏÄÏÂÎÙÊ �ÒÉÍÅÒ Ï�ÉÓÁÎ × ËÎÉÇÅ ìÜÎÇÁ [17℄.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÎÁÛ Ë×ÁÄÒÁÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ. åÓÌÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÕÔÏÎØÛÅÎÉÑ�ÒÏ×ÅÓÔÉ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÔÏ ÏÂÈÏÄ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÉÇÌ ÚÁÊÍÅÔ ÞÕÔØ ÍÅÎØ-ÛÅ 1, Á ÏÂÈÏÄ ËÏÒÏÔËÏÇÏ ÔÕ�ÏÇÏ ËÏÎ�Á ÚÁÊÍÅÔ ÏËÏÌÏ (√2 − 1), ÉÍÅÎÎÏÚÁ ÓÞÅÔ ÜÔÏÇÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ËÏÎ�Á ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ �ÒÉÂÁ×ËÕ Ë �ÅÒÉÍÅÔÒÕ. �ÏÅÓÔØ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ �ÏÞÔÉ ÎÁ(√2− 1) ≈ 25 .ó�ÏÓÏÂÙ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ, ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÏÄÎÉÍ ÎÅ-ÄÏÓÔÁÔËÏÍ | ×Ï ×ÒÅÍÑ ÓËÌÁÄÙ×ÁÎÉÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÓÇÉÂÁÔØ



ëõóïþîï éúïíå�òéþåóëéå ï�ïâòáöåîéñ 241ÌÉÓÔ × ÏÇÒÏÍÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÍÅÓÔ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ �ÒÉÍÅÒ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÉÄÅÅ é×ÁÎÁñÝÅÎËÏ [28℄, ÏÎ ÔÁËÖÅ ÄÁÅÔ ÌÉÛØ ÎÅÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÅ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ,ÎÏ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ �ÒÏÓÔÏÇÏÄÅÊÓÔ×ÉÑ. åÓÌÉ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÍ ÆÉÇÕÒÕÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÆÉÇÕÒÅ Ó�ÒÁ×Á, Õ ÎÅÅ �ÅÒÉÍÅÔÒ ÓÌÅÇËÁ ÂÏÌØÛÅ,ÞÅÍ Õ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. ëÁÖÄÁÑ ÉÔÅÒÁ�ÉÑ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔ �ÁÒÕ ÓÌÏÅ× ÏËÏÌÏ ×ÏÇÎÕÔÏÇÏÕÇÌÁ; ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏÅ× × ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ × ÚÁÇÏÔÏ×ËÅÖÕÒÁ×ÌÉËÁ.

åÖÉË É ÒÁÓÞÅÓËÁ. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ �ÅÒÉÍÅÔÒ ÓÌÏÖÅÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÍÏÖ-ÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ Õ×ÉÄÅÔØ ÉÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÒÕ-ÇÏÊ ÆÉÇÕÒËÉ ÏÒÉÇÁÍÉ, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ,,ÍÏÒÓËÏÇÏ ÅÖÁ\ ÓÌÅ×Á ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅÎÉÖÅ. üÔÁ ÆÉÇÕÒËÁ Ï�ÉÓÁÎÁ × ËÎÉÖËÅ íÏÎÔÒÏÌÌÁ É ìÜÎÇÁ [19℄.
îÅ ÚÎÁÑ ÎÉ �ÒÏ ÅÖÉËÁ, ÎÉ �ÒÏ ÖÕÒÁ×ÌÉËÁ, áÌÅËÓÅÊ �ÁÒÁÓÏ× Ï�ÉÓÁÌ ÄÒÕ-ÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ × [26℄, ÓÌÏÖÉ× ÆÉÇÕÒËÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÒÁÓÞÅÓËÏÊ �ÁÒÁ-ÓÏ×Á, ÏÎÁ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÁ Ó�ÒÁ×Á. ïÎ �ÏÄÏÛÅÌ Ë ÚÁÄÁÞÅ ËÁË ÍÁÔÅÍÁÔÉË, �ÒÉ×ÅÌÔÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ É �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ �ÏÄÏÂÎÏÇÏ ÓËÌÁÄÙ×Á-ÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÒÁÓÔÑÇÉ×ÁÎÉÊ É ÓÖÉÍÁÎÉÊ ÌÉÓÔÁ (�ÒÉÅÍÙ, ËÏÔÏ-ÒÙÍÉ ÏÒÉÇÁÍÉÓÔÙ ÞÁÓÔÏ �ÏÌØÚÕÀÔÓÑ). éÎÔÅÒÎÅÔ-×ÅÒÓÉÑ ÜÔÉÈ ÌÅË�ÉÊ [23℄×ËÌÀÞÁÅÔ ÔÒÉ �ÒÅÄÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ �ÁÒÁÓÏ×ÙÍ ×ÉÄÅÏÉÌÌÀÓÔÒÁ�ÉÉ, Ï�ÉÓÙ×Á-ÀÝÉÅ ÜÔÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ.



242 á. ðå�òõîéî, á. ñûéîóëéïÒÉÇÁÍÉ × ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ,,óËÌÁÄÙ×ÁÎÉÅ\ ÍÏÖÎÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ × �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ. üÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÞÅÍ ×ÓÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ. óÌÅÄÕÀ-ÝÅÅ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÂÕÍÁÖÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.5.3. õ�ÒÁÖÎÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ �, ËÁË ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅÎÉÖÅ, ÜÔÏ ÞÁÓÔØ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÇÏ ÚÁÍÏÝÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ, �ÒÁ-×ÉÌØÎÙÅ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÉ É ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ.ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → R
2, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÚÏ-ÍÅÔÒÉÞÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÅ ÚÁÍÏÝÅÎÉÑ É ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÔÏÌØËÏ Õ ÓÅÒÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×.6ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀÂÕÍÁÖÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.7ðÒÅ�ÑÔÓÔ×ÉÑ, Ï�ÉÓÁÎÎÙÅ × Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÉ, ÉÓÞÅ-ÚÁÀÔ × R

4, Ô.Å. �ÒÏ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÄÕÍÁÔØËÁË �ÒÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÍÁÇÉ × ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÌÏ-ÖÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ × R
4 × ÚÁÄÁÎÎÏÅ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ,

➊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅ-ÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ft : � → R
4,t ∈ [0; 1℄, Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÅÊ, ÓËÁÖÅÍ, T , ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

⋄ f0 ÅÓÔØ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ � × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ �ÌÏÓ-ËÏÓÔØ R
2 × {0} × R

4 = R
2 × R

2,
⋄ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f1 ÅÓÔØ ÄÁÎÎÏÅ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÉÚ � × ÔÕ ÖÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ �ÌÏÓËÏÓÔØ,
⋄ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ft ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ t 6= 1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ Õ�ÒÁÖÎÅÎÉÉ 2.4.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ➊. ðÕÓÔØ a1; : : : ; ak ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ T É b1; : : : ; bk ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÅÔ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ �ÒÉ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ6îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÕÖÎÏ ÓÏÇÎÕÔØ ×ÄÏÌØ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÏÝÅÎÉÑ.7âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÎÁÄÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ, ÞÔÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÌÅÖÉÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

3, É ÎÁÍ ÎÕÖ-ÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ ÉÎßÅËÔÉ×ÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑÍÉ � → R
3.



ëõóïþîï éúïíå�òéþåóëéå ï�ïâòáöåîéñ 243ft(ai) ∈ R
2 × R

2 ËÁËft(ai) = (ai + bi2 + 
os(�·t)·ai − bi2 ; sin(�·t)· ai − bi2 ) ;ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, f0(ai) = (ai; 0) É f1(ai) = (bi; 0) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅft ÍÏÖÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË × T . îÅÓÌÏÖÎÙÅ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ `i;j(t) = |ft(ai)− ft(aj)| ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ�Ï t; × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ |ai − aj| = |bi − bj |, ÔÏ `i;j(t) �ÏÓÔÏÑÎÎÁ. ïÔÓÀÄÁÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ft ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÎÏ.äÁÌÅÅ ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y ∈ � ÅÓÔØ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÅ pÉ q ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ
|ft(x)− ft(y)|2 = p− q· 
os(�·t):�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ x 6= y, ÔÏÇÄÁ |ft(x) − ft(y)| > 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t 6= 1.äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ft ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ �ÒÉ t 6= 1. �éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ �ÅÒÉÍÅÔÒ ÓËÌÁ-ÄÙ×ÁÎÉÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ × R

4 ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÒÜÍÁ. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �Ï-ÓÔÒÏÉÔØ ËÏÒÏÔËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ �Å-ÒÉÍÅÔÒ ÏÂÒÁÚÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉË. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ, �ÒÉÍÅÎÉ× ÔÅÏÒÅÍÕ âÒÜÍÁÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÌÏÔÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË × Ë×ÁÄÒÁÔÅ, ÍÙ �Ï-ÌÕÞÉÍ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h, �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÂÌÉÚËÏÅ Ë f .÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÅÒÉÍÅÔÒ ÏÂÒÁÚÁ f(�) ÂÙÌÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÅÌÉË.îÕÖÎÏÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ h ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ �ÅÌÏÅ n É ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ
� ÎÁ n2 Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1n . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d(x) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔÔÏÞËÉ x ∈ � ÄÏ ÇÒÁÎÉ�Ù Ë×ÁÄÒÁÔÉËÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ x. æÕÎË�ÉÑ d : � → R�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × [0; 12·n ℄. äÁÌÅÅ, �ÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ �ÅÌÙÍÉÞÉÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ n2. äÌÑ ÔÏÞËÉ x ∈ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i(x) ÎÏÍÅÒ Ë×ÁÄÒÁ-ÔÉËÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ x (ÅÓÌÉ ÉÈ ÎÅÓËÏÌØËÏ, �ÕÓÔØ i(x) ÂÕÄÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ).f−−→÷ÙÂÅÒÅÍ n2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×u1; : : : ; un2 . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → R

2,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ËÁË f(x) = d(x)·ui(x):ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ f ËÏÒÏÔËÏÅ. ïÂÒÁÚ f(�) ÓÏ-ÓÔÏÉÔ ÉÚ n2 ÏÔÒÅÚËÏ× ÄÌÉÎÙ 12·n , ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ ÏÄ-ÎÏÊ ÔÏÞËÉ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ �ÅÒÉÍÅÔÒ f(�) ÒÁ×ÅÎ2·n22·n = n. úÎÁÞÉÔ, ×ÚÑ× n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ,ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �ÅÒÉÍÅÔÒ ÏÂÒÁÚÁ f(�) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ. (îÁ ÒÉÓÕÎËÅ�ÏËÁÚÁÎ ÓÌÕÞÁÊ n = 4. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÅÒÉÍÅÔÒ f(�) ÒÁ×ÅÎ �ÅÒÉÍÅÔÒÕ �.äÌÑ n > 4 �ÅÒÉÍÅÔÒ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ.)



244 á. ðå�òõîéî, á. ñûéîóëéúÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ�ÅÏÒÅÍÁ úÁÌÇÁÌÌÅÒÁ. �ÅÏÒÅÍÁ úÁÌÇÁÌÌÅÒÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ × ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ: �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ m-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï P ÄÏ�ÕÓËÁÅÔËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ × R
m.úÁÌÇÁÌÌÅÒ × [14℄ ÄÏËÁÚÁÌ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÉ m 6 4. �ÒÀË, Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ×Ï×ÔÏÒÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å, ÄÁÌ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÎÁ ×ÓÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. üÔÏÔ ÔÒÀË ÂÙÌ �ÒÅÄÌÏÖÅÎ ëÒÁÔ × ÅÅ ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÉ [16℄.÷ ÓÔÁÒÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÍ, ÅÓ-ÌÉ ÏÎ ÓÏÄÅÖÉÔ �ÅÎÔÒ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. �ÁËÏÅ ×�ÅÞÁÔÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÂ ÏÓÔÒÏ-ÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑÈ × ÓÔÁÒÛÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,ÈÏÔÑ ÉÈ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÎÅ�ÒÁ×ÄÏ�ÏÄÏÂÎÙÍ.�ÅÏÒÅÍÁ âÒÜÍÁ Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ âÒÜÍÏÍ× [7℄ É �ÅÒÅÄÏËÁÚÁÎÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ áËÏ�ÑÎÏÍ É �ÁÒÁÓÏ×ÙÍ × [2℄. ïÂÁ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÔÒÏÑÔÓÑ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÉÄÅÅ.�ÅÏÒÅÍÁ âÒÜÍÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÍÖÅ ÍÅÔÏÄÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ ëÉÒÛÂÒÁÕÎÁ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ëÉÒÛÂÒÁÕÎÏÍ × ÅÇÏÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÉ, ÚÁÝÉÝÅÎÎÏÊ × 1930 Ç. îÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ Ó�ÕÓÔÑ ÏÎ Ï�ÕÂÌÉËÏ-×ÁÌ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × [15℄. îÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÏËÁÚÁÌ ÷ÁÌÅÎ-ÔÁÊÎ [11℄.ëÎÉÖËÁ äÁÎ�ÅÒÁ, çÒÀÎÂÁÕÍÁ É ëÌÉ [13℄ (�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÁÑ) �ÒÉ-×ÏÄÉÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ èÅÌÌÉ Ï �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÔÅÌ × Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.�ÅÏÒÅÍÁ áË�ÑÎÁ ÏÂ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÉ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑÎÁ ÓÔÁÒÛÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÕÓÌÏ×ÉÅ, ÞÔÏ f ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏ,ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ËÏÒÏÔËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ�ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × R

m ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ Á��ÒÏËÓÉÍÁ�ÉÀ ËÏÒÏÔËÉÍÉËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ.ä×ÕÍÅÒÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎÁ ëÒÁÔ × ÅÅ ÄÉÓÓÅÒÔÁ-�ÉÉ [16℄. ÷ [1℄ áËÏ�ÑÎ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ âÒÜÍÁ Ï �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ Õ�ÒÏ-ÝÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï É ÔÁËÖÅ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÓÔÁÒÛÉÅÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.çÏÒÁÚÄÏ ÒÁÎØÛÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ âÕÒÁÇÏ É úÁÌÇÁÌ-ÌÅÒ. ïÎÉ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ËÕÓÏÞÎÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÌÉÜÄÒÁÌØÎÏÊ�Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ × R
3 ÍÏÖÎÏ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÏ×ÁÔØ ËÕÓÏÞÎÏ ÉÚÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ×ÌÏ-ÖÅÎÉÅÍ (ÓÍ. [9℄ É [10℄).ó�ÌÀÝÉ×ÁÎÉÅ ÓÆÅÒÙ. �ÅÏÒÅÍÁ 4.1 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ,ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÔÅÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ.



ëõóïþîï éúïíå�òéþåóëéå ï�ïâòáöåîéñ 2455.4. �ÅÏÒÅÍÁ çÒÏÍÏ×Á Ï Ó�ÌÀÝÉ×ÁÎÉÉ. ðÕÓÔØM ÅÓÔØm-ÍÅÒÎÏÅ ÒÉ-ÍÁÎÏ×Ï ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅ. �ÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : M → RmÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Á��ÒÏËÓÉÍÉÒÏ×ÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÍÉ ÄÌÉÎÙ.âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f" : M → R
m,ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÄÌÉÎÙ É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

|f"(x)− f(x)| < "ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈M .÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, �ÏÓÌÅÄÎÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏ-ÒÅÍÙ × ËÎÉÖËÅ çÒÏÍÏ×Á [12, 2.4.11℄. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ,ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÇÒÏÍÏ×ÓËÏÇÏ, ÏÎÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å × [22℄. üÔÏ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÓÔÒÏÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÄÌÉ-ÎÙ × R
m ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÜËÓÔÒÁ×ÁÇÁÎÔÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÊ Ó ÓÕÂÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ.îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÔÅÏÒÅÍÁ çÒÏÍÏ×Á ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ËÌÁÓÓÁ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÄÌÉÎÙ, ,,ÎÅÔ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×\.üÔÏ �ÒÉÍÅÒ ÔÉ�ÉÞÎÏÇÏ ×Ï�ÒÏÓÁ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ: ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÅÇÌÏÂÁÌØÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×. ÷ ÎÁÛÅÍÓÌÕÞÁÅ ,,ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ\ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ ,,ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ\ Ó×ÏÊÓÔ×Á É ÅÄÉÎ-ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ,,ÇÌÏÂÁÌØÎÏÅ\ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ÔÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ËÏÒÏÔËÏÅ.äÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÔÉ�Á ×Ï�ÒÏÓÏ× ,,ÏÔ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ Ë ÇÌÏÂÁÌØÎÏÍÕ\ ÏÔ×ÅÔ ,,ÎÅÔÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÇÌÏÂÁÌØÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×\ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÝÅ ÄÒÕÇÉÈ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÏÔ×ÅÔ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ. äÌÑ ÔÁËÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÑ, ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÎÁÑ çÒÏÍÏ×ÙÍ, ÜÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ,,ÇÏÍÏÔÏ�ÉÞÅÓËÉÊ �ÒÉÎ�É�\, ÉÌÉ ,,h-�ÒÉÎ�É�\. H-�ÒÉÎ�É� | ÜÔÏ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÞÁÓÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÔÒÕË-ÔÕÒ. åÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÔÏÄÏ× ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á h-�ÒÉÎ�É�Á, ×ËÌÀÞÁÑ ÔÏÔ,ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 4.1.8 ÷ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅË ÔÅÏÒÅÍÅ çÒÏÍÏ×Á Ï Ó�ÌÀÝÉ×ÁÎÉÉ ×ÏÔ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÉÍÅÒÏ× ÔÁËÉÈÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.

⋄ �ÅÏÒÅÍÁ Ï ×Ù×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÉ ËÏÎÕÓÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÌÁÄËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ft(x; y),t ∈ [0; 1℄, ÂÅÚ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË × R
2\{0} ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f0(x; y) =

−
√x2 + y2 É f1(x; y) = √x2 + y2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × ËÎÉÖ-ËÅ �ÁÂÁÞÎÉËÏ×Á É æÕËÓÁ [25, ÌÅË�ÉÑ 27℄ (ÈÏÒÏÛÁÑ ËÎÉÖËÁ, ÞÉÔÁÊÔÅ�ÅÌÉËÏÍ).8ïÂÙÞÎÏ h-�ÒÉÎ�É� ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ, ÎÏ ÏÂ,,ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÈ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÄÌÉÎÙ\, ÍÏÖÎÏ ÄÕÍÁÔØ ËÁË Ï ÓÌÁÂÙÈ ÒÅÛÅÎÉÑÈ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÞÁÓÔÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.
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⋄ �ÅÏÒÅÍÁ îÜÛÁ{ëÅÊ�ÅÒÁ ×ÌÅÞÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ C1-ÇÌÁÄËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑ S2 → R3, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÇÏ ÄÌÉÎÙ, ÞÅÊ ÏÂÒÁÚ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍÁÌÙÊ ÄÉÁÍÅÔÒ.
⋄ �ÅÏÒÅÍÁ óÍÅÊÌÁ Ï ×Ù×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÉ ÓÆÅÒÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÄÎÏ�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÇÌÁÄËÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊft : S

2 → R
3, t ∈ [0; 1℄, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ f0 : S

2 → R
3 ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ×ÌÏÖÅ-ÎÉÅ É f1(x) = −f0(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ S

2.
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