
И.Я.Билый 

ПОДУШЕВАЯ ДИФРАКШН НЕРЕГУЛЯРНОЙ 
КОРОТКОЙ ВОЛНЫ НА ГЛАДКОМ ВНПУКЖМ ТЕЛЕ 

I . Введение 
Процессы распространения и .дифракции коротких волн почти 

везде в пространстве, могут быть описаны в терминах локально плос­
ких волн, бегущих вдоль геометрооптических (ГО) и дифракционных 
лучей. Однако в переходных областях, прилегающих к границам све­
та и тени, волновое поле имеет более сложную структуру, и здесь 
такое описание невозможно. Кроме того, задача может еще более 
усложниться за счет особенностей падающего поля, т.к. они (осо­
бенности) могут существенно влиять на геометрию и физическую при­
роду переходаых областей. Чтобы убедаться в этом, достаточно срав­
нить случаи падения на выпуклое тело I) плоской волны (рис.1) 
и 2) волны, фокусирующейся на неособой каустике 

В первом случае граница света и тени 51! имеет простой вид: она 
образована лучами, касающимися рассеивакцей поверхности S . 
В случаях же 2а и 26 все обстоит несколько сложней: граница свет-
тень состоит из двух участков различной физической природы , 
"полутеневого" и "каустического", и ее геометрия существенно за" 
висит от взаимного расположения каустики и рассеивающей поверх -
ности (ср.рис.2а и 26). Так в лучае 2а граница света и тени про­
ходит сначала по участку ZU. поверхности Y2 (от кривой С , 
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вдоль которой касаются 2—, и Ь , до кривой Т , линии касания 
поверхности zZ и каустики К ) , а затем по освещенной части 
каустики К . Окрестность Х^тоже является зоной быстрого измене­
ния освещенности (хоть 5Z,H лежит целиком в освещенной области), 
т .к . выше 2 - можно наблвдать только один луч ГО, а ниже - два. 

Такие сложные переходные области (в .двумерном варианте) 
впервые были рассмотрены в [ i ] , и предметом особого внимания, 
разумеется, была окрестность "особой" кривой Т . В самом деле, 
естественно ожидать, что вдали от Т волновое поле ведет себя 
обычным образом: вдоль поверхности С действуют законы френеле-
вой дифракции и ГО, а вдоль каустики К применимы формулы ка­
устической асимптотики [з, 4J . Что же происходит на "стыке" 
этих областей, вблизи Т , неясно. Авторы [_l] обратились к пара­
болическому уравнению Леонтовича-Фока и, выбрав в качестве его 
решения неполную функцию Эйри [б] , склеили в окрестности Т 
"палутеневую" и "каустическую" асимптотики. Однако эти построе­
ния не решили всех проблем: во-первых, было получено только глав­
ное приближение поля, а эффекты, связанные с геометрией рассеи­
вающей поверхности и краевыми условиями на ней остались в сторо­
не; во-вторых, полученная асимптотика не имела равномерного ха­
рактера . 

Ю.И.Орлову [2] в подобной же ситуации удалось построить во 
всех приближениях равномерное решение задачи .дифракции на криво­
линейном клине. Это решение, помимо неполной функции Эйри, содер­
жит ее первые частные прозводше. 

В данной работе продолжено изучение явления .дифракции на зы-
пуклом теле волны, имеющей неособую каустику (рис.2а и 26), при­
чем рассматриваемая здесь акустическая среда вообще говоря неод­
нородна. Главная цель состоит в описании волнового поля в окрест­
ности кривой Т с учетом дифракционных эффектов, причем избран­
ный здесь "равномерный" подход к построению решения (предложен­
ный Д.Людвигом [б] ) позволяет получить равномерна» вдоль грани­
цы света и тени асимптотику. Это связано с тем, что решение Д. 
Людвига, хотя и строится в малой (но фиксированной!) окрестности 
кривой С (здесь, согласно принципу локальности, зарождаются раз­
личные типы волн), не имеет "гограналойного" характера и может 
быть без всякого рода"оклеек" непосредственно проложено вдоль 
поверхности JZ далее в полутень. Здесь,на конечных расстояниях 
от S , волновое поле принимает наложения лучевых рядов: 

и,- \e^xMV(xj^)l{ (1Л) 
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где X - точка наблюдения в R. , У - комплексный параметр, 
^ - большой параметр задачи, имеющий смысл частоты колебаний, 

формальный асимптотический ряд. 
Представление ( I . I ) является исходаым пунктом .для получения ин­
тересующих нас асимптотических формул, причем метод.вычисления 
асимптотики интеграла ( I . I ) при СО —>• оо выбирается в зависи­
мости от расположения точки наблюдения. Так, если точка X на­
ходится в полутени и на достаточном удалении от каустики, то не­
сложные вычисления, напоминающие классический метод перевала,сра­
зу приводят к формулам "полутеневой" асимптотики Френеля-Фока. 
По мере приближения точки X к кривой Т вычисления осложня­
ются тем, что Y i ( x ) и )({(,(*) две различные стационарные точки 
интеграла ( I . I ) всё более и более сближаются и при 0О6 К 
сливаются в одну. Это обстоятельство заставляет отказаться от 
классического метода перевала в пользу более сложной техники [7 ] , 
связанной с применением неполных интегралов Эйри. 

2. Метод Д.Людвига. 

В этом разделе будут приведены основные результаты метода Д. 
вига [б, 9] построения решения задачи о дифракции произвольного 
падающего поля 

"П С nv-0 ( " "» ) (2.1) 
на выпуклом теле, ограниченном гладкой поверхностью S (рис.1, 
2), Предполагается, что суммарное поле U/ = И-'плл+ H'om/p г а к же> 
как и М/цдд удовлетворяет уравнению Гельмгольца: 

•О* («V (2.2) 
(здесь С (х ) - скорость распространения волн в данной среде), 
и при этом выполняются краевые условия Дирихле на S (о задаче 
Неймана см. [б] ) 

К + U/omp) S " ° (2.з) 
и условия излучения на бесконечности для U/omp« 
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Hs = ~1 " ^ i s " 0 ^ J ^ 1 

т.е совершенно произвольное падающее поле в каком-то смысле при­
вязывается" к S . 

После того, как представление (2.4) получено, совсем нетруд­
но найти суммарное волновое поле: 

w ^ ) ^ * X - ) ] e <*Г , (27) 
где Л / ( х , у , с о ) получается из ДХ 5 у, Ю) заменой /lf и ^ 
на Wi и YV/ соответственно. Интегрирование в (2.7) ведется 
так же, как в (2.4) , т .е . с предварительным разбиением функции 
1Г на слагаемые. 

Итак, решение построено в окрестности терминатора С ,в об­
ласти, где зарождаются дифракционные волны, однако для. дальней­
ших рассмотрения необходимо продолжить его далее в окрестность 
поверхности JZ > выстилаемой касательными к S лучами падающего 
поля. 

3 . Наложение лучевых щдов. 
Вопрос о продолжении 1 и 1 0 в окрестность поверхности £-i 

на конечные расстояния от S детально изучен В.Н.Бабичем (в свя­
зи с подготовкой нового издания [э ] ) , любезно предоставившим ре­
зультаты автору. Формальная часть процедуры продолжения состоит 
в подстановке вместо (функций Эйри 'IT , W^ и ^д, их асимп­
тотик при больших отрицательных значениях аргумента. После отбра­
сывания экспоненциально малых слагаемых вместо (2.4) имеем нало­
жение лучевых сумм: 

[о <* £ Ьо[-Щ»Л*> (3.1) 
где ^ X ) T ) = 5 ( X , T ) + y 3 ^ ( x J ) - f l ( x ) [ , 

а контур Х 0 изображен на рис.4. Функции ^^(ро) и Un,;(x) 
выражаются алгебраически через '/tj-(x), Ш / ^ х ) » 1\цЛ(Х)' 

&n,j(x), а следовательно и через Т ^ п (X) и Ц."^ ( х ) 
Г 91 , поэтому будем считать их известными. Отметим некоторые 

юс свойства. 
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Решение задачи строится в некоторой окрестности малой час­
ти терминатора 0 (кривой на поверхности S , состоящей из 
точек касания лучей падавдей волны этой поверхности) ,и централь­
ным моментом метода является представление падающей волны в спе­
циальном виде, а именно, в виде наложения приближенных каустичес­
ких сумм: 

IV ЦДЛ' со (2.4) 

где 

• 1Г и 1Г - соответственно функция Эйри в обозначении Фока и 
ее производная. 

Интегрирование по "рогатому" контуру X (рис.3) предпола­
гается вести следуыцим образом. Сначала все подинтегральное вы­
ражение в (2.4) интегрируется по отрезку Qf0 , 

затем, представляя 1Г и 1Г в виде 

'Игв-и») 
( W< и W^ - соответственно первая 
и вторая функции Эйри), разбиваем под­
интегральное выражение на два слагае­
мых. Первое слагаемое, содержащее W^ 
и W1 , интегрируем по У<0 , а 

второе-- по Yi,0 • Сумма интегралов по 0 j 0 , Т̂  0 и 

Хд,0 составляет 1 0 в (2 .4) . 
Комплексные величины У° » ^ ж Тц берутся достаточно ма­
лыми, поэтому функции ^ l ( x , tf') • ^ ( х , у ) » А п Х х > ) 0 
и 6 „ (Ъ^) дая представления (2.4) ищутся в виде рядов по V' : 

Рис.3 

^ (xsT^g/j^T1 J ж я ~ g^15'1' (2.5) 

Оказывается [б] , что функции v\ , fti-. , А^; и B^j 
но определить так, что 1 0 действительно представляет падающую 
волну, и к тому же выполняются краевые условия: 

мож-

В «-J = 0 ид =си,2. (2.6) 

2 971 
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1. f (<», у) и U ^ x j ) удовлетворяют 
соответственно уравнениям Эйконала и пере­
носа, куда X входит в качестве параиетра. 

2. Функция D0(x)=t0(x)+% пг3/г (х) 
определяет поле лучей соскальзывания, и 
при X е 22 ^о (*) = f адд ( х ) 

3. При каждом фиксированном X/ Т(Х ]f) 
имеет стационарную точку У,=Т, (х) : 

_1_ ?КГ) 
Рис.4 

№ ) = о 
причем "|Г (х) — &o»wt вдоль луча падающей волны и 

При X e l i ^ ( х ) = 0 (или, что то жеТ,(х) = 0 ), 
поэтому 

где |И| - расстояние от точки X до поверхности £ 2 по норма­
ли. 

4. В точках касания каустики ,К и 2 2 , т .е. при Х е Т 
(см.рис.2а и 26) 1/̂ (х.̂  = 0 , и если К - неособая, то 

О ^ Т Л х ) > О (случай 2а) или 
|ХеТ 

0 f %{х)[ < о (случай 26). 
1хеТ 

Что же касается суммарного волнового поля, то для него тем же пу­
тем может быть получено внражение в виде трех интегралов: 

где 1 ^ при ' к =4,2<i3 определяются формулами: 

ТТ , * N ' V1 tylMP 

сО)€ГК(и>аду)Лу, (3.2) 

(см.(3.1)) 
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SK(t) i 
-ад, k=3 

Контуры Х к изображены на рис.5. 
В соответствии с установившейся тер­
минологией, 1^ и l j образуют вол­
новой фон (здесь проявляют себя краевые 
условия). Заметим, что наличие быстро 
убывающих множителей ^^(to'^j) на­
дежно "защищает" волновой фон от вли­
яния каустики. В этом нетрудно убедиться, проделав процедуру, ве­
дущую к вычислению 1^и 1 3 : надо лишь сделать замену перемен­
ной интегрирования , 

и переразложить подынтегральное выражение по степеням СО -¥3 и 

Сразу оговоримся, что представления (3.1) и (3.2) применимы 
в пограничной полоске 

\УЬ\ 4 COrt-it ОО 3 

( |п/| - расстояние по нормали ст точки наблюдения до поверхности 
Ё ) . В дальнейшем будет выяснено, как ведет себя здесь "фре-

нелева" часть поля 1^ . Интеграл 1^ будет вычислен как для X 
из области, где поле лучей падащей волны регулярно, так и для 
X из окрестности кривой Т , и чтобы облегчить интерпретацию 

результатов, одновременно буцсм рассматривать интеграл ~1 0 , пред­
ставляющий падающр) волну. 

4. Волновое поле в регулярной области 
полутени. 

Рассмотрим окрестность части Д и поверхности ZJ . Если не 
подходить близко к каустике, то соседние лучи здесь не пересека­
ются, и ^ = ^ ( х ) остается изолированной стационарной точ­
кой. Это означает, что з разложении 

т;(х^)=т(х,т1)+Ф>)(1-]Г0+Ф5И(К)+..(4.1) 
коэффициент Фъ(&) отделен от нуля: | ф > S > О 
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Поэтому естественно искать замену першенной, упрощающую интегра­
лы (3.1) и (3.2) в виде, обычном для метода перевала: 

тку) =ф(Х) + е . 
(4.2) 

(Здесь 6 = 0 (оо,Х) - новая переменная интегрирования). 
Из требования регулярности отображения, определяемого (4.2) , 

как и следовало ожидать (см.(4.1)), вытекает, что 

ф(х)=т;(х,ь)=^(х). 
Неоднозначность замены 

в тени, 
на границе, 
на свету. 

T(*>r)«V* )4e 

ликвидируем, приняв, что при f = О 

_ [ [адл^х)]^ > о 
l -Kw-v x ) ^ < 0 

Теперь из (4.3) можно получить однозначное разложение для 
по степеням 0 : оо 

Т-т< + е£/>)е\ 
а для 1 0 и 1 1 - выражения вида 

® 

(4.3) 

Рис.6 

" О - О Г ^ (4.4) 
Заметим, что концы контуров Х 0 
и X/ (см.рис.6) продолжены на 
бесконечность в направлении экс­
поненциального убывания подынтег­
ральной функции, поэтому эта опе-

9=;Гч; х-'ЧпЫ Рэдия приводит к такого же поряд-
0 ка погрешностям. После перемены 

местами в (4.4,) суммирования и 
интегрирования, задача сводится 
к вычислению интегоалов 

Т ^ С 1ш0* Wftj (X) й™ 

X (-Lw)r 
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Интегралы I 0 берутся в явном виде, и можно записать: 

- о о 
Поскольку 1 0 представляет падающую волну, то 

U(x,<x»)~ —s^~ 2J 
: 'Л- И.04, 

Вычисляя тем же путем интеграл 1^ , кроме всего прочего, полу­
чим внеинтегральные члены, фазы которых связаны с лучами соскаль­
зывания: 

•цлТ.(*) 
W±(x) 

Здесь 7( t )=e />№ J -exp (it- ) ctt f a w . ( x ) 

выражаются алгебраически через W^j (X) . Таков окончателышй 
вид асимптотики для 1^ в регулярной области полутени. 

Заключая этот раздел, заметим, что к такому же результату 
можно придти и более коротким путем. Для этого надо подставить 
"анзац" (4.5) (где искомыми являются функции W; ) в исходное 
уравнение (2.2) и убедаться, что W; должны удовлетворять неодно­
родным уравнениям переноса: 

j m . v W j + W j A ^ A W j . ^ j , ( 4 > 6 ) 

где <ф>1 - известные функции, выражающиеся через иТ° , 1" 
и Ч/0 . Произвольные постоянные для решений (4.6) находятся из 
условия склейки с решением в пограничном слое возле С £ю] . 

В заключение раздела заметим, что формула (4.5), как и сле­
довало ожидать, аналогична равномерным асимптотикам поля .дифрак­
ции [II-I3J на. криволинейных клиньях и ребрах. 

5. Окрестность края каустики-(кривой I ). 
Очевидно, что вблизи кривой Т (рис.2) асимптотическая фор­

мула (4.5) теряет смысл из-за фокусировки лучей падающей волны. 
Естественно ожидать, что в этой области для 1^ имеют место фор­
мулы, в каком-то смысле аналогичные формулам "каустической" асимп-
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тотики для 1 0 ~ ^tiaa, • Прежде, чем перейти к соответствующим 
построениям, оговорим, что для определенности они будут проведе­
ны для случая, отображенного на рис.2а. 

Пусть точка наблюдения движется по одному из лучей падающего 
поля, близкому 5И » по направлению к каустике. Если бы препят­
ствия S не существовало, то, по мере приближения к каустике, 
выбранный нами луч пересекался бы со все более и более близкими 
ему лучами падающего поля. В терминах интегральных представлений 
(3.1) и (3.2) это означает, что к стационарной точке У ^ У (х) 
изначально соответствующей данному лучу, приближается- еще' одна 
стационарная точка Jz =• Уа(х) , сливающаяся с - ^ при 

СО е К . Так, при х е Т Yz~ ® становится стацио­
нарной точкой второго порядка : 

'L 

г1П 

ХеТ 
= 0 , 

Неособый характер каустики предполагает, что 
(5.1) 

1 
6TflT ХеТ > 0 

(5.2) 
ХеТ 3V 

1=6 
Сближение двух стационарных точек заставляет отказаться при вы­
числении интегралов 1 0 и ±^ от стандартного метода перевала, 
т .к . последний не дает в этом случае равномерной асимптотики. 
Это связано, очевидно, с тем, что замена (4.3) предполагает, в 
основном, квадратичную зависимость ^ (*,У) от f , а вблизи 
кривой Т коэ©ициент при У мал, и здесь необходимо учитывать 
кубическую зависимость от f • Поэтому интегрирование в (3.1) и 
(3.2) будем вести по контурам, изображенным, на рис.7 и, следуя 
[7] ,' применим кубическую замену переменной вида 

6" *(х,Г) =-?(*)-j4*K+i 
(5.3) 

где 6 - новая переменная,. В L7J показано, что замена (5.3) 
может быть регулярной только в случае, когда , . 1 

^ (х) 4 [т(»,го +TM»>] 4 № + M x ) J -
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Эйконал X (х)соответствует лучу, уже коснувшемуся каустики, 
* ^ (&) еш-е н е дошедшему до нее. Регулярная ветвь преобра 

, индуцируемого (5.3) определяется равенствами ат; 
зован: 

в ( Г 0 " + ^ ^Иг)=-^ 

I 
Ik 

(5.5) 

/if ' JS 
A * '*' 5 

РИС.7 Рис.8 
После замены переменной (5.3) в (3.1) и (3.2) приходим к 

новому представлению для ± 0 и 1 1 : 

A. w . • k - 0 , 1 (5.6) 
где W (X,6-, 00) — £ — ^ k S J . а фикции W.-Jx) 

выражаются алгебраически через к{Л / и k ^ / 
Контуры X ^ изображены на рис.8, а величина Ъ ( х ) , на которую 
одаигается нижний конец контура £ < , находатоя из кубического 
уравнения , 3 

° (5.7) 
Так для Х £ Е из определения (5.5) регулярной ветви преобра­
зования (5.3) следует, что 

\(Х) = 
^)ЦХ), если X лежит левее Щх,еЩ 

-\1]цг)--п~— 8аТ(хе£»). 
Обратимся к рис.8. В заштрихованных секторах подынтегральное вы­
ражение (5.6) убывает экспоненциально.при | в>| ——- оо 
тому концы контуров Х £ » лежащие'внутри этих векторов^можно 
"отнести" на бесконечность, скажем, по лучам сиъа & = Ж. и 

поэ-
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CWij.S' = -g-Su . Меняя местами в (5 .6) интегрирование и 
суммирование перейдем к выражениям для 1 0 и ] , через интег­
ралы вида 

I * - [е*р {селj^(x)-^(x)S4 -£] j ( б - V ( x ) ) ^ , 
^k (5,8) 

Интегралы -J. и п 0 легко выражаются через функцию Эйри 'У 
и ее производную 1*' , а для вычисления I и Н , необходимо 
ввести т . н . неполную функцию Эйри [ i , 5 , 7] , функцию двух аргу­
ментов вида: о о р 1 6 

jb J (5.9) 
В результате получим для 1 0 обычные формулы "каустической" 

асимптотики: 

а для 1 , : 

т </б «'«едГш У5 г ^ У ч ^ л г ^ х ) + 

(5.10) 

Loorjoc,) 

(5.II) 
В (5.II) | ( x ) , Ji(») , Ajjxbi B ^ x ) - те se, что и в (5.10), 
Ъ(х) определяется из уравнения (5.7), 
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Функции Z j (X) выражаются алгебраически через известные функции 
TJ k e(X) и ^ ( х ) (см. (3.1), (3.2)). 

Подобно формуле (4.5) выражение (5.II) .можно сразу принять 
в качестве "анзаца" и получить уравнения переноса для искомых 
функций Z ; (х) . Начальные данные для этих уравнений опять-та­
ки определяются из условия снлейки с решением в окрестности тер­
минатора О . 

Следует отметить, что получение формулы (5.II) является цен­
тральным моментом в исследовании волнового поля вдоль S » т.к. 
на конечных расстояниях от Т можно воспользоваться асимптотика­
ми неполных ' функций Эйри [ i , 5] и получить непосредственно из 
(5.II) формулу (4.5) и аналогичную формулу .для окрестности 22%. 
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Bylyi I.Y. The Field of Nonregular Short Wave scattered 
by a Smooth Convex Object in Penumbra, 

The paper presents asymptotic formula for the field nearly 
the edge of caustic partially overshuded by a smooth convex ob­
ject. Tht formula bears resemblance to famous Kravtsov-Ludwig 
expansions at a caustic, incomplete Airy functions are involved. 
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