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М А К С И М А Л Ь Н Ы Е О С О Б Е Н Н О С Т И НА М Н О Г О О Б Р А З И И Ф А Н О V 6

3 

1. В работе В. А. Исковских [1] описана группа бирациональ-
ных автоморфизмов многообразия Фано V6

3 — гладкого полного пере­
сечения квадрики и кубики в Р 5. Этот результат, полученный мето­
дом выделения и исключения или откручивания максимальных осо­
бенностей, является одним из наиболее ярких достижений современ­
ной бирациональной геометрии в размерности три. К сожалению, дан­
ное в [1] доказательство содержит пробел (в шаге 3 доказательства 
георемы 4.8, с. 216-218) . Настоящая заметка посвящена его устране­
нию. Не вдаваясь в детали, остановимся на ключевых моментах рас­
суждений, продемонстрируем общую логику исключения максималь­
ных кривых, стягивающихся в точку. 

2. Дадим набросок доказательства следующего утверждения. (Мы 
находимся в ситуации, описанной в § 4 [1], и пользуемся всеми вве­
денными в [1] понятиями и обозначениями.) 

П р е д л о ж е н и е 1. Предположим, что: (i) всякая прямая на 
V — общего типа, т. е. ее нормальный пучок изоморфен 

®6?pi (—1), (ii) на V нет трех прямых, проходящих через одну точку 
и лежащих в одной плоскости. Тогда если на самом многообразии V 
нет максимальных кривых и точек, то нет и бесконечно близких мак­
симальных особенностей. 

З а м е ч а н и е . Простой счет констант показывает, что для обще­
го многообразия У 6

3 условия (i) и (ii) выполнены. § 4 работы [1] 
вместе со сформулированным предложением 1 дает полное доказа­
тельство теоремы об образующих и соотношениях группы Bir V 6

3. 
3. Пусть Ba-i — максимальная кривая, стягивающаяся в точку 

П р е д л о ж е н и е 2. Имеет место один из следующих случаев. 
A. Не существует прямой на V, проходящей через Во. 
Б. Через В 0 проходит по меньшей мере одна прямая на V и ли­

бо (/) граф Га содержит только одну вершину-плоскость Еи т. е. 
h(S)={l}, либо (ii) # / 2 ( 5 ) > 2 , граф Га начинается так: 1 < 2 < 
где В х — точка, Е2^Р2 и для любой прямой ZczV, B0^Z имеем В ^ 
^Zx (верхний индекс i у цикла обозначает, как всегда, его собствен­
ный прообраз на Vi). 

B. # / 2 ( S ) > 2 , существует в точности одна прямая ZczV, такая, 
что BOEEZ, B^Z1 (В, - точка) и либо (i) / 2 ( 5 ) = { 1 , 2}, т. е. Га содер­
жит только две вершины-плоскости Ех и Е2, а дальше идут линейчатые 
поверхности, либо (ii) # / 2 ( 5 ) > 3 , Та начинается так: 1 < 2 < 3 < . . . 
(возможно, 1 <~3), В 2 — точка и B2^Z2. 
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Г. # / 2 ( S ) > 3 , Г а начинается так: 1 < 2 < 3 . . . (но не 1 < 3) и су­
ществует (единственная) прямая ZczV, такая, что B t ^ Z \ i=0, 1, 2. 

Доказательство — это очевидный перебор возможностей. 
З а м е ч а н и е . В работе [1] доказано, что возможность А не реа­

лизуется. Однако приведенные далее на с. 216—218 рассуждения не 
исключают ни один из вариантов Б, В, Г. Мы покажем, как привести 
данные Б—Г к противоречию. Это исключит максимальную особен­
ность и докажет предложение 1. 

4. Л е м м а 1 (лемма о графе). (1) В ситуации Б (ii) предложения 2 
имеет место альтернатива: либо а) существует подграф графа Та вида Б, 
(i), для которого выполнено усиленное неравенство Нетера—Фано (т. е. 
существует максимальная особенность, удовлетворяющая условию Б, (i)), 
либо б) существует такой набор положительных целочисленных коэффи­
циентов г., i(=J(S), что (\) r*^rt при f e / 2 ( S ) \ { l } , (ii) У* r*v,-> 

iil(S) 

> V] r*A-in> С1'1'1) к л а с с (— r)ei) неотрицателен по отношению 
i£HS) iGh(S) 

к кривым на V/t стягивающимся в точку на V, (iv) (— }Г г*егЬ,-])^г* 
i£l7(S) 

при / G E / J S ) , (V) Yt г*. 
i 'G / 2 (S ) \ { l } 

(2) В случае В (ii) имеет место альтернатива: либо а) существует под­
граф графа Та вида Б, (i) или В, (П, для которого выполнено усиленное 
неравенство Нетера—Фано, либо б) существует такой набор положительных 
целочисленных коэффициентов г*, i e / ( S ) , что (i) г* = r f при i ЕЕ 
e / 2 ( S ) \ { l , 2}, выполнены условия (ii)—(v) пункта б) из (1) и вдобавок 

* € / t ( S ) \ { l , 2 } 

(3) В случае Г г 1 = г 2 < £ rt. 
i € / . ( S ) \ { i } 

И д е я д о к а з а т е л ь с т в а . (1) Исходный набор коэффициентов 
t i удовлетворяет условиям (i) — (iv). Если и (v) справедливо, положим 
Л-*=г,, i^I(S). Если же (v) не выполнено, попытаемся сначала заме­
нить лишь Г\. Положим г* = rt. Легко проверить, что при 

i£/2(S),M 
данном г{* и г г*=г/, i^I(S)\{\), свойства (i) —(v) будут выполнены 
и наша цель достигнута, если только не существует k^I{(S), такого, 
что Bk-\,iczEi^P2 — прямая. Пусть k выбрано минимальным. Тогда 
для сохранения свойства (iii) гх* возьмем большим, равным Иг/, где 
суммирование распространено на / ^ / 2 ( S ) , такие, что / > 1 или / 
(«или» означает объединение). Теперь для сохранения (iv) придется 
изменить Г/?*, заменив его на r*k= У* rt. Если бы В^\ была 

i I2'(S),i-+k 
единственной кривой в Г а , проектирующейся на прямую в Еь то с вы­
бранными г 1*, г/г* и Г(*=Г1 (1=^1, k) мы получили бы, что если Vi+Vk< 
<3п, то выполнено свойство (ii), т. е. в этом случае лемма доказана. 
В общем случае рассуждения аналогичны: будем менять г{ и fi так, 
как это делалось выше, для тех fe/^S), для которых В / _ м — пря­
мая в Ех. В результате можно построить набор г,* со всеми свойства­
ми кроме (ii). Препятствием к выполнению (ii) может быть лишь под­
граф графа Га, описанный в (1) ,а . Аналогично рассуждаем в части 
(2). Часть (3) тривиальна. 

5. Л е м м а 2. Случай Б, (i) предложения 2 не реализуется. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что класс [h—ex) неотрицателен. 
Отсюда легко вывести, что # / i ( S ) < 2 . 

Л е м м а 3. Если выполнено условие (i) предложения 1, то для 
любой плоскости Рс=Р 5 и для общей гиперплоскости Яс=Р 5 , содержа­
щей Р, V(]H — неособая поверхность. 

Доказательство получается в результате несложных геометриче­
ских рассуждений. 

Возьмем теперь плоскость Р, проходящую через точку В0 и со­
ответствующую бесконечно близкой прямой Вх. Ограничивая линей­
ную систему \h'\ на V[\H, где HZDP - общая гиперплоскость, и оце­
нивая ее свободный квадрат (т. е. самопересечение свободной части) 
с учетом того, что выполнено усиленное неравенство Нетера—Фано, а 
при # / i ( S ) = 2 В2 порождает > 2 бесконечно близких базисных точек 
кратности V3, получаем противоречие. 

Л е м м а 4. Случай Б предложения 2 не реализуется. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду леммы 2 возможен только случай 

(1) ,б леммы 1. Но теперь класс у * = £J г\(^к—е^ неотрица-
телен. Простые вычисления показывают, что (hr •#*)<(). Противо­
речие. 

6. Л е м м а 5. Случай Г предложения 2 не реализуется. 
Доказательство состоит из длинной цепочки оценок. Положим 

/ G / 2 ( S ) 

Л е м м а 6. Если для кривой HczVi выполнено неравенство 
(h-y)<0, то H0=Z. 

Доказательство легко следует из части (3) леммы 1. 
Положим <*Г = { 1 < / < Л П В / - 1 , о = 2}, У {bj-X-h)v2 и 2 t -= £ r h 

liv /€/t.(s> 
. 1 = 1 , 2. 

Л е м м а 7. Справедливо неравенство 

0 < ( / i ' 2 . * / ) < ( _ 2 ? + ( - А _ - \} (2^ + 21)}.с, 

где с>0 — несущественный множитель. 
Доказательство проводится стандартными вычислениями с ис­

пользованием леммы 6. 
Положим е = — ( v ^ v a ) , A(t, e) = 6 n 2 — 2 / 2 — е 2 + (t + ^=-^-)2 и q= 

Л е м м а 8. Имеют место следующие три неравенства: 

(i) A < A ( 9 , v 3 ) , (ii)) 6 > 4 ± ^ я , (iii) v 8 > / i + ~ ( 2 / i - e ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пункт (i) получается так: ограничим ли­
нейную систему \h'\ на общее гиперплоское сечение H[\V, содержа­
щее прямую Z, и оценим самопересечение ее свободной части с учетом 
того, что каждая бесконечно близкая к Z базисная кривая Я,-, накры­
вающая Z й-листно, порождает на H{\V dt бесконечно близких базис­
ных точек кратности vi+x. Пункты (ii) и (iii) следуют из усиленного 

4 В М У , № 2, м а т е м а т и к а , м е х а н и к а д а 



неравенства Нетера—Фано (см. [2, § 5] , где используется и подробна 
обсуждается аналогичная техника). 

Учитывая, что —A(t9 е ) < 0 при n<t^2n и / > е > я , имеем^ де 

А ( в , v s ) < A ( e , я + — ( 2 я — в ) ) = Я , ( 9 ) , где Я(П = 5/г 2—t 2— (2я— / ) 2 х 

\ я V 
Л е м м а 9. (i). При <7> — и 9 > 17 + 2 я ижодк — < 0 . . 

2 <? + 1 л /=е 

(ii). Яры < 7 < — иже&к Я ( 9 ) ^ — п 2 . 
2 3 

Доказательство: непосредственные вычисления. 
Теперь противоречие достигается такой цепочкой неравенств: из 

6 > х следует, что А<А,(0)<4я 2 , откуда ввиду леммы 7 q<2, поэто­
му по лемме 9 Д < Я ( 0 ) < 3 п 2 и в силу леммы 7 q<l, теперь снова по 

5 1 лемме 9 А ^ Я ( 0 ) < 2 - ^ - / г 2 , по лемме 7 < 7 < — , откуда, наконец, 
А < 2 я 2 , и мы получаем противоречие с неравенством леммы 7, исклю­
чающее случай Г. 

7. Случай В предложения 2 — промежуточный между случаями 
Б и Г, для его исключения необходимо скомбинировать аргументы из 
пп. 5 и 6 настоящей заметки. Случай B,(i) исключается, как B,(i), 
если кривая В2 не пересекает Z 2 , и как случай Г, если B2{]Z2¥=0. Слу­
чай В, (ii) исключается с помощью леммы 1, (2): положим у* = 
= г* — тогда все рассуждения п. 6 проходят, причем 

i€/*(S) 
с упрощениями, так как из неравенств (v), (vi) леммы 1 (2) можно 
вывести более сильную, чем в лемме 7, оценку: 

0 < ( / i ' V ) < ( ~ 2 f + ( - ^ - l ) ( 2 ; ^ + 2 f ) ) - c , где 2 ? = £ r j , 
i € / f ( S ) 

t = 1, 2 (с—опять некоторый положительный множитель). Разбор случая В 
завершает доказательство предложения 1. 

8. В заключение отметим, что описанный способ рассуждений 
идеологически весьма близок к подходу, проведенному в работе авто­
ра [2] . Познакомившись с чрезвычайно подробным изложением в ста­
тье [2] и следуя предложенной здесь схеме, читатель без труда вос­
становит все пропущенные детали. 
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