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О ДОСТАТОЧНЫХ ПРИЗНАКАХ СУЩЕСТВОВАНИЯ В ГРУППЕ 

БЕСКОНЕЧНЫХ ЛОКАЛЬНО-КОНЕЧНЫХ ПОДГРУПП 

В. П. ШУНКОВ 

Светлой памяти моего дорогого учителя 

Михаила Ивановича Каргаполова посвящаю 

В настоящей с т а т ь е продолжаются исследования по периодическим 

группам, начало которым было положено в выполненных за последнее 

в р е м я работах автора и е г о учеников, В 8 2 найдены достаточные при­

знаки вложения элемента простого порядка в относительно хорошую 

бесконечную подгруппу (с нетривиальной конечной нормальной подгруп­

пой или в локально-конечную подгруппу) . 

В качестве приложения т е о р е м 1, 2 д а е т с я описание периодичес­

ких сопряженно б «примитив но—конечных групп б е з инволюций с у с л о в и ­

ем примерной минимальности. О к а з а л о с ь , что все такие группы локально-

конечны (теорема 3 ) , Случаи, когда группа содержит инволюцию или 

элементы бесконечного порядка, требуют особого рассмотрения , в ы х о ­

дящего з а рамки настоящей статьи . 

Теорема 3 доказана совместно с А . К. ШлёпкИным. 

Обозначения, используемые в работе , стандартны и не нуждают­

ся в специальном разъяснении. 

3 I. Вспомогательные результаты и необходимые определения 

1. Теорема Файта-Томпсока Cl Д : конечная группа нечетного п о ­

рядка разрешима. 
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2. Группа & и ее собственная подгруппа И составляют пару 

Фробениуса, если выполняется условие: 

3 . Группа вида & ~F ^ Н на зывается группой Фробениуса, если 

( £ , И ) - пара Фробениуса 

Подгигппа /7 называется неинвариаитным (дополнительным) множите ­

лем , a F - ядром группы Фробениуса. 

4 . Теорема Бернсайда Пусть pfy - простые числа, не о б я ­

зательно различные. В с я к а я подгруппа порядка ру, из пополнитепь -

1юго множителя конечной группы Фробениуса циклическая. 

5 . Т е о р е м а Шмидта Г_33 : расширение локально-конечной группы 

с помошью локально-конечной группы является локально-конечным. 

6. В соответствии с Г_4Д конечное расширение абелевой группы с 

условием минимальности н а з ы в а е т с я черниковской группой. 

7. Абепева ^ - г р у п п а тогда и только тогда удовлетворяет уело -

вию минимальности для подгрупп, когда она обладает конечной м а к с и ­

мальной подгруппой периода р {/71 > j) я является конечным рас — 

ширением полной абелевой группы С53 . 

8. Группа (г н а з ы в а е т с я Ф-сопряжекно бипркмитявно-конечной, 

конечной группой, 

8. Бесконечная сопряженно бнпрямитивно-конечная группа облада ­

е т бесконечной абелевой подгруппой. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Это предложение д о к а з ы в а е т с я так же, как 



Тогда fj—Fp А И , где Fp - периодическая группа С8 J . 

11. Всякая сопряженно бипримятивная конечная р —группа с у с ­

ловием минимальности является черниковской Г83•• 

12. Группа (г удовлетворяет условию ^ -минимальности, сокра -

шенно ^ — Пил, , если в с я к а я цепочка ее подгрупп 

обладающая таким свойством, что для всякого Ь в множестве ^ 
off 

^ ^ найдется ^ - э л е м е н т , обрывается на конечном номере. Если 

группа (j удовлетворяет условию (jT~mUb для любого ^ €.#" ( £ J , 

то говорят, что /г удовлетворяет условию примарной минимальности. 

Введенные ограничения ^ — /Tli/t и примарной минимальности в 

случае периодических групп совпадают с соответствующими известны­

ми условиями минимальности, введенными С . Н. Черниковым. 

13. Говорят, что группа & обладает ( Д 1 - )полной частью, е с ли 

подгруппа R , порожденная всеми полными абелевыми подгруппа­

ми, абелева и фактор-группа не обладает нетривиальными пол-: 

нымя абелевыми {Q-) подгруппами. 

14. Пусть G - ^ -сопряженно бипримитивно-конечная группа, 

R - нормальная в & подгруппа, удовлетворяющая одному из у с л о ­

вий: J? - черниковская группа; з амыкание каждого элемента из % 

в & конечно. Т о г д а {jJR - ^. - сопряженно бипримитивно-конечная 

группа. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Когда R. - черниковская грушха, это дока ­

зано B C I O J . Вторая возможность для й также осуществима; в Этом 

нетрудно убедиться , используя определение ср -сопряженно бипрямм -

тивной конечности группы. 

15. Пусть (г — сопряженно бипримитивно-конечная группа без 

инволюдий с условием примарной минимальности. Т о г д а & обладает 

полной частью К и фактор-группа сопряженно бинримитивно-

конечна с условием примарной минимальности и с конечными сипов -

скими ^ - п о д г р у п п а м и для любого р £.11 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По предложению 11, для каждогодней" 

сиповские у»-подгруппы черниковские. Ввиду следствия основного 

результата из [ И З , & обладает полной частью К . По предложению 



1 4 j £ / # сопряженно бяпримнтявно-конечна и, очевидно, Qf R у д о ­

влетворяет условию примарной минимальности и силовские р - подгруп­

пы иа GJj? ДЛЯ любого р е конечны. 

Предложение доказано . 

16. Локально-конечная группа G б е з инволюций с конечными с н -

ловскимя р -подгруппами по в с е м , / 5 • удовлетворяющая условию при -

мерной минимальности, локально нормальна. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. По предложению lfG локально разрешима, 

а из предложения 7 Q 2 I ] и конечности силовских р -подгрупп для 

любого р&Ж [G) в ы т е к а е т , что G - локально нормальная группа. 

Предложение доказано. 

§ 2, Теоремы вложения энемента простого порядка группы 

в бесконечную локально-конечную подгруппу 

ЛЕММА. П у с т ь & ~ г р у п п а , 77Ь - б е е к о и е ч — 

н о в м н о ж е с т в о к о н е ч н ы х р а з р е ш и 

м ы х п о д г р у п п и з / ? , с о д е р ж а щ и х н е ­

к о т о р ы й э л е м е н т а ; п р о с т о г о п о р я д -

к а р f у д о в л е т в о р я ю щ е г о с л е д у ю щ е м у 

у с л о в и ю к ) ; э л е м е н т d н е с о д е р ж и т с я 

н и в б е с к о н е ч н о й п о д г р у п п е с н е ­

т р и в и а л ь н о й к о н е ч н о й н о р м а л ь н о й 

р а з р е ш и м о й п о д г р у п п о й , н и в б е с к о ­

н е ч н о й л о к а л ь н о - к о н е ч н о й и л о к а л ь ­

н о р а з р е ш и м о й п о д г р у п п е . Т о г д а и м е ­

ю т м е с т о е л е а"-у ю ш и е у т в е р ж д е н и я : 

1) т - щ и &ьг и.,. и тл и *fy, 
г д е ^ . - к о н е ч н о е м н о ж е с т в о и /Ь - к о ­

н е ч н о е ч и с л о , а п е р е с е ч е н и е п о д ­

г р у п п л ю б о г о б е с к о н е ч н о г о п о д м н о ­

ж е с т в а м н о ж е с т в а (%^ с о в п а л а е т с 

п е р е с е ч е н и е м / ; п о д г р у п п м н о ж е с т в а 

ОС. (б = /. 2 , , . , , я ) ; 



2) в к а ж д о й п о д г р у п п е , с о д е р ж а -

ш е й & , я э Г; а б е л е в а н о р м а л ь н а я п о д -

г р у п п а я в л я е т с я ц и к л и ч е с к 6 й, с о ~ 

д е р ж а щ е й с я в 

3 ) е е л и / / - п о д г р у п п а и з & a F - е е 

н и л ь п о т е н т н ы й р а д и к а л , т о //= F^ А 7^ к 

Fy С и (а) - г р у п п а Ф р о б е н и у с а с я д р о м 

и н е и н в а р я а н т н ы м м н о ж я т е л е м 

4 ) с и л о в с к и е / ' - п о я г р у п п ы и з — ц и— 

к л и ч е с к и е и л и о б о б щ е н н ы е г р у п п ы 

к в а т е р н и о н о в . 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. В о з ь м е м произвольное бесконечное подмно­

жество дЖ; множества 7X1 и обозначим через Sf пересечение всех 

подгрупп из 7X1f. Множество 7717 может обладать т а к и м бесконечным 

подмножеством "ТТТ,, что пересечение всех подгрупп из 7Xt^ отлич­

но от Ь. . Относительно рассуждаем аналогично и т. д . и в ре — 

зультате этого получим с т р о г о возрастающую цепочку конечных п о д ­

групп 

( с 5 С . . . С .?„ С . . . .. . ( 1 ) 

Если бы цепочка ( l ) не обрывалась на конечном номере, то ее 

объединение было бы бесконечной локально-конечной подгруппой, с о ­

держащей элемент OL, вопреки условию ж). Следовательно , п о с т р о е ­

ние цепочки (1) оборвется на некотором номере К , т . е. множество 

7X1^ обладает следующим свойством 1 ) : пересечение всех под -

групп из бесконечного подмножества совпадает с пересечением всех 

подгрупп из с а м о г о бесконечного множества . Д л я множества Шк 

таким пересечением является подгруппа ^ SK . 

Очевидно, объединение всех подмножеств множества Щ/ , обла­

дающих свойством I ) и имеющих в качестве пересечений своих под -

групп подгруппу Tf , также обладает свойством 1 ) . Следовательно , 

существует максимальное подмножество , обладающее свойством 

1) и имеющее в качестве пересечзния в с е х своих подгрупп п о д г р у п ­

пу Z" . 



н н е „ , к 

Исследуем подгруппы на Ш . 

Пусть Н - произвольная подгруппа я з Ш/ , В - подгруппа из 

7j я т акая , что Мл tS) конечен. Докажем, что 

а ) лишь для конечного числа подгрупп И яз Ж и м е е т место 

Действительно, если это не так , то в Ж существует бесконеч ­

ное подмножество н такое , что j / ^ {В)Ф Т} Т а к как , 

по предположению, конечен, то , очевидно, в э т о м случае 

обладает таким бесконечным подмножеством , что 

( П И) П ( J T (Л) N Т. ) непусто} 

во тогда множество % не обладает свойством 1.) вопреки предполо­

жению. Полученное противоречие доказывает утверждение а ) . 

Число подгрупп и з Tf с конечными нормализаторами в & к о ­

нечно. Отсюда а из а ) в ы т е к а е т , что обладает подмножеством Щг 

не содержащим лишь конечное число подгрупп и з 7Ь , и таким, что 

и для каждой подгруппы В из Т} с конечным Л& (В) 

имеет место 

Д а л е е , ввиду условия ж) и конечности Cg (d) , каждый к е е д н -

ничный элемент из Cg {&) почти регулярен в Сг . 

Отсюда и из б ) вытекает , что 

в ) для любой подгруппы И я&ОЬу нормализатор любой нееди -

ничной подгруппы яа-Cfj {&) в И принадлежит . 

Обозначим ч е р е з f нильпотентный радикал подгруппы Н и з ^ н 
я докажем, что 

Предположим, что для некоторой подгруппы К^- 0tj п е р е с е ч е -

£>=FK Off ф1 - Т а к как 

FK **К; Г} +К tfea,) 

я в F^ выполняется нормализаторное условие Г133 , то (£€.Jfg (<&) 

яХк{3))ф. Т . Б е с к о н е ч н о с т ь ^ ^ ) противоречила бы условию я ) , 

а поэтому j{ [£)) конечен. Однако и в этом случае м ы получаем 



противоречия утверждением б). Следовательно, у т в е р ­

ждение г ) верно. 

Пусть Q - элементарная абелева -подгруппа и з Tj а 

Предположим, что д ) неверно. В этом случае обладает 

подгруппой А/ такой, что ф € % (Р^ ) • Пусть Р — силовская 

^ -подгруппа из М и Q dp. Т а к как £ £ ^ (F^) и Q П F^ - / , то 

P,-FMnPH,P,4P я 8=ЫмШ1ПР}ф-1 C 1 8 J . но а е Л ^ fflj и 
Й ^ / , и ,согласно условию ж), (fij - конечная группа, а поэтому 

ввиду утверждения б) $ с / ^ ( й ) < . Однако /tS*FM.n Г} , 

что противоречит утверждению г ) . Следовательно , £ф W (Р#)> 

и д ) доказано. 

Теперь покажем, что Q - циклическая группа и Q с Q (а). 

Сначала рассмотрим случай, когда £ =• р , Предположим, что Q, Ф-Щ.), 

а так как Д 6 У/у (в) , то в Й существует элемент t порядка 

такой, что (а) я 1$ Ш)[}4} . Но тогда , очевидно, не нарушая о б ­

щности рассуждений, можно предполагать , что в, = С^О * ( С ) , С о -

гласно утверждению д ) ^ ^ й ~ { / ^ ) и некоторый элемент порядка ^ из 

й цеитралязует неединичный элемент из F^ (предложение 4 ) . О д ­

нако это противоречит утверждениям в ) и г ) . Случай £ =р р а с с м о т ­

рен. 

Пусть р . По т&ореме Машке П З З , Q=^ ' г д е 

— либо группа Фробениуса, либо R^ — /. 

Если бы А7, не была циклической группой, то , на основании у т в е р ­

ждения д ) и предложения 4, заключили б ы , что некоторый э л е м е н т / i 

п о р я д к а ^ . и з ^ 7 централизует единичный элемент из Fy . Но т о г д а f 

ввиду утверждения ъ\Сц ik) « Т} i ^ f l ^ f / вопреки у т в е р ­

ждению г ) . Следовательно, Р{ - циклическая группа. 

Докажем, ч т о # = / . Предположим противное, т . е . Л7., т*/ . Ввиду 

утверждений в, г ) э л е м е н т а индуцирует в Fff А регулярный-автомор­

физм простого порядка ( это нетрудно п о к а з а т ь ) , и, по т е о р е м е Т о м п ­

сона С15Ц , Fjf Л - нильлотентная группа. Но (p(f_1z{Fy) , а п о э т о ­

му ^ СХ ( / ^ ) . Подгруппа X разрешима, X <? И и X=FF, 

F < Х , а таккакХ/^ < ^ / г , то X/ / : обладает нетривиальной абе-



левой подгруппой . Очевидно, полный прообраз О под -

группы L является нормальной нильпотентной подгруппой в 

, ^ < С, Но тогда Fj, не е с т ь нильпотентный радикал вопреки 

предположению. Следовательно, R^ — / и О, - циклическая группа из 

Cg {&) . В частности ,мы доказали, что в силовской р -подгруппе 

из ^элемент & содержится в единственной элементарной абелевой под­

группе. В этом случае , как известно Tl4D , силовские р —подгруп­

пы я з Т. - циклические или обобщенные группы кватернионов. Одно­

временно мы также доказали , что 

ж) Су ((X) - е сть группа Фробениуса с неинвариантным м н о ­

жителем Cff [&) и ядром Ffl , О с т а е т с я д о к а з а т ь , что/fcFy^F,, 

Р а с с м о т р и м фактор-группу ^~^/f^ • и пусть L — элементарная 

абелева нормальная £ -подгруппа и з . Если бы Ср(а)п 

^L=i , то отсюда и яз утверждения ж) вытекало бы, что (2 индуци­

рует регулярный автоморфизм простого порядка в подгруппе Ь (Л — 

полный прообраз Ь ) , и L была бы нильпотентной С15И . А т а к как 

li О И , Fy^/j &Fy=f=L , то нильпотентность h противоречила бы о п ­

ределению п о д г р у п п ы ^ . Следовательно , Cjj{&)Tib ф4 и, кроме 

этого , р ^% {Ffj) (утверждение д ) ) . Отсюда и из леммы Фраттини 

вытекает , что некоторый неединичный ^"—элемент ft и з / п р и н а д л е ­

жит 0^ {&) . Н о тогда , согласно утверждению д ) , С^ф^С В 

этом случае, используя известные факты о конечных разрешимых 

группах , представим L в виде / - F^ А R , где X - э л е ­

ментарная абелева ^ - г р у п п а и he R , На основания утверждения в ) 

заключаем, что Я С F} . Очевидно, < 2 ( К ) и, по доказанному 

выше, R=ik)<zC& [а] По л е м м е Фраттини, Н~~ Nr {lh)) , ^ в в и ­

ду утверждений в), r ) f / / « ( ( i j j « ^ и H=F^hF-

Если множество Tft^ffl-j бесконечно, то, используя аналогич -

ные соображения, что и при построении подмножества (%7 , п о с т р о ­

им подмножества 0 ^ с пересечением К своих подгрупп, обладаю­

щие в с е м и свойствами, перечисленными в л е м м е . Ввиду с а м о г о с п о ­

соба построения подмножеств CX-j , t подгруппы Ff и Т£ р а з -

личны. Рассуждая таким образом далее , построим последовательность 

подмножеств 

а , , а е , . . . , я к , . ; . ' , ' (2) 



где @%к- подмножество я з 7%Ъ\ ( $ , и ^ и . . . У $ ^ Д о б Лапающее в с е м и 

свойствами, перечисленными в л е м м е , с пересечением 7~ своих 

подгрупп, причем 

Гк*Т,,Тг Тк_< (к-г,?,...). 

По доказанному выше, Тк нормализует некоторую неединичную ц и к л и ­

ческую подгруппу из Сп [&) . А число таких циклических подгрупп 

из On (й) конечно, и их нормализаторы в & конечны (условие * ) . 

Отсюда следует , что число подгрупп типа ^ конечно. Но т о г д а , о ч е ­

видно, процесс построения последовательности ( 2 ) оборвется на ко — 

нечном номере п , т . е . 

е с т ь конечное множество. 

Л е м м а доказана. 

ТЕОРЕМА 1. П у с т ь ^ - г р у п п а , с о д е р ж а 

щ а я а б е л е в у п о д г р у п п у б е е к о н е и н о ­

г о п е р и о д а , j ^ - э л е м е н т п р о с т о г о п о ­

р я д к а р и з £ г , у д о в л е т в о р я ю щ и е с л е д у ­

ю щ е м у у с л о в и ю щщ): 

гр it^fty) к о н е ч н а я р а з р е ш и м а я 

г р у п п а . Т о г д а э л е м е н т е с о д е р ж и т с я 

л и б о в б е с к о н е ч н о й п о д г р у п п е с н е ­

т р и в и а л ь н о й к о н е ч н о й н о р м а л ь н о й 

р а з р е ш и м о й п о д г р у п п о й , л и б о в б е с ­

к о н е ч н о й л о к а л ь н о - к о н е ч н о й и л о ­

к а л ь н о р а з р е ш и м о й п о д г р у п п е. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть h - абелева подгруппа бесконечного 

периода группы & . Очевидно, нам достаточно р а с с м о т р е т ь случай, 

когда - конечная группа. 

Итак, пусть С^{i) конечен. Но тогда , очевидно, множество fit 

подгрупп типа гр бесконечно. Предположим, 

что теорема неверна. При этом предположении мы находимся в у с л о ­

виях леммы. По лемме,7^2/ разбивается на подмножества , обладающие 

свойствами, перечисленными в ней: 



т -а, иаги... иал и щ. 
Введем обозначения: F- совокупность элементов нильпотентяых 

радикалов подгрупп из ?ffi\^>, J f - множество элементов вида ъ£ 

(гe.Jff Ш, £е. Г- , L = /, 2,... , л , ) , 

Очевидно, конечно, а X не содержит лишь конечное число эле -

ментов из h . 

Пусть i ' - произвольный элемент из X . Ввиду определения X 

найдется такой номер К , что гр {£,$ z f ^ ) e / S £ . На основании 

теоремы Силова HI3J и л е м м ы заключаем , что в / ~ и 7^, существу ­

ют соответственно такие элементы С и ^ , что £fC$ *i£& (£), 

Очевидно, 

Таким образом, доказано: 

а ) Каждый элемент S из X е с т ь произведение некоторого э л е ­

мента S из & на некоторый элемент С из F г $ = SC, 

Так как конечно, то из а ) вытекает , что X обладает р а з ­

биением на конечное число подмножеств 

X = X, 1 П 4 U X , . . . UXm ( З ) 
$г S«i 

таким, что 0=S^C£ {У$ еХ^', ,Cg - некоторые элементы с о о т в е т ­
ственно из , ) * 4-=/ , 2 , , . . , я г . 

Очевидно, для любого бесконечного подмножества <7 из Л с у ­

ществует такой номер К , что Зк~0ЯХ^ бесконечно. 

б ) Докажем, что л - периодическая группа. Предположим, ч т о 4 

обладает бесконечной циклической подгруппой ,7 . В этом случае 

подмножества % обладают д в у м я различными Элементами ^ м 63 . С о ­

гласно утверждению а ) и разбиению ( 3 ) 

Отсюда получим 

Далее , а£ принадлежит бесконечной циклической подгруппе ^ и 

О^г / , а поэтому | d | = &ч> . Но, с другой стороны, de.lt = -гр 


