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Кросс-корреляционная функция
усложнений линейных рекуррент

© 2016 г. А. Д. Бугров∗

Рассматриваются усложнения линейных рекуррентных последовательностей
над полем GF (q) и кольцом GR(qn, pn) c взаимосвязанными законами рекурсии.
Оценивается кросс-корреляционная функция между циклами данных последо-
вательностей.
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Введение

Пусть p — простое число, q = ps, где s — натуральное число, P = GF (q)

— конечное поле из q элементов, R = GR(qn, pn) — кольцо Галуа из qn элементов
характеристики pn. Обозначим через u1, u2, . . . , uk линейные рекуррентные после-
довательности (ЛРП) над P с общим характеристическим многочленом F (x) ∈ P [x]

степени degF (x) = m, а через v ЛРП над R с характеристическим многочленом
G(x) ∈ R[x]. Рассмотрим произвольные отображения φ : P k → P , ψ : R → P

и последовательности ω1 = φ(u1, u2, . . . , uk), ω2 = ψ(v) знаки которых определены
равенствами

ω1(i) = φ(u1(i), u2(i), . . . , uk(i)), ω2(i) = ψ(v(i)), i ∈N0, (1)

где N0 = {0, 1, 2, . . .} — множество целых неотрицательных чисел. Последователь-
ности ω1 и ω2 будем называть усложнениями исходных ЛРП u1, u2, . . . , uk и v соот-
ветственно. В [1] и [2] такие последовательности рассматриваются и используются
как псевдослучайные последовательности. Заметим, что если u1, u2, . . ., uk являют-
ся сдвигами одной ЛРП, то последовательность φ(u1, u2, . . . , uk) является выходной
последовательностью фильтрующего генератора с фильтрующей функцией φ.

Здесь решается задача получения нетривиальных оценок значения
кросс-корреляционной функции отрезков

(ω1(0), ω1(1), . . . , ω1(T − 1)), (ω2(0), ω2(1), . . . , ω2(T − 1)),
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где T — общий период последовательностей ω1 и ω2. В [3] эта задача была ре-
шена в частном случае P = GF (2), R = Z2n . В настоящей работе оценки
кросс-корреляционной функции получены в случае, когда F (x) неприводим над по-
лем P и Ḡ(x) = F (x), т. е. G(x) — многочлен Галуа.

Для кольца Галуа R = GR(qn, pn) характеристики pn поле R̄ = R/pR называется
его полем вычетов. Известно, что R̄ — поле из q элементов. Далее для удобства
изложения будем считать, что R̄ = P , а операции сложения в R и R̄ будем обо-
значать одним символом +. Образ элемента a ∈ R при действии естественного
эпиморфизма колец R → R̄ обозначим через ā. Естественный эпиморфизм колец
R → R̄ индуцирует эпиморфизм колец многочленов R[x] → R̄[x]. Образ многочле-
на A(x) =

∑
aix

i ∈ R[x] при этом эпиморфизме будем обозначать через Ā(x), где
Ā(x) =

∑
āix

i ∈ R̄[x].

1. Кросс-корреляционная функция последовательно-
стей

Пусть ω1 и ω2 — произвольные периодические последовательности над P с пе-
риодами T (ω1) и T (ω2) соответственно, T — некоторое общее кратное этих чисел.
Через trPP0

будем обозначать функцию след из поля P в простое подполе P0, зада-
ваемую равенством

trPP0
(x) = x+ xp + . . .+ xp

s−1

, x ∈ P.

Для любого b ∈ P через χb будем обозначать аддитивный характер поля P

χb(x) = exp

{
2πi

trPP0
(bx)

p

}
, x ∈ P.

Назовем кросс-корреляционной функцией последовательностей ω1 и ω2 (см., напри-
мер, [4]) функцию

Cb,ω1,ω2
(t) =

T−1∑
i=0

χb(ω1(i)− ω2(i+ t)), t ∈ 0, T − 1, (2)

где 0, T − 1 = {0, 1, . . . , T −1}. При нулевом b всегда верно равенство Cb,ω1,ω2(t) = T ,
поэтому всюду далее будем исследовать кросс-корреляционную функцию последова-
тельностей только при ненулевом b. В случае когда ω1 = ω2, кросс-корреляционную
функцию называют автокорреляционной функцией последовательности ω1. Введем
обозначение

Cω1,ω2
(t) = max

b∈P\{0}
|Cb,ω1,ω2

(t)|.

Величина Cω1,ω2
(t) характеризует «близость» последовательности ω1 и сдвига

xtω2
def
= (ω2(t), ω2(t+ 1), . . .) последовательности ω2 на t шагов. Чем меньше зна-

чение Cω1,ω2(t), тем больше отличаются друг от друга рассматриваемые последова-
тельности. Известно (см., например, [5]), что Cω1,ω2

(t) = 0 тогда и только тогда,
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когда среди элементов ω1(i) − ω2(i + t), i ∈ 0, T − 1, все элементы из P появляются
одинаковое количество раз. Если p = q, то можно считать, не ограничивая общно-
сти, что P = Zp. Будем говорить, что последовательность ω над кольцом целых
чисел равномерно распределена по модулю p (см. [6, глава 5]), если

lim
N→∞

A(j, p,N)

N
=

1

p
, j ∈ 1, p,

где A(j, p,N) — число элементов среди ω(0), ω(1), . . . , ω(N − 1), удовлетворяющих
сравнению ω(i) ≡ j (mod p). Если последовательности ω1, ω2 — чисто периодические,
то верно равенство

lim
N→∞

1

N

N∑
j=1

exp

{
2πi

b(ω1(j)− ω2(j + t))

p

}
=
Cb,ω1,ω2

(t)

T
,

следовательно, по критерию Вейля [6, теорема 1.2, глава 5] Cω1,ω2(t) = 0 тогда и
только тогда, когда последовательность с элементами

ω1(i)− ω2(i+ t), i ∈N0,

равномерно распределена по модулю p. Если ω1 и ω2 — двоичные последовательно-
сти, то верно равенство

T − 2ρ(ω1, x
tω2) = Cω1,ω2

(t),

где ρ(ω1, x
tω2) — расстояние Хемминга между начальными отрезками последова-

тельностей ω1 и xtω2 длины T (см. [3]).
Пусть отрезки последовательностей

(ω1(0), . . . , ω1(T − 1)), (ω2(t), . . . , ω2(t+ T − 1))

— это вектор-строки значений функций f, g : Pn → P соответственно при некотором
расположении аргументов. Тогда значение кросс-корреляционной функции после-
довательностей ω1 и ω2 совпадает со значением коэффициента кросс-корреляции
между функциями f и g:

Cb,ω1,ω2(t) = Cb(f, g).

Подробнее коэффициенты кросс-корреляции между функциями рассматриваются
в [5]. Заметим, что функция Cb,ω1,ω2

(t), определенная равенством (2), зависит от
выбора параметра T . В основном приложения относятся только к ситуации когда
T = T (ω1) = T (ω2), где T (ω1), T (ω2) — минимальные периоды последовательностей.

2. Оценка кросс-корреляционной функции

Пусть u1,. . ., uk — ЛРП над полем P = GF (q) с неприводимым над P харак-
теристическим многочленом F (x) ∈ P [x] степени degF (x) = m, а v — ЛРП над
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R = GR(qn, pn) с характеристическим многочленом G(x) ∈ R[x], удовлетворяю-
щим условию Ḡ(x) = F (x). Заметим, что degG(x) = m. В этом случае для периодов
T (F ) и T (G) многочленов F (x) и G(x) справедливы равенства

T (F ) =
qm − 1

d
, T (G) = pνT (F ), (3)

где d — некоторый делитель числа qm − 1, а ν — целое число, удовлетворяющее
неравенствам 0 ⩽ ν ⩽ n− 1 (см. [7, утверждение 4.1]).

Обозначим через v̄ последовательность, полученную из v действием естественного
эпиморфизма R → R̄ на каждый ее элемент. Она является ЛРП с характеристи-
ческим многочленом F (x) (см. [7]). Всюду в дальнейшем мы будем рассматривать
случай, когда среди элементов v(0), v(1), . . ., v(m − 1) начального отрезка ЛРП v

есть хотя бы один обратимый элемент кольца R, т. е. v̄ — ненулевая последова-
тельность. Назовем отображение ψ : R → P сбалансированным (см. [8]), если при
каждом a ∈ P уравнение ψ(x) = a имеет ровно |R|/|P | = qn−1 решений относительно
неизвестного x ∈ R.

Пусть χ — канонический аддитивный характер поля P , т. е.

χ(x) = exp

{
2πi

trPP0
(x)

p

}
, x ∈ P.

Группа характеров группы (P ⊕ . . .⊕ P︸ ︷︷ ︸
k

,+) состоит из отображений ви-

да χ(a1x1 + . . .+ akxk), a1, . . . , ak ∈ P . Применяя разложение композиции
χb ◦ φ : P k →C∗

отображений χb и φ по базису характеров группы (P ⊕ . . .⊕ P︸ ︷︷ ︸
k

,+)

(см., например, [9, равенство 12]), получим

χb

(
φ(u1(i), u2(i), . . . , uk(i))

)
=

∑
a⃗=(a1,...,ak)∈Pk

Wχb◦φ(⃗a)χ(a1u1(i)+. . .+akuk(i)), (4)

где Wχb◦φ(⃗a) — спектральные коэффициенты, которые определяются равенством

Wχb◦φ(⃗a) =
1

qk

∑
y⃗=(y1,...,yk)∈Pk

(χb ◦ φ)(y⃗)χ(−a1y1 − ...− akyk).

Введем обозначение
σ1(χb ◦ φ) =

∑
a⃗∈Pk

|Wχb◦φ(⃗a)|.

Приведем некоторые обозначения и результаты из теории колец Галуа (см. [10,
§§ 2, 3]). Введем p-адическое множество Γ(R) = {α ∈ R|αq = α}. Каждый элемент
x кольца R может быть единственным образом представлен в виде p-адического
разложения

x = γ0(x) + pγ1(x) + ...+ pn−1γn−1(x),

где γj : R→ Γ(R), j ∈ 0, n−1, — разрядные функции кольца R. Обозначим через R0

множество, состоящее из элементов 0, e, 2e, . . . , (pn − 1)e, где e — единица кольца R.
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Множество R0 является подкольцом кольца R, изоморфным кольцу Zpn . Через
Aut(R/R0) обозначим множество всех автоморфизмов кольца R, оставляющих на
месте каждый элемент кольца R0. Группа (Aut(R/R0), ◦) — циклическая группа
порядка t, порожденная автоморфизмом σ0, который действует на каждый элемент
x ∈ R, имеющий p-адическое разложение x = γ0(x) + pγ1(x) + ... + pn−1γn−1(x),
следующим образом:

σ0(x) = γ0(x)
p + pγ1(x)

p + ...+ pn−1γn−1(x)
p.

Функция след TrRR0
из кольца R в кольцо R0 определяется равенством

TrRR0
(x) =

∑
σ∈Aut(R/R0)

σ(x).

Для любого элемента c ∈ R отображение χ̂c : R→C∗
,

χ̂c(x) = exp
{
2πiTrRR0

(cx)/pn
}

является характером аддитивной группы кольца R, причем если a и b — различные
элементы кольца R, то χ̂a ̸= χ̂b. Других характеров аддитивной группы кольца R
нет (см. [11, §3]). В дальнейшем будем использовать обозначение χ̂e = χ̂.

Имеет место следующее разложение композиции χ−b ◦ ψ : R → C∗
отображений

χ−b и ψ по базису характеров группы (R,+) (см., например, [9, равенство (12)]):

χb

(
− ψ(v(i))

)
= χ−b

(
ψ(v(i))

)
=
∑
r∈R

µr,−bχ̂(rv(i)), (5)

где

µr,−b =
1

qn

∑
s∈R

χ−b(ψ(s))χ̂(−rs). (6)

Введем обозначение
σ2(χ−b ◦ ψ) =

∑
r∈R

|µr,−b|.

Зададим операцию ⊕ : Γ(R)×Γ(R) → Γ(R) правилом α⊕β = γ0(α+β). Известно,
что (Γ(R),⊕, ·) — поле из q элементов. Определим отображение τ : (P,+, ·) →
(Γ(R),⊕, ·), являющееся изоморфизмом полей, правилом τ(r̄) = γ0(r). Определение
τ корректно, так как все представители одного класса вычетов факторкольца R/pR
имеют одинаковые нулевые разряды в p-адическом представлении.

Заметим, что естественный эпиморфизм колец R → R̄ задается правилом r̄ =

[γ0(r)]. Следовательно, композиция естественного эпиморфизма колец R → R̄ = P

и изоморфизма τ : P → Γ(R) является тождественным преобразованием на P :

τ(r̄) = γ0(r) = [γ0(γ0(r))] = [γ0(r)] = r̄. (7)

Несложно видеть, что для любого r ∈ R верно равенство

pn−1r = pn−1τ(r̄),

которое будет использоваться далее.
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Теорема 1. Пусть ω1 = φ(u1, . . . , uk), ω2 = ψ(v), где ψ — сбалансированное отоб-
ражение. Тогда, если xtv̄ линейно не выражается через систему u1 , u2 , . . ., uk ,
то для кросс-корреляционной функции Cb,ω1,ω2

(t), определенной равенством (2) при
T = T (G), справедливо неравенство∣∣∣∣Cb,ω1,ω2

(t) +
pν

d
χb(φ(⃗0)− ψ(0))

∣∣∣∣ ⩽ σ1(χb ◦ φ)σ2(χ−b ◦ ψ)
pν(dpn−1 − 1)

d
q

m
2 .

Доказательство. Из равенств (1), (2) следует соотношение

Cb,ω1,ω2
(t) =

T−1∑
i=0

χb

(
φ(u1(i), u2(i), . . . , uk(i))

)
χb

(
− ψ(v(i+ t))

)
.

С использованием равенств (4) и (5) будем иметь

Cb,ω1,ω2
(t) =

T−1∑
i=0

∑
a⃗∈Pk

Wχb◦φ(⃗a)χ(a1u1(i) + . . .+ akuk(i))

(∑
r∈R

µr,−bχ̂(rv(i+ t))

)
.

(8)
Пусть x ∈ P , тогда τ(x) представим в виде

τ(x) = γ0(τ(x)).

Используя результаты [10, §§2, 3], получим равенства

TrRR0
(pn−1τ(x)) =

∑
σ∈Aut(R/R0)

σ

(
pn−1γ0(τ(x))

)
=

=

t−1∑
i=0

σi0

(
pn−1γ0(τ(x))

)
=

t−1∑
i=0

pn−1γ0(τ(x))
pi =

t−1∑
i=0

pn−1τ(x)p
i

=

= pn−1
t−1∑
i=0

⊕τ(x)p
i

= pn−1τ

(
t−1∑
i=0

xp
i

)
= pn−1τ(trPP0

(x)) = pn−1 trPP0
(x).

Cледовательно,

χ(x) = e2πi
trPP0

(x)

p = e2πi
TrRR0

(pn−1τ(x))

pn = χ̂(pn−1τ(x)). (9)

Используя равенства (8), (9), получим

Cb,ω1,ω2
(t) =

∑
a⃗∈Pk,r∈R

Wχb◦φ(⃗a)µr,−b

T−1∑
i=0

χ̂
(
ua1,...,ak,r(i)

)
, (10)

где ua1,...,ak,r — последовательность над кольцом R, элементы которой определены
равенством

ua1,...,ak,r(i) = pn−1τ(a1u1(i)) + . . .+ pn−1τ(akuk(i)) + rv(i+ t), i ∈N0.
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Покажем, что ua1,...,ak,r — ЛРП с характеристическим многочленом G(x). Для
этого достаточно показать, что последовательность с элементами pn−1τ(ajuj(i)),
i ∈ N0, для любого j ∈ 1, k является ЛРП с характеристическим многочле-
ном G(x). В терминах работы [12, глава XXV, §2] это значит, что верно равен-
ство pn−1G(x)τ(ajuj) = (0), которое равносильно равенству G(x)τ(ajuj) = (0̄), где
(0) = (0, 0, . . . , 0, . . .), 0 ∈ R, (0̄) = (0̄, 0̄, . . . , 0̄, . . .), 0̄ ∈ R/pR. Пусть G(x) =

∑m
i=0 gix

i,
следовательно, G(x) = F (x) =

∑m
i=0 ḡix

i =
∑m
i=0 fix

i. Поэтому, учитывая равенство
(7), получим

G(x)τ(ajuj) =

m∑
i=0

gixiτ(ajuj) =

m∑
i=0

fiτ(ajxiuj) =

=

m∑
i=0

fiajx
iuj = ajF (x)uj = (0̄).

Покажем, что последовательность ua1,...,ak,r ненулевая при всех r ∈ R\{0} и
(a1, . . . , ak) ∈ P k. Действительно, если бы она была нулевой, то из v̄ ̸= (0̄) име-
ли бы r ∈ pn−1R\{0}, что равносильно r = apn−1, где a — обратимый элемент
кольца R. Тогда

pn−1(av(i+ t) + τ(a1u1(i)) + . . .+ τ(akuk(i))) = 0,

из чего следует равенство

av(i+ t) + τ(a1u1(i)) + . . .+ τ(akuk(i)) = āv̄(i+ t) + a1u1(i) + . . .+ akuk(i) = 0̄,

противоречащее условию ā ̸= 0̄.
Преобразовав равенство (10), имеем

Cb,ω1,ω2
(t) + κ =

∑
a⃗∈Pk,r∈R

Wχb◦φ(⃗a)µr,−b

( T−1∑
i=0

χ̂(ua1,...,ak,r(i)) +
pν

d

))
,

где

κ =
pν

d

∑
a⃗∈Pk,r∈R

Wχb◦φ(⃗a)µr,−b.

Найдем значение κ. Согласно (4) и (5)

κ =
pν

d

∑
a⃗∈Pk

Wχb◦φ(⃗a)

(∑
r∈R

µr,−b

)
=
pν

d
χb(φ(⃗0)− ψ(0)).

Значит

Cb,ω1,ω2
(t) +

pν

d
χb(φ(⃗0)− ψ(0)) =

∑
a⃗∈Pk,r∈R

Wχb◦φ(⃗a)µr,−b

(
T−1∑
i=0

χ̂(ua1,...,ak,r(i)) +
pν

d

)
.

(11)
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По условию отображение ψ сбалансировано, и из (6) следует равенство µ0,−b = 0,
поэтому в равенстве (11) достаточно ограничиться суммированием по всем r ̸= 0.
Переходя к абсолютным величинам, получим∣∣∣∣Cb,ω1,ω2

(t)+
pν

d
χb(φ(⃗0)−ψ(0))

∣∣∣∣⩽σ1(χb◦φ)σ2(χ−b◦ψ) max
a⃗∈Pk,r ̸=0

∣∣∣∣∣
T−1∑
i=0

χ̂(ua1,...,ak,r(i))+
pν

d

∣∣∣∣∣.
Пусть u(i) — такая ЛРП над R с характеристическим многочленомG(x), что ū ̸= (0).
Рассмотрим подробнее значение величины χ̂(u(i)), где χ̂ — аддитивный характер
кольца R, этот факт будем отображать в обозначении χ̂R. Из [10, теорема 8] следует,
что u(i) = TrSR(bα

i), где S = GR(qmn, pn) — расширение Галуа кольца R, b ∈ S, α —
корень многочлена G(x) в кольце S, i ∈ 0, T − 1. Поэтому, учитывая транзитивность
функции след, получим

χ̂R(u(i)) = exp
{
2πiTrRR0

(u(i))/pn
}
= exp

{
2πiTrRR0

(TrSR(bα
i))/pn

}
=

= exp
{
2πiTrSR0

(bαi)/pn
}
= χ̂S(bα

i).

Несложно проверить, что элемент b обратим в кольце S, так как это равносильно
условию ū ̸= (0). Следовательно, ordα = T (G). Также заметим, что ūa1,...,ak,r ̸= (0).
Это позволяет применить теорему 2 из работы [13] к ЛРП ua1,...,ak,r:∣∣∣∣∣

T−1∑
i=0

χ̂R(ua1,...,ak,r(i)) +
pν

d

∣∣∣∣∣ ⩽ pν(dpn−1 − 1)

d
q

m
2 . (12)

Таким образом∣∣∣∣Cb,ω1,ω2(t) +
pν

d
χb(φ(⃗0)− ψ(0))

∣∣∣∣ ⩽ σ1(χb ◦ φ)σ2(χ−b ◦ ψ)
pν(dpn−1 − 1)

d
q

m
2 . □ (13)

Следствие 1. В условиях теоремы 1 верно неравенство∣∣∣∣Cb,ω1,ω2
(t) +

pν

d
χb(φ(⃗0)− ψ(0))

∣∣∣∣ ⩽ pν(dpn−1 − 1)

d
q

m+n+k
2 .

Доказательство. Учитывая нормировку в определении величины Wχb◦φ(⃗a), из п.4
утверждения 2 в [14] следует, что

σ1(χb ◦ φ) ⩽ q
k
2 , (14)

а в [15, теорема 1] показано, что

σ2(χ−b ◦ ψ) ⩽ q
n
2 . □ (15)

Отметим, что если параметры σ1(χb ◦ φ) и σ2(χ−b ◦ ψ) вычислены или для них
известны более точные оценки, чем (14) и (15), то в этих случаях предпочтительнее
использовать неравенство (13).

Введем понятие, обобщающее p-адическое множество Γ(R). Разрядным множе-
ством кольца R называется любое его подмножество K = {k0, k1, . . . , kq−1} такое,
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что все его элементы попарно не сравнимы по идеалу pR (см., например, [13], [16]).
Если K — разрядное множество кольца R, то каждый элемент a ∈ R однозначно
представим в виде

a = a0 + pa1 + . . .+ pn−1an−1, (16)

где ai ∈ K, i ∈ 0, n− 1. Равенство (16) называется разрядным представлением эле-
мента a в множестве K, а элемент ai, где i ∈ 0, n− 1, называется i-м разрядом
элемента a в множестве K. При этом элемент an−1 называется старшим разрядом.
Для каждого t ∈ 0, n− 1 зададим разрядное отображение κKt (a) = at.

Рассмотрим разрядное множество K = {k0, k1, ..., kp−1} кольца R = Zpn . Будем
говорить, что K образует арифметическую прогрессию, если

K = {a, a+ d, a+ 2d, ..., a+ (p− 1)d}

для некоторых элементов a, d ∈ R, a ≡ 0 (mod p), (d, p) = 1. В этом случае будем
использовать обозначение K = Ka,d. Важным примером разрядного множества,
образующего арифметическую прогрессию, является p-ичное разрядное множество
K0,1 = {0, 1, ..., p− 1}.

Следствие 2. Пусть R = Zpn , n ⩾ 2, разрядное множество K = Ka,d образу-
ет арифметическую прогрессию, ψ(x) = ακKn−1(x), α ∈ P\{0}, тогда в условиях
теоремы 1 верно неравенство∣∣∣∣Cb,ω1,ω2

(t) +
pν

d
χb(φ(⃗0))

∣∣∣∣ ⩽ σ1(χb ◦ φ)

(
2

π
ln(pn−1) +

13

40
p+

7

20

)
pν(dpn−1 − 1)

d
q

m
2 .

Доказательство. Заметим, что ψ(0) = 0 и верна оценка

σ2(χ−b ◦ ψ) ⩽
2

π
ln(pn−1) +

13

40
p+

7

20
, (17)

доказанная в работе [13, § 6] для случая α = 1, но верная и для случая α ∈ P ∗, так
как σ2(χ−b ◦ ψ) = σ(χ−b ◦ ψ

α ), где ψ
α (x) =

ψ(x)
α . □

Согласно равенству (2) для всех t справедлива простая оценка |Cb,ω1,ω2
(t)| ⩽ T .

Следствие 3. Пусть
T ⩾ q

n+m+k
2 pν+n−1.

Тогда в условиях теоремы 1 верна нетривиальная оценка |Cb,ω1,ω2
(t)| < T .

Доказательство. В силу следствия 1

|Cb,ω1,ω2(t)| ⩽
pν(dpn−1 − 1)

d
q

m+n+k
2 +

pν

d
< pν+n−1q

m+n+k
2 ,

т. е. при
T ⩾ q

n+m+k
2 pν+n−1

получим требуемый результат. Если T = qm − 1, то последнее неравенство справед-
ливо для всех таких m, что m > n+ k + 2ν+2n−2

5 .
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Следствие 4. Оценка |Cb,ω1,ω2(t)| < T для некоторого класса параметров
(φ, u1, u2, . . . , uk, ψ, v) означает, что комбинирующие генераторы с выходной по-
следовательностью ω1 = φ(u1, u2, . . . , uk), совпадающей с последовательностью
ω2 = ψ(v), не существуют.

Рассмотрим подробнее случай, когда n = 1, R = P , ψ(x) = x, т. е. ω2 — ЛРП над
P с характеристическим многочленом F (x).

Утверждение 1. Пусть xtω2 линейно не выражается через систему ЛРП u1 , u2 ,
. . ., uk . Тогда справедливы соотношения∣∣∣∣∣Cb(ω1, ω2, t) +

χb(φ(⃗0))

d

∣∣∣∣∣ ⩽ σ1(χb ◦ φ)
d− 1

d
q

m
2 ,

∣∣∣∣∣Cb(ω1, ω2, t) +
χb(φ(⃗0))

d

∣∣∣∣∣ ⩽ d− 1

d
q

m+k
2 .

Доказательство. Найдем точное значение σ2(χ−b ◦ ψ):

σ2(χ−b ◦ ψ) =
∑
r∈P

|µr,−b|,

µr,−b =
1

q

∑
s∈P

χ−b(s)χ̂(−rs).

Заметим, что при n = 1 верно равенство χ = χ̂, тогда

µr,−b =
1

q

∑
s∈P

χs(−b− r) = δr,−b,

σ2(χ−b ◦ ψ) = 1

(здесь и всюду далее δr,−b — символ Кронекера), отсюда следует первое неравенство.
Верно также равенство

ψ(0) = 0.

Теперь доказываемое утверждение следует из теоремы 1 и следствия 1. □
Достижимость каждой из полученных оценок устанавливает следующий практи-

чески важный результат, получающийся при d = 1.

Следствие 5. Если в условиях утверждения 1 многочлен F (x) имеет максималь-
ный период T (F ) = qm − 1, то

Cb(ω1, ω2, t) = −χb(φ(⃗0)).

Доказательство. Учитывая равенство d = 1, получим∣∣∣Cb(ω1, ω2, t) + χb(φ(⃗0))
∣∣∣ ⩽ 0.

Следовательно, знак неравенства можно заменить знаком равенства. □
Рассмотрим подробнее случай, когда k = 1, φ(x) = x, т. е. ω1 = u1.
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Утверждение 2. Пусть xtv̄ линейно не выражается через ω1 . Тогда∣∣∣∣Cb,ω1,ω2(t) +
pν

d
χb(ψ(0))

∣∣∣∣ ⩽ σ2(χ−b ◦ ψ)
pν(dpn−1 − 1)

d
q

m
2 ,

∣∣∣∣Cb,ω1,ω2
(t) +

pν

d
χb(ψ(0))

∣∣∣∣ ⩽ pν(dpn−1 − 1)

d
q

m+n
2 .

Доказательство. Так как Wχb◦φ(a) = δa,b, то равенство (11) из теоремы 1 прини-
мает вид

Cb,ω1,ω2
(t) +

pν

d
χb(ψ(0)) =

∑
r∈R

µr,−b

(
T−1∑
i=0

χ̂(ub,r(i)) +
pν

d

)
,

где ub,r — последовательность над R с элементами

ub,r(i) = pn−1τ(b ω1(i)) + rv(i+ t), i ∈N0.

По условию утверждения xtv̄ линейно не выражается через ω1. Следовательно, как
и в доказательстве теоремы 1, получим, что δb,r является ненулевой последователь-
ностью при всех r ∈ R. Значит,∣∣∣∣Cb,ω1,ω2

(t) +
pν

d
χb(ψ(0))

∣∣∣∣ ⩽ σ2(χ−b ◦ ψ)
pν(dpn−1 − 1)

d
q

m
2 .

Второе неравенство следует из первого и из соотношения (15). □
Заметим, что в условиях утверждения 2 не требуется сбалансированность отобра-
жения ψ, которая использовалась в теореме 1.
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