
функциональный анализ и его приложения, 
т. И , вып. 4, 1977, 92—93. 

УДК 519.46̂ ^ 

О ТЕНЗОРНЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЯХ 
ПРЕДСТАВЛЕНИЙ ГРУППЫ SL (2, С) 

Ш. Ш. Султанов 

Рассмотрим тензорное произведение двух неприводимых представлений группы 
SL (2, С) = G, одно из которых унитарно (в обычном смысле), а второе унитарно в. 
Пх-метрике. Случай, когда оба представления унитарны, исследован в работах М. А^ 
Наймарка [1], [2], [3]. 

Напомним описание неприводимых представлений Т , % — {т, р), группы G 
(см. [5]). Пусть g)^ = {i'f ^ С^. I Z |-^+р-2^^/ (—1/2) е С"^], Представление Т^ 
задается формулой Т^ (g)f (z) = \ ?>z + Ь р^-^^"^ фг + 6)^/ ([az + yVl^z + 6]), / е 
е ^ ^ , g ^ G. Представление Г^^^о) унитарно в Z^ (z), а Т^^_^у v = f : ± 2 , i f c 4 , 
± 6 , . . ., унитарно относительно скалярного произведения 

(/, 9)v = Ч 2 — z 'T 7 {^) Ф (2') dz dz', 

которое положительно определено при | v | < 2 (дополнительная серия), а при 2?! <; 
<; I V I <; 2n + 2 , п = 1, 2, 3 , . . . , — ( / , /)^ положительно определено на подпро­
странстве коразмерности п [п -\- 1)/2. Мы рассмотрим случай 2 <^ v <^ 4. По — (/, /)^ 
известным образом строится положительно определенное скалярное произведение 
[/, /Iv (см. [6]). 

Рассмотрим представление if ^ = T^Q ^̂ ^̂  0 Г^̂  -v)» действующее в ^^^^ ^̂ ^̂  0 
^ « (̂0, _v) = ^'- ^ ^' естественным образом возникают скалярные произведения 
[г|?, г|)] (положительно определенное) и (ij), я])) (индефинитное). Пусть Ж — пополнение 
^ ' п о норме У [̂г)), я))]. Представление <^^ продолжается на ^ , которое обозначим 
тоже через с^ . 

Наша цель — изучение инвариантных подпространств представления <^g. Ана­
логичная задача для G = SL (2, R) была рассмотрена автором в [7]. 

1. Н е у н и т а р н а я ч а с т ь п р е д с т а в л е н и я <^^. Введем функции. 
^{ {1,Z)=^},\Z-1 1̂ -2 (1 + U Р)(-̂ +̂̂ ^̂ ^̂ 2 (1 + I 2̂  |)(-X-ia0'2^ (,) ^у ^ ^^^^ 

X I - ( О , J a i - v + 2} , 
Л ' ^ (5. Z) = я h - 5 1 -̂2 (1 + 15 |2)(-Х+гаО/2 (1 + I 2 |2)(-Х+га,)/2(р (̂ ^ ^ ^ ^ ^^^^ 

X 2 - ( 0 , - i a i - v + 2). 

Легко показать, что ^{ (5, z), Ж\ (Е,, z) е . ^ при ReX > 2. 
Л е м м а . Вектор-функции Х\^ (5, z), ^ ^ (5, z) допускают аналитическое про-

должение по Х как вектор-функции со значениями в Ж на область Re К ^ (2 — 'v)/2, 
причем 

/i - Ty^j, Ф1 = Г^^ф. (1) 

Пусть ^0» «^го — замкнутые линейные оболочки множеств {<^^}, {^i^aj (соот­
ветственно) при V/ е 30^^, Уф е «̂ Хз (-^0 "+" ^га^ н^ замкнуто в Ж). Равенства (1) 
приводят нас к следующей теореме. 

Т е о р е м а 1. В Ж имеются три инвариантных относительно <гГа под­
пространства Жл^^ Ж^^Ж;^^ , замкнутая линейная оболочка которых совпадает с Ж и 
Ж+ J_ Жа + Ж;^^^ относительно {^^'^). На Ж^ч Ж;^^^ скалярное произведение (гр, г|)) тож--
дественно равно нулю, а на их замкнутой линейной оболочке Ж о + //^^ оно не вырождает­
ся. Сужения iTа ^^ Жоч Ж;1^^ зкви^илентны (по Наймарку, см. [4]; представлениям. 
Т^ , Гу соответственно. 
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2. У н и т а р н а я ч а с т ь п р е д с т а в л е н и я c^g. Введем плотное в ^ 
множество 

L(zXz) = {f (^, Z): / е С°° , / (5, Z) = О п р и и I > ci, I Z I > С2, | ^ - U < е}. 

При О < V «< 2 в работе [2] М. А. Наймарком получена формула Планшереля. Мы д о ­
казываем, что она при f ^ L (z X z) допускает аналитическое продолжение по v 
на область 2 < Re v < 4. Таким образом получаем «индефинитную» формулу П л а н ­
шереля при 2 < V < 4, т = 2к, А̂  = О, -jb 1, ± 2, . . . 

(/, / ) = « ( v ) 5 ] j \ \T(c--v + 2)/Tic + 2)\Hm'^ + o^)([^\f(^,m,a.v)\^d7]jda-

т —сх> 

где 

• ^ R e { [ o , - i ( 2 ~ v ) P ^ f ( r i , 0 , - a i + i ( 2 - v ) , v)f(^, О, а г - z (2-V), v)dr]^^ 
— Г iv/2) 

^^^)"32язГ([2 —v]/2) ' 

/ (г], 77г, о, v) = \ р (т] — 5) [J^ (т], 5, ?п, о, v) — ^ {Ц, У], т, а, v)] d^, 

J^ (т], ^, 7п, о, V) = \ а (^ — z) Y (2 — т]) / (^, z) dz, 

А л , О, a i - i ( 2 ~ v ) , v) = 5 h - U ' ' ^ - ' [ ^ ( ^ - ^ W 1 ^ 5 , 

с = [Art — t (a + ai) + V — 2]/2. 

Из полученных формул следует 
Т е о р е м а 2. Б подпространстве Ж j^ скалярное произведение {^^'>^) положительно 

определено. Если Ж^ — пополнение ^ + по норме У (iĵ , 1|)) и <|Г^ — продолжение на Ж^ 
сужения оГа ^^ ^\1 ^0 оно унитарно в Ж+ и разлагается на неприводимые представления 
по представлениям основной серии Т^^-^^ |^.. ВЖ+ верна формула Планшереля 

со 

(/, /) = «(v) 2 \ l r ( c - v + 2)/r(c + 2)|2(m2 + a2)/J | f ( t i , 7П, а, v)prf^)^a. 

/ пробегает плотное множество из ^ + , которое допускает явное описание.) 
З а м е ч а н и е . Утверждения: ^ + — полное пространство по норме )^(i|?, -ф), 

Ж есть прямая сумма подпространств Ж+, Ж о + ^i^jj — эквивалентны. В случае 
G = SL (2, R) соответствующее пространство ^ + неполно (сообщено автору Р. С. Ис-
магиловым), а в данном случае полнота ^ + по норме V"(i|), я!)) не выяснена. 

Тензорное произведение представлений Т,^ ^-^ 0 Т.̂  _. отличается от предыду­
щего тем, что его неунитарная часть представляет собой единственное неразложимое 
сцепление двух (эквивалентных представлению Т,^ -_v+2)) представлений с самим собой. 

В заключение приношу глубокую благодарность Р. С. Исмагилову за постановку 
задачи и ценные советы. 

Московский институт электронного Поступило в редакцию 
машиностроения 8 июля 1976 г. 
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