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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ОБРАТНЫХ ЗАДАЧ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ ! ) 

Рассматривается задача выбора таких функциональных параметров в управляемой дина­
мической системе, при которых заданный допустимый процесс является оптимальным. Предла­
гается алгоритм решения этой задачи. 

§ 1 . Постановка задачи 

Пусть управляемый процесс 

iy,u;x) = {y=y(.t), y(t)<=Em, u=u(t), u(t)eEr, 

x=x(t), x(t)eEn, teT=[tQ, t{]} 

описывается задачей Коши для системы обыкновенных дифференциальных уравнений 

х = f(y,x,u,t), x(tQ) = ж 0 . ( 1 . 1 ) 

Здесь x-x(t,y,u) - состояние процесса, т.е. решение задачи Коши ( 1 . 1 ) , зависящее от 
выбранных функций y=y(t), u=u(t), u=u(t) - внутреннее (эндогенное) управление, y=y(t) -
внешние (экзогенные) функции или функциональные параметры системы. 

Под классом допустимых управлений и функциональных параметров будем понимать и з м е ­
римые функции, стесненные прямыми ограничениями 

u(t)sU, y(t)<=Y, (1.2) 

где U с Ет, Y сЕт - компактные множества. 
Качество допустимого процесса определяется функционалом 

J(y,u) = ^ ( a ^ ^ + J* F(y,x,u,t)dt. ( 1 . 3 ) 

Здесь вектор-функция / и скалярные функции f, F непрерывны по совокупности своих пере­
менных вместе с частными производными по х, вектор-функция / удовлетворяет неравенству 
Липшица с одной максимальной константой для любых у е Y, u е U, t е Т: 

\\f(y, х+Ах, и, t)-f(y, х, и, t)\i =s И\Ах\\. 

Предположим, что задано некоторое допустимое управление u*=u*(t), которое ж е л а ­
тельно нам по каким-то соображениям. Требуется найти такие функциональные параметры 
y*-y*{t) из своего класса допустимых, т.е. так настроить систему ( 1 . 1 ) , чтобы заданное 
управление u*=u*(t) в задаче (1.1) — (1.3) было оптимальным: 

у* е. У : J {у*, и) = m i n J ( t / * , и). ( 1 . 4 ) 

Задача ( 1 . 4 ) является одним из вариантов обратных задач оптимизации [ 1 ] в функцио­
нальных пространствах. 
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§ 2 . Первая вспомогательная задача 

Предположим, что для любой допустимой функции y = y ( 0 , teT, мы всегда можем найти 
наименьшее значение нашего функционала по допустимым управлениям: 

й = u(t, y):J(y,u(y)) = m i n Л у , и). (2.1) 

Задача (2.1) является широко известной основной задачей оптимального управления, для 
которой разработаны достаточно надежные итерационные процессы принципа максимума (см., 
напр., [ 2 ] , [ 3 ] ) . В общем случае с помощью этих методов ищется сильный локальный мини­
мум, но если задача (2.1) линейно выпуклая, то последовательность управлений {ик}, г е ­
нерируемая этими методами, является минимизирующей в глобальном смысле. Напомним, что 
линейно выпуклый вариант задачи (2.1) имеет структуру 

х = My, t)x+fa)(y, и, t), x(tQ) = х°, (2.2) 

J(y, и) = <рШх)) + IjiF^y, t)+F2(y, и, t)]dt, (2.3) 

где fix) выпукла по х, F^y, х, t) выпукла по х для всех у е У , t e T . 

Отметим, что система вида (2.2) представляет собой наиболее типичный пример техни­
ческой проблемы настройки коэффициентов матрицы А(у, t) под заданный оптимальный режим. 
Причем в этой ситуации довольно часто функциональные коэффициенты y=y(t) должны быть 
гладкими функциями, ограниченными по амплитуде. Этот вариант будет также исследован в 
статье. 

§ 3 . Алгоритм решения обратной задачи 

Учитывая возможность решения первой вспомогательной задачи, построим неотрицатель­
ный функционал 

Ф(у) = J(y,u*)-J(y,H(y)) 3= 0, у е У , (3.1) 

который непрерывен по у (см., напр., [ 4 ] , с.143). 
УТВЕРЖДЕНИЕ 3.1. Если при каком-то у* е У Ф(у*)=0, то у - решение обратной 

задачи (1 .4) , и наоборот. 
Результат утверждения следует из определения обратной задачи (1.4), вида функцио­

нала (3.1) и первой вспомогательной задачи (2.1). 
СЛЕДСТВИЕ 3.1. 

2 / * е У ж = { у е У : Ф ( 2 / ) = п п п Ф ( ; г ) = 0 } . (3.2) 

Заметим, что решение задачи (3.2) затруднено отсутствием гладкости функционала Ф(у) 
по у, хотя для ее решения существуют определенные подходы [ 4 ] . Мы организуем вычисли­
тельный процесс решения задачи (3.2), в котором используются только аналитические свой­
ства функционала J(y, и) по у и и. 

Для произвольного у е У решим задачу (2.1), зафиксируем Ti(y)eU и построим функционал 

Фу(г) = J(z,u)-J(z,u(y)), zeY. (3.3) 

Этот функционал имеет те же аналитические свойства по z, что и функционал J(y, и) по у 
при фиксированном и. Кроме-того, очевидно, что 

%(У) = Ф(У). (3-4) 

УТВЕРЖДЕНИЕ 3.2. Для каждого у е У выполняется 
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Ф у Ы « Ф(г), zeY. (3.5) 

Действительно, 

Ф (z) = J{z,u*)-J(z,u{y)) « J(z, и") - m i n / ( z , и) = Ф(г), г е У . 
у иеи 

Теперь для каждого у е У определим множество "нулей" функционала $y(z): 

Z(y) = { З е У : Ф у С г ) = 0 } . 

УТВЕРЖДЕНИЕ 3.3. Если У ж * 0 u Z ( y ) * 0 для каждого yeY, то У ж с £ ( у ) , у е У . 

При сформулированных предположениях о существовании решения обратной задачи и с у ­

ществовании нулей функции Ф у (з) для каждого уеУ результат утверждения следует из непре­

рывности функционалов Ф(г), $y(z) и утверждения 3.2. 

АЛГОРИТМ. 

Ш А Г 0. у°(ОеУ, k=0. Решаем первую вспомогательную задачу (2.1) известными и т е ­

рационными методами [ 2 ] , [ 3 ] . Находим uk(t)=u(t, yk). 

Ш А Г 1. Вычисляем значение функционала Ф(у*) по формуле (3.1) . Если Ф(у*)>0, то 

переход на шаг 2, если Ф(у*)=0, то переход на шаг 4. 

Ш А Г 2. Формируем аппроксимирующий функционал Ф к(у)=Фк(у) по формуле (3.3), где 
у 

ФА(у*)=Ф(у*)>0. Осуществляем спуск по функционалу до его нулевого значения 

ук+1:Фк(ук+1) = 0. (3.6) 

Процедура спуска представляет собой вторую вспомогательную задачу, решение которой б у ­
дет описано ниже. 

Ш А Г 3. ук+1=ук, к=к+1, переход на шаг 0. 

Ш А Г 4. y*(t)=y*, стоп. 

Слабая сходимость алгоритма заключена в утверждении 3.3. Действительно, если с у ­
ществует решение обратной задачи и для каждого А;=0,1,2, . . . существует решение второй 

вспомогательной задачи (3.3) , то { y * } c Z ( y ) . Отсюда при выборе таких решений задачи 

(3.6), которые не ведут к зацикливанию процесса, Ф(у*)—»0, к—*а>. 

Теперь осталось построить метод решения второй вспомогательной задачи (3.6). П р е ж ­
де всего заметим, что для каждого Л = 0 , 1 , 2 , . . . это задача минимизации по у ( * ) е У ф у н к ­
ционала 

Ф 4(у) = J(y,u*)-J(y,u(yk)) 

в системе (1.1). Причем итерационный процесс минимизации начинается с у=ук, Ф А (у*)>0, и 

обрывается, как только значение функционала Фк(у) достигает нуля. 

Используя стандартную методику вывода формулы приращения [ 2 ] , получим эту формулу 

для функционала Фк(у). Предварительно введем следующие обозначения. Пусть заданы п р о и ­

звольные допустимые функции y(t) е У и y(t)=y(t)+Ay(t) е У и пусть 

х* = x(t, у, и*), х* = х*+Ах* = x(t, у , и*), 

хк = x(t, y,tZ*), хк = хк+Ахк = x(t,y,uk) 
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- решения задач Коши (1.1) при (у, и*), (у, «*), (у, и*), (у, ик), ик = u(t, ук). Тогда 
формула приращения примет вид 

ДФА(у) = Фк(у)-Фк(у) = - J Д _ Я ( / , у, х*, и , t)dt + 
'Т у 

+ J Д_Я(у*, у, х* ,uk)dt + o^(.llAx*«j)II) - о ^ Н Д х * ^ ) ! ! ) - J 0 / f (IIAx*(t) l l )d* + 

+ f 0 „(IIAx*(t)ll)d* - Г ( Д Э Я ( / , У , Д * , A x * ( 0 \ d f + J r н J T \ у дх / 

+ Г / А Э Я ( / , у , х * , й * , 0 Д в * ш \ Л > ( 3 . 7 ) 

где 

ff(V, у, х , u, t) = {v(f), / ( у , х, « , О ) - F ( y , х, u,t), 

< • , • ) , 11-11 - скалярное произведение и норма в Еп; о^, он - остатки от разложений прира­

щений Д_Я, А<р в ряд Тейлора до первого слагаемого: о ( а ) / а — » 0 , а—*0; Д_, Д_ - частные 

х х у 
приращения по х, у; \p*=xf>*{t), rpk=ipk(t) - решения сопряженной задачи 

^ = _ Э Я ( у , , у , х , и , 0 ^ , = _ 3 f (« (V ) ( 3 8 ) 

Эх Эх 
при (х*, и*), (х*, йк) соответственно. Кроме того, при сделанных предположениях на п а ­
раметры задачи справедливы оценки 

ПДх*«)Н « К Г НД„/(у, х*, u*t)dt, ИДх*(*)Н « К Г ПД„/(у, хк,йк, t)dt. (3.9) 
•'т } у 

Отсюда на стандартной игольчатой вариации 

(y-y(t),yeY, te(r-e, т ] с Г ; 
Д y(t) = \ 

{ у ( 0 , f е Г \ ( т - е , т ] , 

АЕФк(у) = Ф^(у+Д еу)-Ф^(у) = -AJHty*, у, х*,и, г)-Н(у*, у, хк,йк, г)] - е+о(е). (3.10) 
у 

На основании формулы (3.10) легко формулируется необходимое условие оптимальности 
в виде условия максимума по у функции 

^ ( у * , V*, х*, хк, и*, йк, у, t) = Я(у* , у, х*, и , t)-H(y>k, у, хк, йк, t). 

Далее относительно функции Ж строится итерационный процесс, аналогичный процессам [ 2 ] , 
[ 3 ] , на котором 

Ф*<У*°) > Ф^у* 1) > . . . ; Фк(ук°) = Фк{ук) > 0. 

При решении второй вспомогательной задачи (3.6) предложенным способом функциональ­
ные параметры у = у ( 0 системы (1?1), как и управления u=u(t), находятся в классе кусоч­
но-непрерывных (в общем случае измеримых) вектор-функций. Для управлений этот класс 
функций вполне естественен. Однако во многих реальных системах автоматического регули­
рования функциональные параметры или коэффициенты настройки системы на заданный опти- / 
мальный режим по техническим условиям должны быть не только непрерывными, но и гладкими 
функциями, которые ограничены по амплитуде своего изменения: y(t) e[a,b], teT. О т ­
сюда представляется интересным рассмотреть эту ситуацию, которая в процессе реализации 
предложенного алгоритма отразится только на решении второй вспомогательной задачи (3.6). 
Получение алгоритма ее решения в условиях гладкости функций y(t) е У оказалось возмож­
ным н а основе использования идеи внутренней вариации [ 5 ] . 
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§ 4 . Внутренняя вариация 

Внесем дополнительные условия на параметры исследуемой задачи (1.4) . Пусть вектор-
функции у = у ( 0 удовлетворяют прямым ограничениям (1.3) , где У - выпуклый компакт. Кроме 
того, функции у = у ( 0 выбираются из класса гладких и таких, что у ( 0 * const, <еТ 0 с :Т , 
m e s r u > 0 . Пусть также функции / , F, dF/дх, df/dx дифференцируемы по у. 

Введем обозначение 

Но(-)Н = f llo(Olld*. (4.1) 
j j, 

С учетом этого обозначения и дополнительных условий на параметры задачи (1.4) из оценок 
(3.9) следуют оценки 

{ Д х * ( 0 , Д г * ( 0 } « ЛП1Ду(-)И. (4.2) 

( у ) = - Г / Э Я ( у ,у,х,и , О . . Э Д ( » ,у,х,и , 0 A y ( t ) \ d t + о ( | | д у ( . ) 1 1 ) . (4.3) 

Формула приращения (3.7) примет следующий вид: 
„ * „ , * t\ ътл.,.к т к гтк 

ДФ. 
1Т х ду ду 

Относительно базовых допустимых функций y=y(t) варьируемые функции у = у ( 0 построим 
по формуле 

У = У£ = y(t+ecKO), е е [ 0 , 1 ] , (4.4) 
где <5=<5(0, teT - скалярная, непрерывная функция, удовлетворяющая условию 

tQ-t 3(t) =s tx-t, teT. (4.5) 

УТВЕРЖДЕНИЕ 4.1. Если у ( О е У , mo для всех функций d(t), удовлетворяющих не­
равенствам (4.5), функция у (О, построенная по формуле (4-4), допустима: у ( О б У, 
teT. 

Утверждение следует из того, что t+ed(t)=te, t£ е Г, и, следовательно, 

y(t+e<5(0) = у ( * е ) б У , 

т.к. t е Т. Очевидно также, что при е —>0, у —*у. Так как 

А е у « ) = y(t+e8(t))-y(t) = e-d(t)-y(t) + o~(e), 

то на основании оценки (4.2) A£X*(t)~e, A£Xk(t)~e. Тогда формула приращения (4.3) 
на паре (у, у) примет вид 

А£Фк(у) = Фк(уе)-Фк(у) = - e j cok(y,t)-d(t)dt + о ( е ) , е е [ 0 , 1 ] , ( 4 . 6 ) 

где 

а М ) = /dH(y,*,y}x*,u*,t) _ Э Я О Д у ? х * , ц * , 0 y ( t ) \ ( 4 > 7 ) 

* \ Эу ду. ' 

Отсюда необходимое условие локального минимума функционала Фк(у) будет иметь смысл р а ­

венства cok(y,t)=0, teT. Если же о>к(ук, О*0, Ф А (у*)>0, то на основании формулы прира­

щения (4.6), (4.7) выбором функции 3=3(t), удовлетворяющей условию (4.5) , и параметра 

е е (0, 1] всегда можно получить допустимую функцию У £ = У £ ( 0 , при которой 

Фк(у£) < Фк(ук). (4.8) 

Для обеспечения возможно более глубокой релаксации (4.8) функцию 3=3(t) нужно выбирать 
из условия 

ЗкШ : J wk(y, t)3(t)dt — max, tQ-t * d(t) * t ^ t . (4.9) 
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Тогда J ak(yk,t)-dk(t)dt=Nk>0 и в силу (4.6) 

Отсюда следует существование e Q е ( 0 , 1 ] , при котором $к(уе) < ФА(у*). Функцию dk(t) 
можно, например, выбрать в виде 

д.т = ^ — * — е . (у*, о, (4.Ю) 

мк 

где A f A > 0 - весовой коэффициент, обеспечивающий выполнение условий (4.5). Легко прове­

рить, что М =(t -tJmaxIсо(ук, t) I. 
В заключение работы приведем иллюстративные примеры. 
Пример 4 .1 . 

х = A(t)x+fa\y,t)+f™(u,t), x(t0) = х°, 

u(«)eZ7, y(t)eY, 

Д у , « ) = ( с , ж ( ^ ) ) . 
Здесь на основе принципа максимума Л.С.Понтрягина решение первой вспомогательной 

задачи (2.1) находится по формуле 
u(t,y):<y(t),fm(u,t)> -* max, ueU, teT, 

и не зависит от у : г!(£, y)=u(t), т.к. решение сопряженной задачи 

V- = - 4 ( 0 ' У , = ~ с ( 4 - п > 
не зависит от у. 

Функционал (3.1) представим в форме 

Ф(у) = {c,x(tvy,u*)-x(tvy,u)) = ( с , 2 ( ^ ) > , 

z = A(t)z+f{2\u,t)-fi2)(u,t)>Z(t0) = 0, 
т.е. также не зависит от у. 

Тогда, если u*(,t) = u(t), то u*=u*(t) есть решение обратной задачи при любой функции 
y=y(t). В противном случае решение обратной задачи не существует. 

Пример 4.2. 
х = A(t)x+f(y, и, t), x(tQ) = х°, 

u(t)eU, y(t)eY 

/ ( у , и) = ( с , x(tv у, и)). 

Здесь решение первой вспомогательной задачи (2.1) также находится из условия м а к ­
симума 

u ( f , y ) : ( y ( f ) , / ( y , и, t)) —• max, ueU, teT, 

где y>=y>(t) удовлетворяет системе (4.11). 
Функционал (3.1) имеет вид 

Ф(у) = ( с , x(tv у, и*)~х(Лх, y,~u(t, у)). 

В этом случае обратная задача оптимального управления может быть переформулирована так: 

найти функцию y*(f) е Y такую, что заданное оптимальное управление u*(t) е U будет р е ­
шением следующей задачи: 
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<V(*>> /(у*, «*,*)> = m a x < v ( f ) , / ( y * , « ,<)> , teT. (4.12) 
uet/ 

Условие (4.12) во многих случаях допускает простое решение. 
Пример 4.2.1. 

хх = уи, S j ( 0 ) = О, 

х2 = x v ж 2 (0) = О, 

\u(t)\ * 1, \y(t)\ « 1, 

J(y, и) = S j ( l ) + z 2 ( l ) . 

Здесь ipl(t)=t-2<0 для любого допустимого u*=u*(t), условие (4.12) разрешимо в виде 

y*(t) = - o ( t ) s i g n t t * ( t ) , a(t)>0, 

и a ( f ) = 0 в точках, где u*(t)=0. 
Пример 4.2.2. 

S j = x2+yuv хх(0) = 1, 

х2 = у и 2 , ж 2 (0) = 1, 

| u f ( « ) | * 1, г = 1 , 2 , 

J(y,u) = ж 1 (5 )+ж 2 (5 ) . 

'Здесь хр^) = - \ , v 2 ( * ) = * - 6 < 0 , teT. Пусть u* = +l, u*2(t) = - \ . Тогда условие мак­

симума (4.12) для любой функции y=y(t) противоречиво 

- у ( 0 > 0 , ( 1 - б ) у « ) < 0 , teT. 

Это означает, что в данном примере решение обратной задачи не существует ни при какой 
функции y=y(.t). 
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