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ОПЕРАТОРНЫХ У Р А В Н Е Н И Й ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 

Н.М. Ятаев 

Пусть Яд:-сепарабельное гильбертово пространство, Vt = [0,T],Vt^s = 
[S, Т] , где О < S < Т < оо. Обозначим через Н = Ht <S> Нх - гильбертово 
пространство вектор-функций u{i), ^ G , со значениями в Н^, для кото­
рых 

\и,Н\^= [ \u(t),Hx\''dt<oo. 
Jo /о 

в пространстве И будут рассматриваться дифференциально-операторные 
уравнения, допускающие общую запись в виде: 

Lu = Dtp{t)Dlu - a{t)DtAu -\- Ви = f, (1) 

где р{0) = 0; р > О, а > О п.в. в Vt] а\ G Яt; р=^2 G Яt,5 = Яt(Vt,5). 
В некоторых случаях мы будем налагать дополнительные требования на 

а(^). Операторы А, Я : Их -> Я^, вообще говоря неограниченные, 
коммутируют с Dt и имеют области определения D{A), D{B) плотные в 
Нх' Кроме того, множество собственных векторов {^к], общих для опе­
раторов А, Я, образуют в Нх базис Рисса, т.е. существуют константы 
О < ci < С 2 < оо такие, что 

оо 

к=1 к к 

Наряду с уравнением (1) рассматриваются граничные условия 7 ^ , (т г= 
1,2,3, имеющие вид: 

71- fJ'iu\t=zo = y'\tz=T = Dtu\t=T = О, 

Ik : u\t=g = fikDtu\t=o = Dtu\t=T = 0, 
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где /i(7 - некоторый числовой параметр, зависящий от p(t) и принимающий 
значения О или 1, д = О при к = 2и д = Т при А; = 3. 

В ряде работ (см. [1, 2]) рассматривались дифференциальные уравне­
ния четного порядка, вырождающиеся на границе области, в настоящей 
статье получены достаточные условия однозначной разрешимости задачи 
(1), (2) при любой правой части / G Я , указана зависимость характера 
граничных условий по t от поведения р в окрестности нуля и уточняются 
результаты, полученные автором в работах [3, 4]. Наш подход к исследо­
ванию, идеи которого заложены в [5, 6], позволяет сосредоточить основ­
ное внимание на одномерном уравнении (1), т.е. на случае, когда А, В -
умножение на соответствующие константы, и все рассмотрения сводятся 
к анализу в Hf. Это с одной стороны, дает возможность глубже понять 
природу ряда специфических явлений связанных с порядком уравнения и 
вырождением, с другой стороны исследовать вопросы, оставшиеся неизу­
ченными. Существующая техника перехода к операторным уравнениям [7] 
дает возможность рассмотреть затем общее уравнение (1). 

1. В 3Toivf пункте удобно предполагать функции u{t) вещественными. 

Пусть 9{t) > О для п.в. t eVt,e^2 Е Ht^s- Если C^(Vt)-линейное много­
образие непрерывно дифференцируемых функций, удовлетворяющих до-

0 
полнительно условиям и{0) = и{Т) = О, то пополнение функций из по 
норме, порожденной скалярным произведением в Я^: 

\щ]¥^\' = {ви',и'), (3) 

дает гильбертово пространство, которое мы символически обозначили че­
рез . функции из WQ "сохраняют" нулевые граютчные значения, вооб­
ще говоря, не при всех выбранных значениях в{1), а именно, имеет место 
следующая 

Л Е М М А 1. Лля элементов и G справедлива оценка: 

Ш\'<\Ф{1,9)\\и,,Ш^\\ (4) 

где 
Фг(t,в) = f^e-Hт)dт, если \Фг\<оо, 

Ф2{1,в) = 1^ e-\r)dr, если | Ф 1 | = о о , 

при t G Vt,8-
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Л О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Считая G , |Ф1| < оо, можно записать 

u'^(t) = \ в~2б2и'{т) drl'^ < |Ф11 I If, VKj что дает (4) в силу плотности 
о 

в . в случае |Ф1| оо, следует воспользоваться представлением 

/
т 

и провести аналогичные рассуждения. 

При |Ф1| < оо, t G Vt,S, как показывает неравенство (4), элементы 
пространства WQ "удерживают" граничное значение и{0) — О, причем 
оценка (4) является точной, поскольку как показывает пример функций 
u{t) In I In^l, e{t) — t, конечность нормы (3) не обеспечивает конечности 
значения и{0). В силу леммы 1, граничное условие на правом конце Vt для 
функций из WQ является "устойчивым" относительно указанного замыка­
ния. 

Ниже мы будем неоднократно пользоваться следующим критерием вло­
жения весовых пространств. Доказательство приводится аналогично пре­
дельному (Г = оо) случаю [8]. 

Л Е М М А 2. Пусть функции р> О, q > О для почти всех t из Vt. Лля 
того, чтобы существовала константа с, не зависящая от v' такая, 
что 

: / q\v'Wt)dt 
Uo 

необходимо и достаточно, чтобы 

Г гТ 
pv'^{t)dt < с 

2 
(5) 

G — sup 
0 < г < Т ' Or f Г л 

^ p{t)dt] / q-\t)dt 
О J \Jr 

< O O . 

Причем, если с - наилучшая константа в (5), то G < с < 2G. 

Л О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Необходимость. Если г»' < О, то [г,Г] D ззирг»', 
то из (5) вытекает 

[Mr,p-')Pv{r)<c\j q{t)\v'{1)1^1 . 

Пусть [ФгС?',?)! < О С . Положимv'{t) = q ^(/)при^ > rnv' = Onpnt < г. 
Тогда 

[Ф1 (г ,р -1)]Нф2 (г ,д ) ]5 < с . 

Если |Ф2(г, ^)| = оо, то можно прийти к тому же результату, заменив в 
(5) функцию q{t) на q{t) -\- е, е > 0,и перейти к пределу при ^ -> 0. 



Р А З Р Е Ш И М О С Т Ь Н Е К О Т О Р Ы Х К Р А Е В Ы Х З А Л А Ч 1 3 9 

Достаточность. Положим/i(^) = [ Ф 2 ( ^ , ^ ) ] 4 . По неравенству Гёльдера 

Г p{ty{t)dt< Г Pit) r[v'{T)h{T)fq{T)dT 
Jo Jo Jt 

X j\-\T)q-\r)dTdt. (6) 

Докажем теперь, что если (p,v' > О, г > 1, то 

j\{t)(^j\'{x)dx^ dt < J\'(x)(^j\{t)dty dx. (7) 

Действительно, выражение в левой части (7) равно 

£ (^l\'nt)v'(x)xit)dx] dt 

где x{t) ~ характеристическая функция интервала [t, Т] , и по неравенству 
Минковского не превосходит 

1^ (/^[^'(^)"'(^)^(*)]'' ='^'(^^ {£ '^*)' ''^^ 
Согласно (7) правая часть в (б) мажорируется величиной 

Г q{T)[v4r)h{T)Y [pit) Г \h{x)\-'q-\x)dxdtdr. (8) 
Jo Jo Jt 

Подставляя выражение для h во внутренний интеграл в (8), перепишем 
интеграл по t в виде: 

j \ { t ) j\-\x)[^2{x,q)]-Uxdt. (9) 

Так как 

^ q-\x)[Ф,{x,q)]-hdx = 2[Ф2{t,q)]^, 

то интеграл (9) равен 

2 Г p{t)[^2{tA)]^ dt. 
Jo 
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По определению G это выражение не превосходит 

Jo 

Поэтому выражение (8) не больше, чем 

гТ 
[ q{T)h-\T)\v'{r)\4G4-^T)dr = 4G4 qir)[v'(T)]^dT, 

Jo Jo 

Следовательно, неравенство (5) вьшолняется с константой 2G. 

Пусть функция p{t) удовлетворяет условию: 

р(0) = О, > О п.в. t G Vt, p{t) - абсолютно непрерьшна. 

Тогда имеют место леммы 3 ,4. 

Л Е М М А 3. Для вложения W^, "-^ Ht необходимо и достаточно 
выполнение условия: 

\imtФ2{t,p') < со. ( И ) 

Доказательство справедлршости этого утверждения следует из леммы 2. 
В дальнейшем, когда речь идет о пространстве И^ ,̂, то условие (11) 

будем считать вьшолненным. 

Л Е М М А 4 . Вложение, указанное в лемме 3; вполне непрерывно 
тогда и только тогда, когда 

limtФ2{t,p')=^0. (12) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Продолжая функцию и нулем, а р - постоянной 
вне Vt, можем записать 

\u{t + h)-uit),H,\' = j'^\p')-kp')'^'ir)dT \ t 

< Г r[p'{y + t)]-4ydt\u,Wl,\' 
JQ JO 

= h r[p'it)]-4t\u,Wl,\\ 
Jo 
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откуда В силу (12) (см. [9]) следует полная непрерывность указанного вло­
жения. 

Для доказательства необходимости вьшолнение условия (12), положим 
p[t) = t^, тогда вьшолнено условие (11), и в силу леммы 3 имеет место 
вложение W^, Ht. Однако, как показывает пример функций Unit) — 

{nt\In^l'^'^i)" 2 , компактность этого вложения нарушается. 

Пусть И^р(7(7) - гильбертово пространство, полученное пополнением 
C^i^a) - линейного многообразия дважды непрерывно дифференцируе­
мых функций, подчиненных дополнительным условиям 7 ^ при /io- — 1 по 
норме 

|^ ,Ж^(7 , ) |2 - {pDlu,D'iu),cT^ 1 ,2 ,3; 

где p{t) удовлетворяет условиям /?(0) = О, р > О п.в. У{, р^^ Е Ht,a, 
причем 

lim -4T)dr < о о . 

Л Е М М А 5. Если u{t) Е W^{ya), ?7i<? справедливы неравенства 

dr 

где д = О, если сг — 2 и д — Т, если а = 1,3; 

где 
Г $ i ( t ,p ) , если |Ф1| < оо и (7 = 2,3; 

1Ф2(*,Р), для а =^1,2,3. 

(13) 

(14) 

(15) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Неравенство (15) следует из оценки (4) , если в ней 
положить в = рии заменить на Для доказательства (14) достаточно 
оценить одно из выражений: 

u{i)= f\t-r)p-bphD^u(T)dr, 
Jo 

uit) = -j\t-T)p-h{r)ph{r)D]u{T)dT. 

Анализ неравенств (13)- (15) показывает, что для элементов простран­
ства W'^ граничные условия, заданные на сами функции (а также на их 
производные в точке Т) "держатся в классическом смысле". Для произ­
вольной и G (Тсг), сг = 2, 3, условие и'{^) = О можно задавать в клас­
сическом смысле тогда и только тогда, когда |Ф11 < оо. 
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Л Е М М А 6. Пусть p(t) удовлетворяет условиям (10), тогда имеет 
место вложение ^ VF ,̂. 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Действительно, в силу леммы 2 указанное вложе­
ние имеет место тогда и только тогда, когда выполнено условие 

sup |р(^)Ф2(^,р)| < О С . 
0 < t < T 

А последнее эквивалентно выражению 

l̂im \p{t)Ф2it,p)\< О С , 

которое выполнено в силу требований, наложенных на p{t). 

2. В данном пункте мы будем изучать дифференциальное уравнение 

Огр{1)0]и{1) + hu{i) = / ( t ) , 6 > О, (16) 

с граничными условиями 7 1 . Здесь p{i) удовлетворяет условиям (10), ( П ) . 
Считая f Е Hi, умножрш уравнение (16) скалярно на достаточно глад­

кую функцию V, обращающуюся в нуль на концах Vt. В результате преоб­
разования полученного выражения будем иметь: 

(/i ,u,v)^ -{pD^u, Dtv) + Ь{и, v) = (/, v). (17) 

Выражение (17) определяет оператор /i : Ht Ht. Элемент и G ^(^i) 
- области определения оператора /i, если и G И^ /̂, удовлетворяет допол­
нительному условию 

p{p')-hD^,u G Ht,Dtu\t=T = О (18) 

и равенство (17) имеет место для любых f Е Ht, v Е W^,. 

Введем пространство W~,^ с нормой 

sup (19) 
Р 

Р 

полагая при этом (/, v) = (f,v), f Е Ht (скалярное произведение в W^,^). 

Полученное пространство W~,^ изометрически изоморфно пространству 

всех линейных функционалов над W^, и является гильбертовым. Легко 

видеть, что Ht М - , поскольку | / , < \f, Ht\, f е Ht-
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О П Р Е Д Е Л Е Н И Е . Пусть функция и G W^, такова, что для нее сущес­
твует последовательность гладких функций {ui} из D{li), / G Ht и\и — 

О, \hui - /, W~,^\ О при г оо. Тогда функцию и назо­
вем сильным решением уравнения (16) , а соответствующее расширение 
оператора li - сильным расширением. 

Л Е М М А 7. Лля сильного решения и уравнения (16) справедливо не­
равенство 

\n,wl,\<c\f,w;,'\. (20) 

Если выполнено условие 

\untФ2{t,p) < оо, (21) 

то для сильного решения уравнения (16) имеет место оценка 

\и,\У'Ы)\<с\/,Нг\. (22) 

Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . Достаточно проверить неравенства (21) , (22) для 
функций и аппроксимирующей последовательности например, w G ( 7 1 ) . 
Подставив в выражение (IS) v = и, получим цепочку неравенств 

1 /"^ 

и,и) = -{pDlu, Dtu) + b{u, « ) = 2 X '^^ + ^'1^ 

= -\p{D,uf\l + \\u,Wl,\-' +Ь\щЩ\\ 

откуда следует (21) для гладких и. 
Далее считая и G ( 7 ^ ( 7 1 ) , умножим уравнение (16) скалярно на Dtu, 

имеем 

{hu,D^u)=\pD-iuD^u\l-{pD-iu,Dlu)+^-uX\>\n,Wl(^)?-

Поскольку верна оценка \Dtu, Ht\ < с\и, Wp{ji)\, которая имеет место 
тогда и только тогда, когда вьшолнено условие (21) , что следует из (15) , 
то убеждаемся в справедливости неравенства (22) для и Е C ^ ( 7 i ) . 

В силу плотности ( 7 1 ) в соответствующих пространствах, верны оце­
нки (20) , (22) . 

Перейдем теперь к вопросу существования сильного решения уравне­
ния (16). Покажем, что область значений сильного расширения оператора 
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/i заполняет все пространство W^^^. С этойцелью рассмотрим формально-
сопряженное к (16) дифференциальное уравнение 

D'ip{t)Dtv{i) + hv{t) = g. (23) 

Заменрго условие (18) на условие 

p ( я ' ) " Ь ? t ; G Я t , A Ч t = o ^ O , (24) 

определим оператор /* функционалом над W^^,, положга 

{u,llv) = {Dtu,DtpDtv)^b{u,v), 

где г/, г; G W^, и v удовлетворяет дополнительному условию (24) . 
Введем еще одно расширение оператора /i, отличное от ранее введен­

ного. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Функцию и G И^ /̂, удовлетворяющую равенству 

{u,llv) = {f,v), ( 2 5 ) 

имеющему место для любых / G W~,^ и v G VF /̂, подчинершую дополни­
тельному условию (24) , назовем слабым решением уравнения (16) , а соот­
ветствующее расширение оператора li - слабым расширением. 

В силу в в е д е 1 ш ы х определений, элемент из W^,, ортогональный облас­
ти изменения сильного расширения оператора h , является слабым реше­
нием уравнения 

Dtp{t)D^tu{t)-^bu{t) = 0. (26) 

ЛЕММА 8. Слабое решение уравнения (26) единственно и равно ну-
лю. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Определим функцию v из условий: 

D^tP{t)Dtv{t) = -u{t), Xiv\t=o = v\t=T = A2t;'|t=o = 0, 

где 

^ _ 1, если Ni = 0, 

^ ~ 0, если Ni Ф 0, 
^ _ . 1, если N2 - 0, 

^ ~ ^ 0, если iV2 Ф 0. 
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Здесь 

W, = l i m ( V ' / {pT'dr, 
гТ гТ 

N2 = \imt4 p-^iT)dT {p'y^dT. 
Jt Jt 

Подставив функцию v в (25) при / = О, будем иметь 

( £ ) ( U , DtpDtv) + Ь{и, v) = DtpDtvu\l - {и, D^pDtv) + b{u, v) 

- (и, и) - bDtpDtvv\'^ + b(DtpDtv, Dtv) 

= \u,Ht?+\\u,Wl,? + \p{Dtvf\l 

>\u,Ht\\ (27) 

Выбранная фуржния очевидно, является допустимой с точки зрения 
определения слабого решения уравнения (16), все проведенные операции 
законны и граничные члены "исчезают" в силу выбранных граничных ус­
ловий. Из (27) следует, что для и G W^^, влечет |г/, W^, \ = 0. 

TajcHM образом, введенные решения уравнения (16) совпадают, сильное 
решение назовем обобщенным. 

Полученный результат этого пункта сформулируем в виде леммы. 

ЛЕММА 9. Обобщенное решение уравнения (16) существует и един­
ственно при любой f Е . Оператор 1^^ вполне непрерывен тогда 
и только тогда, когда p(i) удовлетворяет условию (12). С класси­
ческой точки зрения правильной постановкой краевых условий для 
уравнения (16) является задание условий 7 1 ; 

/iiw|t=o = w|t=T = Dtw|t=T = О, 
где 

1, если limt_^o^^2(^,p) < оо, 
/^1 

О, если \\mt^Qi^2{i,p) — 00. 

3. Рассмотрим одномерное дифференциальное уравнение 

Dtp{t)Dlu[t) -f a{i)Dtu{t) = fit), (28) 

где p(0) = О, p > О, a > О для п.в. ^ G Vf, е Яt,o•. Здесь мы пред­
полагаем, что вьшолнено условие (21). Наряду с уравнением (28) будем 
рассматривать граничные условия 7 2 , 7 3 (значения параметра р,к мы оп­
ределим позже). 

Считая f £ Ht, умножим уравнение (28) скалярно на функцию v G 
, после преобразования полученного выражения интегрированием по 

частям, имеем 
-ipDiu, Dtv) - iaDtu, v) = if, v). (29) 
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ОПРЕЛЕЛЕНИЕ. Обобщенным решением уравнения (28) при условиях 
7^ назовем функцию и G (Тсг), ^ = 2,3, удовлетворяющую интеграль­
ному равенству (29) для любых v G , f G Hf. 

ЛЕММА 10. При выполнении условия (21) обобщенное решение урав­
нения (28) с краевыми условиями 7̂ - единственно и принадлежит 
пространству Wp{ja), сг = 2, 3. 

ЛОКАЗАТЕЛЬСТВО. В выражении (29) ПОЛОЖИМ = DfU^u G И ^ Д т о - ) , 
тогда будем иметь 

-(pD^ti, D^,v) - [aDtu, Dtu) = (/, Dtu), 

откуда I w,PF^7o-)p < \f,Ht\\Dtu,Ht\. В силу неравенства |Dtii, < 
c\u, Wp{ya)\, следующего из (15) при условии (21), имеет место оценка 

1 « , И ^ р ( 7 а ) | < с | / , Я < | , 

из которой следует утверждение леммы. 

ЛЕММА 11. Обобщенное решение уравнения (28) существует для 
любой правой части f из Ht. 

ЛОКАЗАТЕЛЬСТВО. Заметим, что если в равенстве (29) положить -w 
= DtU, тогда, очевидно, w G и выражение (29) прршет вид: 

V{w, v) ^ (pDtW, Dtv) -h {aw, v) = (/, w). (30) 

Билинейную форму V{w,v) можно рассматривать как новое скалярное 
произведение, определенное, например, над (пространство при/? — 
1). Порожденная этим скалярным произведением норма эквивалентна нор­
ме пространства Wp . Функционал, определенный правой частью (30), ог­
раничен в пространстве , поскольку 

1(/ ,^) |<| / ,Я, | |т; ,Я, |<с| / ,Я, | |г; ,РУ;| . 

Следовательно, по лемме Рисса, он допускает реализацию в виде ^(T/;, V) = 
(f.v), где w G Wp как раз и дает обобщенное решение операторного урав­
нения Vw = / , где V порожден правой частью выражения (30). 

Таким образом, разрешимость задачи (28) - 7о-, сг = 2,3, свелась к 
разрешимости задачи Коши: 

Dtu — -w,u{g) = 0,д = О для 72 и д = Г для 73, 

которая всегда разрешима. 

Таким образом, имеет место 
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ЛЕММА 12. Обобщенное решение уравнения (28) при условиях 
сг = 2, 3, и{д) — fiDtu\t=o = Diu\t-T — О, где 

( О, если (7 — 2, 
9 — { 

L Т, если сг = 3, 

1, если \Ф\(Т,р)\ < оо, 
^ ' О, если |Ф1(Т,р)| = сх), 

существует и единственно для любой f G Ht-

4. Легко видеть, что билинейная форма, определенная левой частью 
(29) задает некоторые операторы /2, /з : Я< , элемент и принадлежит 
D{l(j) - области определения оператора если и из Wp{ya), сг = 2, 3. 
Для любой функции / из Ht существует единственный для конкретного сг 
элемент и G (Тсг) такой, что для любой функции v G справедливо 
тождество (29). В этом случае мы будем кратко писать l^u = / , а = 2, 3. 
Из леммы 10 следует, что операторы вполне непрерывны в Ht. 

При переходе к операторным уравнениям нам будет удобно пользовать­
ся некоторыми оценками резольвент 71 \ {la) операторов /сг, сг = 2, 3. Вмес­
те со свойством полной непрерывности операторов они обеспечивают 
однозначную разрешимость обыкновенного дифференциального уравне­
ния (1) {А, Я - const) при выбранных граничных условиях и соответству­
ющих предположениях относительно операторов А, В. 

ЛЕММА 13. Спектр оператора /2 (/3; если р удовлетворяет усло­
вию (10) W а' > О п.в. в Vt) расположен в левой правой полуплоскос­
ти. При ПеЛ > О (ReЛ < 0) резольвента оператора /2 (/3) равномерно 
по Л ограничена. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Как это следует из ранее проведенных рассужде­
ний, для и G D{l2) справедливо равенство 

(/2W, Dtu) = -{pD]u, Diu) - {aDtu, Dtu). 

Домножив равенство (/2 — \)u — f скалярно на Dtun, взяв вещественную 
часть, получим 

-{pD^u, D'iu) - {aDtu, Dtu) - Re X{u, Dtu) = Re(/, Dtu), 

или при ReA > о, 

\Ке\\и\Т) < |Re(/ , < |/ , Я^| | А г / , Я , |, 

откуда следует равномерная по Л ограниченность для резольвенты IZx (/2) • 
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Рассмотрим билинейную форму, порожденную левой частью равенст­
ва (29). Полагая в ней v = ии интегрируя полученное выражение по час­
тям, будем иметь 

{1зи, и) := -{pDlu, Dtu) ~ {aDtU, и) 

- ^1-, Wl^\' ~ "-^иЩ^ -f l ( a V , u O if, и). 

Равенство (/3 — Х)и — / умножим скалярно на и и, взяв вещественную 
часть, будем иметь 

IW,WI.\' - ^ " ' W i r - ReX{u,u) + {a'u,u) = Щ/,и). 

Если Re Л < О, то I Re Л| < \ f, Ht\\u, Ht\, откуда следует равномер­
ная по Л ограниченность резольвенты оператора / 2 . 

Результаты, полученные в предыдущих пунктах весьма просто реали­
зуются при исследовании уравнения (1), в котором операторы Л, Я : Нх ~> 
Нх, коммутирующие с Dt, обладают общей полной системой собствен­
ных функций, образующей в Нх базис Рисса. Это операторы, подробно 
описанные в [7], составляют довольно широкий класс, примеры их можно 
найти, например, в [10]. 

Пусть К - счетная система индексов, {(рк}кек - система собственных 
функций операторов Л, В, тогда имеет место представление в смысле ра­
венства в Н: 

и - Y^Ukii)^kJ - ^fkit)(pk,A(pk - ак(рк^Всрк = bk(pk 

и операторное уравнение (1) "расщепляется" на бесконечную цепочку обы­
кновенных дифференциальных уравненрш 

Dtpii)Dlukii) - aii)akDtUkit) + bkUkit) =: Л(0- (31) 

Если выполнено одно из трех условий: 

A) A = Q,Rebk > О, pit) удовлетворяет условиям (10), ( И ) и берутся 
граничные условия 7 1 ; 

B) если р > О, а > О, п.в. в Vt] а2 е Ht, р^^ Е Ht^a] Imak =• О, 
Reak > 0,Rebk > Он берутся граничные условия 7 2 ; 

C) если р удовлетворяет условиям (10), (13), рнеотрицательная абсо­
лютно непрерывная функция, а' > О п.в. в Vt, Im О, Re ajt > О, 
Rebk < О и берутся граничные условия 7 3 ; 
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то каждое из уравнений будет однозначно разрешимо. 
Пусть теперь - некоторая последовательность частичных сумм 

ацпроксимирующая / G Я , а {и^}^^ - соответствующая последователь­
ность сумм, составленная из решений уравнения (31). Тогда неравенства 

\uk,Ht\<c\fk,Ht\ (33) 

гарантирует существование предела 

lim и^ = иеН. (34) 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Обобщенным решением операторного уравнеьшя (1) 
назовем элемент и Е определенный равенством (34). 

ТЕОРЕМА. Обобщенное решение дифференциально-операторного 
уравнения (1) при выполнении одного из условий А)-С) существует 
и единственно при любой правой части f из пространства Я . 

Действительно, существование обобщенного решения следует из воз­
можности аппроксимации произвольной функции f £ Н конечными сум­
мами вила (32), а единственность - из справедливости для обобщенного 
решения неравенства \и,Н\ < с | / , Я | , вытекающего из равномерности по 

оценки (33). 

5. Пусть V - трехмерный куб с ребром 27г, отнесеьшый к координатам 
XI, Х2, хз, di операторы Л, В порождаются в гильбертовом пространстве 
Нх{У) функций с рштегрируемым квадратом модуля дифференциальными 
операциями: A{D) = -Df - B{D) = ( - 1 ) ^ ( ^ 1 ) 2 ^ -\- 1), Di = 

д 
т г — , при условиях периодичности по всем ж/. Тогда спектр операторов 
А, в : Нх —> Нх будет состоять из целочисленных точек вещественной 
оси, имеющих координаты kf -\- к^, (—1)^(^:2 + + 1), ki = О, ± 1 , . . . . 
Систему собственных функций дает набор экспонент ехр i{k, х); {к,х) = 
kixi -Ь к2Х2 + ^3^3, образующий в Нх базис Рисса. 

Из теоремы следует 

ЛЕММА 14. Обобщенное решение уравнения 

[Dtp{t)Dt + Dt{D\ + Dl - 1) + {-iy+\Dl - Dl + l)]u = / 

в области [0,Т] x V при условиях периодичности по ж/ и условии В), 
если S = 2N, и условии С), если s — 2N-{-l существует и единственно 
для функции f из Я . 
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