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ТЕОРИЯ ПЕРЕСЕЧЕНИЙ ДИВИЗОРОВ НА АРИФМЕТИЧЕСКОЙ 
ПОВЕРХНОСТИ 

В статье рассказывается о том, как построить для неособой модели 
кривой, определенной над полем алгебраических чисел, теорию, аналогич­
ную теории дивизоров и их индексов пересечений на компактной алге­
браической поверхности. 

Введение 

В этой статье мы определим понятие класса дивизоров на неособой 
модели алгебраической кривой, определенной над полем алгебраиче­
ских чисел К. Это понятие заменяет понятие класса дивизоров на обыч­
ном алгебраическом многообразии относительно линейной эквивалент­
ности. 

Методом, аналогичным тому, которым пользовался Нерон, можно 
построить теорию пересечений для таких классов, которая оказывается 
довольно геометричной и напоминает теорию пересечений на алгебраи­
ческой поверхности. 

§ 0. Определение 

Пусть К—поле алгебраических чисел, AczK—его целые числа. СИМ-
БОЛ оо будет означать какое-нибудь вложение К в поле комплексных 
чисел. Таким образом, имеется п бесконечностей, где п={К : Q], и 2 

оо 

будет означать суммирование по всем таким бесконечностям. Рассмот­
рим гладкую и полную кривую X над полем К-

Через Хоо обозначим риманову поверхность кривой X^tgC. Пусть V— 
любая гладкая и полная модель кривой X над Л. 

Будем называть конечным дивизором на У дивизор в обычном смысле 
слова: 

где ki—целые, a CiCiV — неприводимые замкнутые множества коразмер­
ности 1. 

Кривые Хж—это слои морфизма f : V-^SpecA в бесконечно удален­
ных точках поля К. Будем называть их бесконечно удаленными компо­
нентами; по определению в дивизор могут входить эти компоненты с ве-
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щественными коэффициентами: 

оо оо 

где fe*eZ, A,«,eR. Такие дивизоры образуют группу, которую мы обозна­
чим через Div" (V). Можно рассмотреть и группу Div"(/C) —это будет 
группа дивизоров вида 

р 

где })— простые идеалы поля К, mpGZ, A,TOeR. Главными дивизорами в 
этой группе, по определению, будут дивизоры вида 

S Ма)-» + 2(-1о£1аи 
р оо 

где ае/С, а | а*, | = | оо (а) |. 
Степень дивизора d — это вещественное число: 

deg d = 2 m
P

log ^P + S ^°°; 

степень главного дивизора равна 

S(- log | !a | | p ) + S ( - l o g | a | J = 0 

по формуле произведения. 
Определим теперь главный дивизор для f^K{X). Для каждой оо 

f является мероморфной функцией на римановой поверхности X», и мы 
хотим определить vx^if) как среднее значение (—log | / | ) на Х^. Для 
этого рассмотрим и зафиксируем на каждой поверхности Х^ эрмитову 
метрику ds^ и будем обозначать соответствующий элемент объема че­
рез djioo. Будем считать, что dim*, нормирована так, что 

Г d\ibo = 1. 

Определим £>«>(/) формулой 

Voo{f)= j — log | /1 djx .̂ 

По определению, главный дивизор — это 

где (/) — обычный дивизор рациональной функции на двумерной схеме V* 
Пусть Р (V) — группа главных дивизоров. Определим 

С\(К) =Div(V)/P(y). 
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Такую же группу можно организовать и для Spec /(: 

Cl(K) = Div(K)/P~(K). 
Имеем гомоморфизмы: 

С1К-^С1К, 
С1К-+ЫК 

в группы классов дивизоров в обычном смысле. Оба этих гомоморфиз­
ма сюръективны и имеют одно и то же ядро, которое мы обозначим че­
рез G. Группа G есть фактор-группа вещественного ^-мерного простран­
ства по образу группы единиц поля К при логарифмическом отображе­
нии. Конечно, было бы естественно отождествлять комплексно сопряжен­
ные вложения поля К и рассматривать сопряженные метрики d^*,, но, 
по-видимому, такая необходимость возникнет при более глубоком изу­
чении, а пока нас к этому ничто не вынуждает. Потому-то группа G и 
получилась чуть больше, чем следовало ожидать. Наконец, отметим го­
моморфизм обратного образа: 

Г :Q~K->CT(V). 
Таким образом, группа G приходит снизу. 

§ 1. Индексы пересечений 
Сначала напомним определение обычного индекса пересечения двух 

конечных дивизоров D± и D2. Пусть Д и /2—их локальные уравнения, 
a P^V — нульмерная Точка на V; пусть f(P) =p&SpecA. Тогда индекс 
(DrD2)P определяется формулой: 

(DrD2)P=l(0P>v/(fu h))-logN(P)4 

где N(P) есть число элементов поля k(P)=0P}V/mP)Vy а 1(М) означает 
длину 0Р) у-модуля М. Если один из дивизоров, скажем D2, неприводим 
и горизонтален (т. е. f(D2) =Spec Л), то его можно записать в виде 
Z)2=e(Spec Г), где Г — кольцо целых чисел поля L, конечного над /С, а 
е : Spec Г-^V— морфизм над Spec Л. 

Если !pi, . . . , ft*— простые идеалы кольца Г, лежащие над точкой Р, то 

( D ^ D J ^ S ' - l o g l e V J . 
fix Vi 

Положим 

/(P)-p 

где p ЕЕ Spec Л. Теперь перейдем к определению (Dx • D ^ для двух конеч­
ных дивизоров Dx и D%. После этого глобальный индекс (D1 -[D2) будет по 
определению равен 

2 (Dx-D2)p + 2(Dx-AL. 
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Предположим, что оба дивизора неприводимы. Если один из них — ком­
понента слоя, то полагаем (D1 • D2)TO = 0. Пусть теперь Dx и D2 горизон­
тальны и получаются посредством замыкания в V двух точек Рг и Р2 на 
кривой X с полями определения Lx и L2. Обозначим через {°Оа} и {сюр} те 
вложения полей Lx и L2, которые продолжают фиксированное вложение сю 
поля /( в поле комплексных чисел. Им соответствуют точки Р^ и Р^2 на 

а р 
римановой поверхности Х^. 

Мы определим ( Р ^ • Р^ ) Для каждого а, р, а затем положим 
а 0 

(D, • D2)TO = S (Pei ' PJ-

Определение ( Р ^ • Р^) будет иметь смысл для любой риманозой поверх-
а Р 

ности, снабженной эрмитовой метрикой, и любой пары различных точек на 
ней. Поэтому пусть теперь X — любая риманова поверхность, а Р и Q — 
две ее точки. Пусть ф — элемент объема на X, определенный метрикой 
на X. 

Мы определим вещественный индекс (P-Q)x по аналогии с конечным 
индексом пересечения. Последний можно получить, ограничивая локаль­
ное уравнение одной точки на другую и беря затем абсолютную величину 
(нормирование). 

Сопоставим теперь каждой точке Р е Х гладкую вещественнозначную 
функцию фр(г) на X, которая будет служить глобальным уравнением 
точки Р. После этого определим индекс (P-Q)x формулой: 

(P.Q) =- logcpp(Q). 
Потребуем, чтобы ср была неотрицательной функцией с единственным 
нулем в точке Р, причем этот нуль — первого порядка, т. е. около точки Р 

q>p(z) = \tP(z)\ -u(z), 

где tP(z) —локальный параметр около точки Р, a u(z) —гладкая функ­
ция с и (Р)Ф0. 

Способ выделять среди всех таких функций ср одну-единственную 
был предложен А. Н. Паршиным. Он состоит в том, чтобы наложить на 
функцию фР дифференциальное уравнение Пуассона 

— Д log typixdy = —djx. (*) 

Любые два решения такого уравнения фр и фР пропорциональны, ибо ло­
гарифм их отношения есть всюду гладкая гармоническая функция на X 
и, следовательно, константа. Поэтому решение, нормированное условием 

f log фяф = 0, (**) 
X 

единственно; его мы и возьмем в качестве глобального уравнения точки 
Р. Существование решения мы докажем в § 2, а сначала докажем 
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П р е д л о ж е н и е 1.1. Индекс (P-Q)x симметричен. 
Для доказательства заметим, что если UP и UQ—маленькие круги с 

центрами в точках Р и Q соответственно, то в силу (*) и (**) интеграл 

J $ogq>pMogq>Q —log<pQMogq> J dxdy 
x\uP\uQ 

стремится к нулю, когда стремятся к нулю радиусы кругов UP и UQ. По 
формуле Грина этот интеграл равен 

1 
dUP{JdUQ 

— !og ФР £ bg ф^ + log <pQ £ log yp\ ds9 

д , 
где нормальная производная, a as — натуральный параметр кривой. 

дп 
Переходя к пределу, после несложных вычислений получаем 

2rt(log<M/>)-log<pP(Q)), 
что и доказывает симметричность. 

Те же рассуждения в применении к паре любых функций <р и -ф, каж­
дая из которых обладает конечным числом нулей и полюсов, дают 
формулу 
-£- f (log фД log г|) — log г))Д log q>) dxdy == ^ (»/> (ф) log * (^) — vP (ф) log ф (P)), 

на которую впоследствии мы будем ссылаться как на формулу Грина. 
Теперь осталось определить индексы пересечения с бесконечно уда­

ленным слоем X,». Вот их список: 
(X» -D) = 0, если D — компонента слоя, 
( * е о - * с ) = 0 , 
(X00-D)=ztn, если D — горизонтальный дивизор степени m на общем 

слое. 
П р е д л о ж е н и е \1.2. Индекс пересечения инвариантен относительно 

линейной эквивалентности дивизоров. 
Надо доказать равенство 

( ( / ) .Д)=о. 
Оно очевидно, если D есть компонента слоя или бесконечно удаленный 
слой. Поэтому рассмотрим случай, когда D неприводим и горизонтален; 
тогда Z)=e(Spec Г) в предыдущих обозначениях. 

Если D имеет степень m на общем слое, то ему соответствует точка Р 
кривой X с полем определения L степени m над К. Поэтому каждое вло­
жение оо : К-^С имеет m продолжений до вложения ос/: L->C; из точ­
ки Р при этом возникает система из m сопряженных точек Р», на рима-
новой поверхности Х^. 

Функция f<=K(X) определяет функцию /°° на Хж\ пусть 

(Г)-2мГ)<г 
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Напишем разложение функции f°° (z) по ее нулям и полюсам: 

Здесь функция u(z) не обращается в нуль. Из свойств функций cpQ сле­
дует, что функция и удовлетворяет уравнению 

д log а = 0, 
так что « = CGR. Интегрируя логарифм равенства (1), находим: 

с = 

Теперь напишем: 

((/) • D) 

где 

((/С •£>)• = - S S M/) • log9Q(P00.) = 
QGX OO'/OO 

= - - S log | / (P« ') | -mO o e0. 

Собрав все вместе, получаем: 

(</)-D) = ^ - l o g K / l g + S - l o g l e V U 
«BeSpecr oo' 

а это есть нуль в силу формулы произведения. 

§ 2. Обратимые эрмитовы пучки 
Сейчас мы сформулируем другое, более удобное определение класса 

дивизоров. Пусть сначала X — риманова поверхность с элементом объе­
ма d\i, и пусть L — одномерное эрмитово векторное расслоение над X. 
Метрику на L мы будем обозначать символом || ||. Если s — рациональ­
ное сечение L, то форма типа (1.1) 

= J* lOg | Г | dfXoo = — Уоо (/)• 

оо 

pGSpecA oo 

•±rd'd"log\\s\\= -±.Mog\\s\\dxdy 
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не зависит от выбора s. Она называется формой кривизны связности и 
обладает свойством: 

J-JL-AlogJ IHdegL, 
X 

которое можно получить, применив формулу Грина к функциям llsll и 1 
наХ 

Будем рассматривать только те метрики на L, которые удовлетворя­
ют условию: 

— -i- Л log 11 | | -(degL)4i. (•) 

Все такие метрики пропорциональны друг другу. 
Рассмотрим теперь обратимый пучок £ на схеме У, и пусть на каждом 

векторном расслоении 8ТО, определенном пучком £ на слое Х^ путем 
ограничения, задана некоторая эрмитова метрика || IL, удовлетворя­
ющая условию (*) с d\x = d\x00. Назовем такой объект метризованным 
расслоением над V. 

Если s — рациональное сечение пучка й над V, то мы определим ди­
визор этого сечения равенством 

оо 

где 
Voo(s)^ j — log||s|[dii~» 

a (s)кон— конечный дивизор сечения s на схеме V. 
Если s'— другое рациональное сечение, то s/=f-si где f^K(X), и 

очевидно, что (s7) = (s) + (/). Таким образом, метризованное расслое­
ние определяет класс дивизоров на V. Для доказательства обратного 
утверждения используем. 

П р е д л о ж е н и е 2.1. Пусть X — риманова поверхность с элементом 
объема rfjix, и пусть L — одномерное расслоение над X. Тогда существует 
эрмитова метрика || || на L, удовлетворяющая условию (*). 

Прежде чем доказывать это предложение, покажем, как с его помо-
щью отыскать для заданного класса аеС1 V метризованное расслоение, 
определяющее этот класс. Рассмотрим любой представитель D класса а: 

D = DK0U + yiv00(D)X00. 
оо 

Возьмем обратимый пучок 8=Ov(DKOH) и определим на нем сначала про­
извольную метризацию, удовлетворяющую условию (*)-. Пусть sefi — 
то сечение, для которого 

,^/кон *-'кон« 
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Подправив метрики подходящими постоянными множителями, добьемся 
равенства 

vO0(s)=vO0(D)t 

что и требовалось. Мы получили 
П р е д л о ж е н и е 2.2. Группа С1 V интерпретируется как группа 

классов метризованных расслоений на V относительно тензорного умно­
жения. 

Такая же интерпретация имеет место и для группы О К. здесь метри­
зованное расслоение над Spec Л — это, по определению, обратимый пу­
чок (или проективный модуль ранга 1) L над Spec Л, для которого в 
каждом одномерном векторном пространстве L ® ^ задана эрмитова 
метрика || IL. Так же, как и выше, каждому метризованному расслое­
нию L над Spec Л соответствует класс дивизоров [L]eCl К. Мы не будем 
выписывать соответствующие формулы; они очевидны. Отсюда следует, 
что каждое такое метризованное расслоение L имеет степень degL; это 
вещественное число. 

П р е д л о ж е н и е 2.3. Пусть L — конечное расширение поля К, 
VczL — кольцо целых чисел в L, е:5ресГ->У — морфизм над Spec Л, 
Z) = e*(Spec Г). Тогда для метризованного расслоения % над V имеем: 

(D-£)=dege*S, 

где е*й — метризованное расслоение над Spec Г, которое получается пу­
тем ограничения. 

Доказательство этого предложения — простая проверка, которую мы 
опускаем. 

Наконец, введем еще одно определение. Пусть D — любой конечный 
дивизор на V, т. е. v0O(D)=Q Voo. Рассмотрим обратимый пучок Ov(D). 
Пусть Ov-+Ov(D) —естественное вложение; s0—то сечение Ov(D)f в ко­
торое переходит единица в Ov при этом вложении. Очевидно, что Ov(D) 
можно единственным образом превратить в метризованное расслоение 
так, чтобы voo(s0) = 0 . То, что получится, мы будем, по определению, на­
зывать в дальнейшем Ov(D). Очевидно, что при таком определении 
(So)=D. 

Дальше мы будем применять язык метризованных расслоений как 
более удобный. 

Вернемся теперь к доказательству предложения 2.1. 
а) ЛЕММА 2.1. Пусть L — расслоение степени 0 на римановой по­

верхности X. Тогда на L существует гармоническая метрика. 
Метрика || || на L называется гармонической, если ее форма кривиз­

ны связности равна нулю. Существование такой метрики следует из того, 
что в качестве функций перехода расслоения L можно взять постоянные 
функции, равные по модулю 1, так как расслоение L возникает из одно­
мерного унитарного представления фундаментальной группы поверх­
ности X. 
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б) ЛЕММА 2.2. Существует по крайней мере одна метрика djbi0, для 
которой предложение 2.1 справедливо. 

Для доказательства этой леммы мы найдем одно расслоение L0 с метри-
Л 

кой || |, для которой —7d'd'log|| | > 0 . После этого мы определим d\x0 
ni 

равенством 
^ o = (degL0)- ' .J_d'd"log| Ц. 

Ill 

Если теперь L — любое другое расслоение на X, то для подходящих m 
и п имеем: 

• L n ~ C ® W , degAf-0. 
Поэтому искомую метрику на Ln можно получить, перемножив метрику 
на L0

m и гармоническую метрику на N\ извлекая корень п-й степени, мы 
получим требуемую метрику на L. 

Найдем теперь расслоение L0. Пусть i: X-+PN—любое вложение кри­
вой X в проективное пространство. 

Пусть Р =Р(К), где V — линейное пространство размерности (N + 1)-
Рассмотрим любую эрмитову метрику на К. Она определяет эрмитову мет­
рику на тривиальном расслоении V х Р^. Имеется стандартное одномерное 
подрасслоение S c V ' x Р^, £~O p i V(— 1). Пусть | || —та метрика на £, 
которая получается ограничением с V xPN. Тогда эрмитова форма, связан-
ная с внешней формой типа (1,1) d'd"logl| ||, строго положительна и 

ш 
определяет кэлерову метрику на Р^. Это свойство сохранится при огра­
ничении на кривую X, поэтому в качестве L0 можно взять расслоение 
Л Г 1 - i*OpN (i). 

в) ЛЕММА 2.3 (О переходе к другой метрике). Предложение 2.1 
справедливо для любой метрики. 

Пусть d\ix = Р (z) d\x0 — любая другая метрика, и пусть | ||0 — эрмитова 
метрика на L, для которой 

— — A log | ||0 dxdy = deg L • ф 0 . 
2,п 

Будем искать метрику || ||1=ф(<г) || ||0, для которой 

A log || \dxdy .= deg L - d\iv 

Тогда уравнение на функцию ф имеет вид: 

^-AlogT = (l-P)d[x0 . 

Это уравнение Пуассона. Условие его разрешимости хорошо известно: 
оно состоит в том, что 

J(l—Р)фо = 0, 

file:///dxdy
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и выполняется в силу того, что 

х х 
Решив указанное уравнение, мы найдем искомую метрику || Hi на L. 
Этим доказательство предложения 2.1 завершено. 

З а м е ч а н и е 1. Вовсе не обязательно считать форму d\it строго по­
ложительной; например, можно допустить у нее конечное число нулей. 

З а м е ч а н и е 2. Существование глобального уравнения точки Р — 
функции фр(г) — можно теперь показать следующим образом. 

Рассмотрим на расслоении L = Ox(P) эрмитову- метрику || ||, для 
которой 

Пусть s — сечение L с единственным нулем в точке Р. Тогда 

<pP(z)=c-\\s\\, 

где с — подходящая константа. 

§ 3. Функция Грина римановой поверхности 

О п р е д е л е н и е 3.1. Пусть X — риманова поверхность с элементом 
объема d\i, и пусть фр(г) —глобальное уравнение точки Р относительно 
d\x. Положим G(P, z) =ф р (2) . Функция @(Р, 2 ) = l o g G(P, z) называется 
функцией Грина римановой поверхности X относительно d\x. 

Это определение немного отличается от общеупотребительного. Функ­
ция @(Р, Q) представляет собой индекс (P-Q)x, рассматриваемый как 
функция от Р и Q. Вот список свойств функции G: 

1) G(Р, г) — неотрицательная гладкая функция, определенная в X хХ\Ах> 
где Дх—диагональ; 

2) G(P,z) имеет нуль первого порядка на диагонали; 
3 ) - -1-Д/г (Р ,2) = ф(г); 

4) 0 (Р , г ) -0 ( г ,Р ) ; 
5) f log G(P, г) d|i (г)-=0. 

х 
Этими свойствами она определяется однозначно. Гладкость функции 
G(P, г), как функции двух переменных, требует, конечно, обоснования, 
однако мы этого проверять не будем. 

Пример. Пусть X— Рс, z — аффинная координата на Р\ 

2п (1+| г |2)2 

Тогда 

G2 (а, г) = е | а ~ г ' 2 

(1 + |а|«)(1+|г|«) 
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Функция G(P,z) определяет эрмитову метрику на расслоении 0Ххх(&х)-
Эта метрика вводится равенством || SA || = G (Р, z), где SA — то сечение, в 
которое переходит единица при естественном вложении Оххх—>Оххх(&х)* 
Обозначим эту эрмитову метрику через || || и сформулируем классический 
результат о ее форме кривизны. Для этого рассмотрим пространство QX[X] 
голоморфных дифференциалов на X с эрмитовой метрикой 

X 

Пусть o)i, . . . , (og—ортонормированный базис относительно этой метрики. 
П р едл о ж е н и е 3.1. 

— d'd" log || || = p[d\i + pliii — 
m 

g _ 

2 (ft©* Д Pl®k + p\(Ok Л pl®k) 
.k=l 

Доказательство см. в (*), гл. 4, § 10. Дадим все же краткий его на­
бросок. Более употребительная формулировка предложения 3.1 состоит 
.в том, что билинейная дифференциальная форма 

- L . » " * 0 dzdP 
ш dzdP 

является воспроизводящим ядром для голоморфных дифференциалов: 
если ц — такой дифференциал, то 

.' ш dzdP I 
х ' 

Из свойства (*) и из того, что форма — ^ - d z d P голоморфна по г, уже 
dzdP 

легко вытекает предложение 1.3. Для доказательства равенства (*) 
стоящий там интеграл надо переписать так: 

ш ^ \ дР 

после чего требуемое равенство получается применением формулы Сток-
-са к поверхности X, из которой вырезан маленький кружок с центром в 
точке Р. 

В заключение отметим закон, по которому меняется функция G(P, z) 
лри замене метрики. 

П р е д л о ж е н и е 3.2. Пусть d\it и d\x0— два элемента объема. Пусть 
<р — гладкая функция, которая удовлетворяет уравнению 

Jb\ogq>dxdy=d\i0—d\i{ 
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и нормирована так, что 

J log ф (d\x0 + d^) = 0. (**> 
х 

Тогда если функции G0 и G4 соответствуют метрикам d\x0 и d\xu то , 

е Л Л г ) = Ф ( Я ) . ф ( г ) . С 0 ( Р , г). 

Для доказательства проверим, что функция G0(P, z) -ф(Р) -<р(2) удо­
влетворяет всем требованиям 1)—5) относительно G. Выполнение тре­
бований 1)—4) очевидно, остается только проверить, что 

J log (Ф (Р) • Ф (г) • G0 (Р, г)) ф х (г)=0. 
х 

Для этого, воспользовавшись свойством функции Грина G0 и свойством 
(**), перепишем интеграл в виде 

log<p(P) — JlQg9(2)d|x0(z)+ f logG0(P,г) [фх(г) — dji0(z)b 

после чего, применив формулу Грина, получим требуемое. 

§ 4. Канонический класс и формула присоединения 

Т Е О Р Е М А 4.1. При некотором выборе метрик ds2^ существует метри­
зованное расслоение К над V, которое обладает следующим свойством: 
пусть CczV — гладкий горизонтальный дивизор на V, не проходящий 
через точки V, двойные на слоях. Обозначим через б абсолютный дискри­
минант дивизора С, т. е. дискриминант над Q поля L рациональных 
функций на С. Тогда справедлива формула присоединения: 

С2 + С - K = l o g | 6 | . (*) 

Естественно называть К каноническим классом поверхности V. Д л я до­
казательства теоремы введем обозначение В = Spec А и рассмотрим обрати­
мый пучок соу/в на поверхности V, определенный тем, что он совпадает 
вне множества точек, двойных на слоях, с пучком Qy/в. Будем искать под­
ходящие эрмитовы метрики на пучках ыу/в = Йх^, считая их пока неопре­
деленными. Обозначим через дс/в пучок, Ос-модулей, связанный с относи­
тельной дифферентой С над В. Имеем две точные последовательности: 

0->дс/в->Ос~>&с/в-+0, (1) 

• 0 ^ O V ( - O I C " ^ Q V / B | C - > Q C / B - > 0 . ДО-

Первые два члена последовательности (2) мы рассматриваем как 
метризованные расслоения над С. Так как C = S p e c T , Г — целые числа 
поля L, то всякое такое расслоение над С имеет степень. Предположим,, 
что выполнено требование: 
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{азе есть изоморфизм эрмитовых пространств для каждой ос.} (3) 
Тогда, сравнивая степени, получаем: 

Щ/в • С + С2 = log|дС/в\у 

где дС/в — относительный дискриминант С над В. 
Пусть теперь д — абсолютная дифферента для Spec Л, которая рассмат­

ривается как метризованное расслоение над Spec Л. Определим К равенст­
вом К = <оу/в (g) /*5-1. Тогда 

К • С + С* - (ГГ1) • С + l o g | 6 c / * H bg | бс |, 
что и требовалось. 

Посмотрим теперь, что нужно для выполнения требования (3). Во­
прос сводится к одной римановой поверхности X, точке Р^Х и изомор­
физму 

ох(~Р)\р
аЛ&х\Р 

двух одномерных эрмитовых пространств-слоев расслоений 0Х (— Р) и Ql
x в 

точке Р. 
Эрмитова метрика на расслоении Ох(—Р) получается исходя из опреде­

ления Оу( — С) как метризованного расслоения (см. § 2). Эта метрика задает­
ся тем, что ||s0|| = (p/?, где s0 — каноническое сечение с полюсом в точке Р. 
Теперь заметим, что требование того, чтобы изоморфизм аР был изомет-
рией, само по себе определяет нам некоторую эрмитову метрику на рас­
слоении Qx\ если ее форма кривизны окажется пропорциональной форме d\it 
то мы сможем взять эту метрику для определения соу/я как метризованно­
го расслоения. Вычислим форму кривизны. Заметим, что изоморфизмы а^ 
склеиваются в изоморфизм в целом: 

а : 0 Х х Х ( - Д х ) \Ах — Qx, 

где Ах CZ X X X — диагональ. Мы видим, что построенная нами метрика 
на расслоении Qlx получилась ограничением на диагональ метрики на рас­
слоении Оххх(—Ах)» задаваемой функцией G (Р, г)'1. Поэтому и форма кри­
визны получается ограничением соответствующей формы кривизны на 
X X X; последнюю мы вычислили в § 3. Ограничивая на диагональ, получаем-. 

2 (со* Л ®k + со* Л©*) — 2d\x. 

Условие того, что эта форма пропорциональна d\i, выполнено в единст­
венном случае — когда 

1 g - -
Ф — — * 1 ' У {®k Л со* + со* Д со*). 

Если мы определим метрики d^^ этим равенством, то формула присо­
единения будет справедлива. 
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§ 5. Замена метрик 

В предыдущем параграфе мы выявили ту метрику, которой следует 
оказывать предпочтение. Однако еще предпочтительнее было бы вообще 
изгнать метрику. Оказывается, что в известном смысле это возможно. 

Пусть d\i0 и rfjjti—два элемента объема, и пусть y(z) —функция из 
предложения 3.2: 

Д log ф dxdy = d\i0 — d\xv 

Jlog9(d|i0 + dji1) = 0. 
x 

Пусть расслоение L имеет метрику || ||0, для которой 

Тогда для метрики | ||х = (pdesL • || ||0 будем иметь: 

— ^ Д log || H i -degLd^ . 

Тем самым мы получаем способ сопоставить всякому метризованному 
расслоению й относительно набора метрик djio, «> метризованное рассло­
ение с тем же пучком относительно набора метрик d\iit TO. К сожалению, 
этот переход не геометричен: дивизор сечения при этом изменяет крат­
ности своих бесконечно удаленных компонент. Однако справедливо 

П р е д л о ж е н и е 5.1. Индексы пересечений сохраняются при опре­
деленном выше переходе от одной метрики к другой. 

Мы не будем приводить доказательство. Оно представляет собой про­
стую проверку, которую надо проводить на одной римановой поверхно­
сти, используя формулу Грина. 

Имея возможность переходить от одной метрики к другой, мы можем 
определить обратный образ метризованного расслоения. Будем рассуж­
дать с парой римановых поверхностей X, Y. Пусть f : X-+Y — отображе­
ние степени d, и пусть есть расслоение L на У, метризованное относитель­
но метрики d\iY. Пусть на X задана метрика djn0. Положим d^^-^*d\iY. 
Расслоение f*L естественно метризовано относительно d\ilt Перейдем от 
метрики d\ii к d\xQ указанным выше способом. Этим определен обратный 
образ метризованного расслоения. Легко проверить, что справедливо 

П р е д л о ж е н и е 5.2. При гомоморфизме обратного образа индекс 
пересечения умножается на степень отображения. 
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