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АСИМПТОТИКА СВЕРТКИ ЛАПЛАСА ДВУХ БЕССЕЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ 

Работа посвящена нахождению асимптотики при х-*- + оо интеграла 

X 

Цх) - f f~l (х - tf~l J v ( W ) ^ {a {x - t)) dt, 
о (1) 

a > 0, b > 0, Re (a +-v) > 0, Re (fi + {x) > 0, 

где J4(x), (x) — функции Бесселя п е р в о г о рода ([1], гл. 7) . При Й = & Э Т О Т интеграл вы­
числяется и выражается через линейные комбинации конечного или бесконечного числа бес­
селевых функций первого рода при следующих частных значениях параметров: a — любое, 
р = 1 и л и р = 0; a = v + l , р = ( л - ) - 1 или j 3 = j j - f 2 , или p = ^ v ; о = v + 2, $'—1—"'или 
р - = — У, а — —1, р = 2 , у = 0 ([2], п . 2.12.33, интегралы 1—13). В указанных случаях асимп­
т о т и к у интеграла (1) можно найти, используя нетрадиционную форму записи асимптотического 
разложения при лс-> + °о функции Бесселя: 

J. W ~ y i £ <V2 + v ) H l / 2 - , ) 4 . f e _ 1 / 2 

ft=0 
J ( v + ft+ 1/2) (2) 

где (й) 0 "= 1, ( я ) А = й ( а + 1) . . . (а + Л — 1) — символ Похгаммера (ср. с [1], п . 7.13). 
В общем случае для получения асимптотики интеграла (1) при х->+ оо мож:но исполь­

зовать классические методы [3] — [5], которые оказываются довольно трудоемкими. Здесь пред­
лагается метод, основанный на записи 1(х) в виде суммы двух интегралов по ( 0 , ^ / 2 ) и (х/2, х) 
и использовании представления (2), с п о м о щ ь ю чего исследование асимптотики 1(х) сводится 
к изучению асимптотики более простых интегралов: 

X 

Ф (дг) «• Ф (дг, а. Ь, а, V , , ) - _ [ " (И) { "̂J (at) dt, 

о (3) 

я > 0 , b > 0 , Re(a + v ) > 0 , » = { о } . 

также представляющих интерес . Для компактности изложения здесь и ниже применяется со­
кращенная запись двух интегралов: 

х х 

j " c a - 1 J v (W) sin (ас) dt и j " с 1 - 1 . / , (6c)cos (at)dt. 
0 о 

Полученные результаты оказываются различными как для интегралов (1), так и для ин­
тегралов (3) при а Ф Ь и а~Ь, при этом в последнем случае асимптотические представления 
могут содержать логарифмические члены. Отметим, что интегралы (1) и (3) встречаются в за­
дачах ядерной ф и з и к и [6], о п т и к и [7], физики атмосферы и океана [8]. 

Учитывая (2), представим интеграл (3) в виде 

1 ©о оо 

й ( l /2 + v ) . ( l / 2 ~ v ) f f i f f s i n j / « 1/2)] + 
у ^ л Ц m ! ( 2 & ) " 4 m L W l 1 2 V / 

м 
fs in) / л . m y i ) M 1 VI (1/2 + ^ ) ^ ( 1 / 2 — ч)т 
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<ft, (4) 

где М = [а] — 1 , если я и а = fr, а = 1/2 + т, т'= О, 1 , . . . ; Ж = И, если а = b, а 1/2 + от, 
яг = 0 , 1 , . . . Непосредственным интегрированием по частям доказывается справедливость сле­
дующих асимптотических равенств при х-*- + о о : 

л = 0 

(5) 

л оо 

л=0 

(1 + -j — п)„ Л _ я | COS (I + т - я ) в X 
Л = 0 

г д е с ^ О , ЛГ= [7], если т > 0; N= — 1, если f < 0 ( 2 = 0 ) . 
л=0 

Асимптотические разложения интегралов (3) п р и х - > + < » получаются подстановкой (5) 
и (6) в (4). Ввиду громоздкости мы их опускаем, а приведем только главные члены. Введем 
обозначения: 

D (а, Ь, *, v. 5) = j * t ^ 1 J v (Ы) (ас) Л 

6 

значения (7) даны в [2], п . 2.12.5, интегралы 3 , 4 ; п. 2.12.15, интеграл 9), 

G(x, а, Ь, v. 8 ) = - - Ц - f ~ C 0 S ) ( * ( а - * ) + | (v + 1/2) ) + 

л — 6 ( sinl \ 2 / 

+ j T 7 r i s } ( * ( e + f t - t ( v + i / 4 
1 00 

£ (а, Ь, а, V, ») = j" с ^ 1 i v («) J^J (of) rfc + J j c * - 1 J„ (fee) | ^ " J (of) • 

(7) 

(8) 

i«-3/8 (1/2 + ГУ ) д < 1 / 2 — У ) я Г fsln I / . _ 

л = 0 

6 ) + - ^ ^ + я + 1/2)) + 

+ Ь « - - (v + л + 1/2) rfc — G ( 0 , a, b, v, 8). 

вид 
Теорема I . /7ри главный член асимптотики интеграла (3) я/да лг -> + оо имеет 

D {а, Ь, я , Ь) + О (ха~312), если а < 3/2; 
G (х, а, Ь, У , 1 

• + Е (a, b, a, v, 8) + О (1/х), если а = 3/2; (10) 

a _ 3 l 2 G{x, а^Ь, v. 8) + о , п ( 0 f 5 / 2 _ я ) ) > а ^ 

б* 7& 



а при а^Ь 

Ф(х) = 

D (а, а, т., v, Ь) + О (ха~1/2), если а < 1/2; 
In л: f s in l я 

— (v + 1/2) + 0(1), если а = 1/2; 
V2iza icosj 2 

I'1" U (v + 1/2) + 0 (x~mia^ 3 ' * - > ) , « Л И a > 1/2, 

K 2 i w ( a — 1 / 2 ) UosJ 2 

(ID 

где £>, G, E даются соответственно формулами (7) — (9). 
Асимптотика интеграла (1) при х-* + оо выражается через интегралы (3) следующим об­

разом: 

ОО ОО 

п \ 1 / 2 3 - 3 / 2 V ( 1 / 2 + ( 1 / 2 - | * ) „ уЛ + 3/2 
{ V 7аХ Li п\(2а)"хп Li к\ X 

' п=0 k=0 

г 3 / 2 - Ш 
Ф (х/2, a,b,a + к, У, 0) X 

X cos j ах — (ц + п + 1/2YJ + Ф (д /2, а, Ь, а. + к, ч, 1) sin fax — (;J + л + 1/2) j + 

2 а - з / 2 у Н 1 / 2 + - ' Ы 1 / 2 - \ > „ VI ( я + З / 2 - a b 
л! (26)"*" i J А!д:* 

Л = 0 А = 0 

Ф (лг/2, 6, я , р + k, i>, 0) X 

X cos (bx — - (v + л + . 1 / 2 ) ) . + Ф (х /2, 6, а, р + ft, р., 1) sin Ш{ЬХ~1> & + п + I/2')) . (12) 

Если афЬ, то для главного члена асимптотики (12) имеют место следующие три случая: 

2 J-3/2 ''(*>• = * Р ~" 3 / 2 j # ( Я , &, a, V, 0) COS 

+ D (а, Ь, а, ч, 1) sin fax - - | ([* + 1/2) JJ + j/̂  л:' 

(̂  + ! / 2 ) ) + 

D (Ь, а, в, [л, 0) X 

X cos (v + 1/2)) + D (b, a, В, 1) sin [ bx—- (v + 1/2) )] + Ri (*). 

Ri (x) -

О (лг*- 5 / 2 ) + О ( х э ~ 5 / 2 ) , если а < 3/2, р < 3/2; 

О (лг" _ 3 / 2 ) + О (1/х), если а < 3/2, р = 3/2; 

О (1/лг) + О (х*~3'2), если а = 3/2, р < 3/2; 

О (х'-5,Ь + О (х*^-3), если а > 3/2, р < 3/2; 
О (xaJr^) + О (х?-5/2), если а < 3/2, р > 3 /2 , 

(13) 

(14) 

/ <*) = д ^ 3 ' 2 (1 - 2 3 / 2 ~ Р ) Г — sin(-U Vol, U-b \2 
(H + v + 1) — л:| + •)• 

1 / я 
+ sin 

a + b J (n—v) + ^ y ? * ) ] + | / Г £ [ £ < e > &' a ' v' °> c o s ( a x — \ № + I / 2 ) ) + 

X 

+ £ (в. fc, a, v, 1) sin fax—^ (\>. + 1/2) jjj + л - " - 3 / г [ " ~ р = Г t 1 " З^2"") X 

1 . / я „ я + b 
Sin — (u + v + 1) — — 

—b \2 ^ 2 
X [E (b, a, p, v, 0) cos (** —̂  + 1/2) j + £ (6, я , p, Л 1) sin (v + I/2)jJJ + R2 (x), (15) 

7^ 



#2 (Х) -

,1 — 4JJ.2 1—4v2 x i 

+ I - + 

О (x*~5'2), если a > 3/2, В = 3/2; 

0(x9~5'2), если a = 3/2, 3 > 3/2; 

. 0 ( x - > ) , если a = 8 = 3/2, 

1 /« + * 

aVa bVb 1a — b \ 2 2 ' 

/? — a 

(16) 

« K « " bVb )a + V U 3 [ 2 A ' + 2 ( f l _ V ) 
+ 0 ( д г , + р - ь ) , (17) 

е : л и a > 3 / 2 , p > 3/2. 
Т е о р е м а 2. /7рм a^b главный член асимптотики интеграла (1) гари *-->•-•-<» имеет 

вид (13), (14), если по крайней мере один из параметров а в в меньше 3/2; (15), (16), если 
оба параметра а и $ не меньше 3/2 и по крайней мере один из них равен 3/2; (37), если а и 
В больше 3/2. 

Если а = Ь, то для главного члена асимптотики (9) также имеют место следующие три 
случая: • 

„а—з/2 

X sin ^ - ^ - ( [ 1 + 1/2) 

D (Й, а, я, v, 0 ) c o s | я х — — (f + 1/2) ) + D (я, я, а, •', 1) X 

+ 0(x9-5'2) + O U " 5 / 2 ) , 

ц, 0 ) c o s ( b j c - — ( v + 1/2) ) + • 

+ D ( « , a, B, p, l ) S i n ^ - - j ( ^ + l/2) 

1 

(18) 

/ W = £ (JE»-3/2 + л ^ з ; 2 ) ] n ^ + s j n ( а д _ £ ( ( i + v)j + О W12) + О (xB~3<2), (19) 

i 
• 1/2 8—1/2 

+ 0 ( л ; я + ^ 3 ) . (20) 

Т е о р е м а 3 . При a = b главный член асимптотики интеграла (I) при х - > + оо 
имеет вид (18), если по крайней мере один из параметров а и 3 меньше 1/2; (19), если о<?я 
параметра а и $ не меньше 1/2 и по крайней мере один из них равен 1/2; (20), если я и 3 
больше 1/2. 
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