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Конечная группа называется ^-разложимой для прос­
того числа р, если силовская р-подгруппа выделяется 
в ней прямым множителем. Нильпотентная группа /ьраз-
ложима для каждого р. Через я (X) обозначается множе­
ство всех простых делителей порядка группы X. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть А и В — подгруппы конечной 
группы G и пусть G = АВ. Если подгруппы А и В р-раз-
ложимы для каждого р ЕЕ {2, 3, я (A) f] n (5)}, то G 
резрешима. 

Теорема 1 обобщает известную теорему Виландта — 
Кегеля о разрешимости конечной группы, являющейся 
произведением нильпотентных подгрупп [1, стр. 674]. 

Для доказательства теоремы 1 нам потребуется следую­
щая лемма 1, которая несколько уточняет лемму Кегеля 
[1, стр. 677]. Напомним, что Z (X) — центр X, а если 
Y — подгруппа группы X, то Yx — наименьшая нормаль­
ная в X подгруппа, содержащая Y. Группа X называется 
/^-замкнутой, если в ней силовская р-подгруппа Xv нор­
мальна. 

ЛЕММА 1. Пусть А и В — подгруппы конечной группы 
G, обладающие следующими свойствами: 

1) АВё = ВёА для всех g е G; 
2) Оп (BG) ^ Z (BG) = 1, где п = п (A) \J л {В). 
Тогда 4 С П В ° = 1-
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся методом 

доказательства леммы Кегеля. Пусть А± — наибольшая 
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я-подгруппа, содержащая А Ш перестановочная с каждой 
подгруппой, сопряженной с В. Предположим, что BG не 
содержится в No (Аг). Это означает, что существуют 
элементы g €E G и f Ez Вё такие, что / не принадлежит 
NQ (AJ. Поэтому^! — собственная подгруппа в (АиА{у^ 
с : <Аг, /> cz АгВё = ВёА1 и <АХ, А[у есть я-группа. 
Кроме того, Аг перестановочна с каждой сопряженной 
с В подгруппой, так как этим свойством обладает Аг. 
Теперь (Аъ A[>Bg = В*<Аг, А{> для всех g E= G, что 
противоречит выбору Аг. 

Итак, BG с NG (Аг). Значит, [BG, Аг] S 5 G f] 4Х и 
LSG, 4j) — нормальная в В°Аг я-подгруппа. Из условия 
2) следует, что \BG, Аг] = 1 и Аг с CG (£G). Так как 
CG (5G) < G и CG (£G) П #G = Z (BG) = 1, то Af П 
П #G = 1. Поэтому AG П BG = 1. 

ЛЕММА 2. Пусть конечная группа G = АВ с р-зам-
кнутыми подгруппами А и В, Если Ор (Ар) = Z (Ар) — 1, 
mo i p П 5р = 1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как АрВр = ВрАр, 
то Aa

v
bBp = b~iAvbBp = Bpb~iAvb= BvAa

v
b для всех 

й £ 4 , b ^ В. Первое условие леммы 1 выполнено. Так 
как выполняется и второе, то А % f] В% = 1. 

Секцией группы X называется фактор-группа некото­
рой подгруппы из X. Если X не содержит секций, изо­
морфных симметрической группе 5 4 четырех символов, то 
X называется £4-свободной. 

ЛЕММА 3. Если конечная группа G не является S^-сво­
бодной, то существуют {2, 3}-подгруппы Н и К такие, что 
К нормальна в Н и Н/К ^ £4. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию в группе G 
существует секция A IB, изоморфная £4. Пусть С — нормаль­
ная в А подгруппа индекса 6, содержащая подгруппу В 
с индексом 4. По лемме Фраттини А = CNAI (Т), где Т — 
силовская 2-подгруппа из А. Так как Т имеет индекс 2 
в силовской 2-подгруппе из А, то NA (T) разрешима и 
содержит {2, 3}-холловскую подгруппу Н. Кроме того, 
А=НВ и HIH П В^А/В^ S4. 

ЛЕММА 4. Конечная группа, содержащая нильпотент-
ную {2, 3}-холловскую подгруппу, 3-разрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно показать не­
простоту группы G в случае, когда 3 делит | G |. Предпо­
ложим, что G простая и 3 делит | G |. В £4-свободных 
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группах нет нильпотентных {2, 3}-холловских подгрупп 
[2], отличных от 2-силовской. Если G не 54-свободна, то 
по лемме 3 существует ненильпотентная {2, 3}-подгруппа. 
Это противоречит теореме Виландта [1, стр. 285]. Лемма 
доказана. 

Через S (G) обозначим произведение всех разрешимых 
нормальных в G подгрупп. 

ЛЕММА 5. Пусть конечная группа G — АВ и пусть А 
разрешима, а \ В \ взаимно прост с 6. Если в А сущест­
вует нильпотентная {2, 3}-холловская подгруппа, то G 
разрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если G — З'-группа, то G 
разрешима по лемме Сыскина [3]. Пусть 3 делит \ G \ и 
N — минимальная нормальная в G подгруппа. Если 
BN ф G, то BN = (BN П Л) В и BN разрешима по 
индукции, поэтому разрешима и N. Пусть BN = G. 
Тогда GIN ^ В/В f) N и GIN имеет порядок взаимно 
простой с 6. Значит нильпотентная {2, 3}-холловская 
подгруппа из А содержится в N и N 3-разрешима по лем­
ме 4. Из минимальности N следует, что N разрешима. 
Итак, в любом случае G содержит разрешимую нормаль­
ную подгруппу N. Фактор-группа GIN удовлетворяет 
условиям леммы и по индукции разрешима. Поэтому раз­
решима и G. Лемма доказана. 

Теорема 1 вытекает из следующей более общей теоремы 
ТЕОРЕМА 2. Пусть А и В — подгруппы конечной 

группы G и пусть G — АВ. Предположим, что А и В — 
р-замкнуты для каждого р ЕЕ л (A) f] л (В). Если А и В 
2-разложимы и 3-разложимы, то G разрешима. 

Д о к а з а т е л ь с т в о индукцией по порядку G. 
Пусть N — минимальная нормальная в G подгруппа. 
Фактор-группа GIN — ANIN-BNIN, а подгруппы ANlN^ 
^А/А П N и BN/N ^ BIB fl N будут 2- и 3-разложимы-
ми и р-замкнутыми для каждого р е я (AN/N) f] 
П я (BN/N). По индукции GIN разрешима, а N неразре­
шима. Поэтому S (G) = 1 и CG (N) = 1. Следовательно, 
в G единственная минимальная нормальная подгруппа. 

Пусть р е= л (А) П я (В) и пусть Ар и Вр — силов-
ские ^-подгруппы из А и В соответственно. Так как А и 
В р-замкнуты и S (G) — 1, то Ар f| Вр = 1 по лемме 2. 
Но G содержит точно одну минимальную нормальную 
подгруппу. Поэтому либо Лр = 1, либо 5 р = 1 . Итак 
для каждого р, либо р не делит | А |, либо р не делит 
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I B I . Следовательно, порядки А и В взаимно просты. 
Но теперь G = N — простая группа. 

Так как группа Судзуки Sz (q) нефакторизуема 
[4, стр. 52], то по теореме Глаубермана [2] порядок G де­
лится на 3, а по теореме Фомина [5] порядок одного из 
факторов, пусть порядок А, делится на 6. Теперь в G 
существует нильпотентная {2, 3}-холловская подгруппа. 
По лемме 5 группа G разрешима. Теорема доказана. 
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