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УДК 519.218.2 
ВЕТВЯЩИЕСЯ ПРОЦЕССЫ. I 

В. А. Ватутин, А. М. Зубков 

ВВЕДЕНИЕ 

За время, прошедшее с момента публикации в «Итогах на­
уки и техники» обзора Б. А. Севастьянова [114], появилось бо­
лее 800 работ по теории ветвящихся процессов. Первая часть 
нашего обзора охватывает примерно половину этого материала; 
в ней упоминаются лишь результаты, относящиеся к ветвящим­
ся процессам «классического» вида: число типов частиц конеч­
но, эволюции частиц независимы, процесс размножения одно­
роден по времени. Более сложные модели ветвящихся процес­
сов будут рассмотрены во второй части. 

Приведенный здесь список библиографии очень слабо пере­
секается с аналогичным списком обзора [114]; как правило, 
мы не упоминаем работы, вошедшие в [114] и явившиеся ис­
ходным пунктом дальнейших исследований. 

Различные вопросы теории ветвящихся процессов изложены 
в следующих монографиях: Харрис [132], Б. A. Севастьянов 
![117], Атрея, Ней [170], Мод 1[368], Ягерс [316], Асмуссен, Хе-
ринг [156]. Весьма содержательным обзором современного со­
стояния теории ветвящихся процессов является глава 13 спра­
вочника И. Н. Коваленко, И. Ю. Кузнецова, В. М. Шуренкова 
[65]. Перечислим еще несколько обзорных статей, посвященных 
более узким вопросам: Кендалл [337], Сенета {450; 456], Хей-
ди, Сенета [289], Хоппе, Сенета [306], Атрея, Каплаи ![167J, Бю-
лер, Меллайн [1961, Дион, Кейдинг [223], Хольцхеймер |297], 
Дюбук [234]. 

§ 1. ПРЕДВАРИТЕЛЬНЫЕ СВЕДЕНИЯ 

1.1. Модели ветвящихся процессов. Развитие теории вет­
вящихся процессов началось с рассмотрения простейших моде­
лей: ветвящегося процесса Галь тона—Ватсона (каждая 
частица, существующая в целочисленный момент времени п, 
независимо от предыстории и эволюции остальных частиц по-

1* 8 



рождает случайное число | частиц-потомков, Ms£ — h (s) -=— 

е У / г ^ ' , а сама исчезает; частицы-потомки размножаются 
й момент времени n + 1) и марковского ветвящегося процесса 
(каждая частица, существующая в момент времени Ш[0, со), не­
зависимо от предыстории и эволюции других частиц в интерва­
ле (t, t+At) исчезает с вероятностью %М+о (At), At-+0, порож­
дая при этом случайное число | потомков, Ms--=h(s)). Чтобы 
упростить и унифицировать описание моделей, мы будем в этом 
обзоре называть процесс Гальтона-Ватсона {Е, h)-процессом, 
а марковский ветвящийся процесс (Ми К) -процессом. 

Последовательными обобщениями этих двух моделей ЯВЛЯ­
ЮТСЯ: 

а) процесс Беллмана—Харриса, или (G, п)-процесс, отлича­
ющийся от (М-., Л)-процесса лишь тем, что длительности жизни 
частиц - независимые случайные величины с общей функцией 
распределения G(t) (если G(t) = 1-е-", то (G, Л)-процесс яв­
ляется (Мь, п)-процессом, а если G(t)=0 при t< l , G(t)=\ при 
fjsl, то (Е, h)-процессом); 

б) процесс Севастьянова, или (G, 1ги)-процесс, отличающий­
ся от (G, h)-процесса лишь тем, что производящая функция 
hu(s)=Ms%u распределения числа £„ потомков частицы, дли­
тельность жизни которой равна и, зависит от и; 

в) процесс Крампа—Мода—Ягерса, или N-процесс; в .V-npo-
цессе частицы развиваются независимо, и его свойства пол­
ностью определяются совместным распределением времени, 
жизни частицы и случайного целочисленного процесса N(t) с 
неубывающими ограниченными траекториями: N (t) —это чис­
ло потомков, порожденных частицей к моменту достижения ею 
•возраста t (если на траектории JV(.) с вероятностью 1 сущест­
вует только один скачок, совпадающий с моментом гибели ча­
стицы, то -V-процесс является (G, пи)-процессом). Для функции 
•распределения времени жизни и производящей функции обще­
го числа | = N(oo) непосредственных потомков частицы сохра­
ним обозначения G(iO и h(s). 
'.'•. Для (Е, h)- и (Мх, /г)-процессов процесс Z,, где Z, — число 
-частиц в процессе в момент ^-марковский; (G, h)-, (G, hu)-
,и N-процессы не марковские в том смысле, что соответствующие 
Им процессы Zt, вообще говоря, не являются марковскими. 

Все описанные выше модели ветвящихся процессов можно 
усложнять, допуская возможность появления новых частиц не 
только при делении уже существующих частиц, но и за счет 
-иммиграции из внешнего источника. В обозначения таких мо-
-делей мы будем вводить символ /, например: {{Mi, Л)+/)-про-
цесс Характер потока иммигрирующих частиц будет оговари­
ваться специально. . . . . 
•;,.. Дальнейшее обобщение этих моделей возможно при отказе 
V. 



от предположения об идентичности вероятностных законов раз­
вития частиц. Простейшим примером такого рода является про­
цесс с конечным числом типов частиц. Он определяется зада­
нием нескольких вероятностных законов поведения и размноже­
ния частиц, интерпретируемых как законы поведения частиц 
разных типов; при этом законы размножения описывают рас­
пределение как числа, так и типов частик-потомков. Например, 
ветвящийся процесс Беллмана—Харриса с k типами частиц 
мы будем называть (G, h)''-процессом, имея в виду, что г'-му 
(i—1,..., h) типу частиц соответствуют функция распределе­
ния G{i)(t) времени жизни и производящая функция 

М) М) AD „,,., 
А^ф-М.-!1 si2 ...si* = Msg(0 

распределения вектора g(0 —(;-i'\ . . . .g£°) чисел частиц-потом­
ков типов l , . . . ,k , порождаемых одной частицей i-го типа. 

L2. Основные понятия и обозначения. Число частиц вет­
вящегося процесса, существующих в момент t, будем обозначать 
символом Z{, а число частиц ветвящегося процесса с иммигра­
цией— Yt. При рассмотрении (E, /г)-процессов момент времени, 
как правило, обозначается буквой п. Для процессов с k~>\ 
типами частиц Z..•= (Zib .. .,Ztk)—вектор, ZH—число частиц 
i-ro типа в момент t; запись Z,-.—е; означает, что процесс 
начинается в момент t = 0 с одной частицы /-го типа (нулевого 
возраста). Случайная величина | всюду обозначает число непо­
средственных потомков одной частицы; для процессов с к > 1 
типами частиц ..-J/ — число потомков частицы i-го типа, имеющих 
у-й тип, и g(i — (g{°,..., $]). Случайная величина щ (или вектор 
•?—(-In •• -<щ)) обозначает число одновременно иммигрирующих 
частиц. Выражения типа Mi-logg всюду следует понимать как 
M.]max(0, 1п£). 

Свойства ветвящегося процесса с одним типом частиц во 
многом определяются значениями вероятности вырождения 
(7=--11тгР{^—0|Z0—1} (равной наименьшему неотрицательному 
корню уравнения h(s)—s) и среднего числа потомков т=Mg 
(для (О, А)-процесса m=h' (1), для (О, /г«)-процесса 
m=\(dJds)hu(s)\SmldG(a), для./V-процесса m*=MN(oo)). Для 
процессов с k > l типами частиц,аналогичными характеристиками 
ЯВЛЯЮТСЯ вектор вероятностей вырождения q—(-̂ -i •. - > -7А), 
.7—UmfPfZ — 0|Z0—в/}, удовлетворяющий уравнению q=h(q)* 
h = (A (1),..., h{ll)), перронов корень (максимальное по" модулю 
собственное число) р матрицы первых моментов .А = ||М|̂ }||*1у.ш,1 
и соответствующие перроновy корню левый v•=== (т* 1, . . ..г*/) 
и правый ц----(и1, .. .,иА) собственные векторы матрицы А, 
определяемые условиями 

5 



к 
VA=-pv, AU==pU, (U, V) = 1, 2иг==1. (") 

Важную роль в предельных теоремах играет так называе­
мый мальтусовский параметр а, который для N-процессов 
определяется как действительный корень уравнения 

со 

м jV<~'dN(o—i 
о 

(если т < 1 , то а может не существовать). Для (Е, h) -процес­
сов еа=т, для (Мх, К)-процессов а=!к(т— 1). Процессы с 
т—Л. (р=-Г а=0) называются критическими, с m > l (p>1> 
а>0) — надкритическими, с т < 1 (р< 1, а<0 — докрити-
ческими. 

Ветвящиеся процессы с k>l типами частиц допускают до­
полнительную классификацию. Процесс называется разложи­
мым, если существуют такие i, /б{1, . , . , k}, что 

supP{Z,,>0|Z0- e i}>0, supP{ZH>0|Zo = e;}—0, 

и неразложимым—в противном случае. Класс Sc{ l , . . . , k} 
типов частиц называется финальным, если число потомков час­
тицы каждого типа J&S с вероятностью 1 равно 1, тип части-
цы-потомка тоже принадлежит S и никакое подмножество 5 
этим свойством не обладает. Неразложимый (E, /г)А-процесс на­
зывается апериодическим, если 

ГОД {а:Р {Zni > 01Z0 = ег} > 0} = 1. 
Кроме характеристик, определяемых в терминах Zt, изу­

чаются, например, свойства случайных генеалогических деревьев, 
соответствующих реализациям ветвящегося процесса, и свойст­
ва процесса 

X<-=2x*(*--'J-). t>0> 
X 

где суммирование ведется по всем когда-либо появляющимся 
в процессе частицам x, {%•,.(«)} —совокупность (как правило, 
независимых и одинаково распределенных) случайных процес­
сов, стж—-момент появления частицы х. При различных выборах 
яроцессов %(•) величины Xt могут иметь разнообразные интер­
претации. , 

Всюду в дальнейшем символ {to} обозначает сходимость 
по распределению, п. н. —сходимость с вероятностью 1, симво­
лы L(x), Lt(x) обозначают медленно меняющиеся (м. м.) функ­
ции, 
6 



X 

Ф(.х)-=(2л)-1/2 Je-"V-rf«, 
— O Q 

Запись hn(s) для (E, /г)-процессов и hn(s) для (E, h)'.-процес­
сов будет обозначать я-ю итерацию скалярной функции h или 
векторной функции h; |Z+=Zu+ •. . -\-Ъш\ асимптотические 
соотношения (если не оговорено противное) справедливы при 
n{to}oo ИЛИ £{to}oo. 

§ 2. ОБЩИЕ СВОЙСТВА ВЕТВЯЩИХСЯ ПРОЦЕССОВ 

2.1- Вложимость- Численности последовательных поколений 
JV-процесса Z, образуют вложенный (E, .^-процесс Z,.*. Гольд-
штейн [261] вывел неравенства, связывающие производящую 
функцию F(t, s) = MsZi для (G, /.̂ -процесса и n-кратную итера-
цию hn(s)=h(h(...(h(s))...))=M.sn, где Z„* — вложенный 
(Е, А)-процесс: 

\q-hn(s)\~\q-s\QnG^(t)<\g~F(t, -s)|< 
- i - i 

<\д-К(з)\ + \д-з\^[0*Ц1)-а^+1)^)]. (2) 
/v-=0 

Здесь Q = hr(q) при 0<s<(7 и Q—h'(l) при <7<s<1, a 
G*k(t)— k-кратная свертка функции 0(t) с собой. Аналог нера­
венств (2) при s = 0 для (G, АУ'-процессов получил Гольд-
штейн [261], а для N -процессов — Холте [295]. 

Для (M;., /.О-процесса Zt существует другой способ вложе­
ния (Е, /г*)-процесса: при любом 5 > 0 последовательность Za., 
образует (E, А*)-процесс c A*(s)=-M[sZfl |Z0—T]. Карлин, Мак-
Грегор [334] показали, что для (E, А*)-процесса с h* (5) -=-
— s((l—p)/(l —ps))1/ft существует (М%, /г)-процесс Zt, для ко­
торого М [sz- | Z0 — 1] —h* (s). Другие примеры вложения (E, h*)-
процессов в (УИя, А)-процессы и использования такого вложения 
при переносе предельных теорем с дискретного на непрерывное 
время имеются в 1<:ниге Атрея, Ней [170] и в работе Пейкс [400] -
Грей [272] доказал, что если (E, й*)-процесс с h*(s)-7--h0*+A1*s 
вложим в (Mb А)-процесс, то I={j:hj*>Q}-~ полугруппа по 
сложению, inf;g//-11oghy*> —• со, и если h0* =0, то s-lh*(s) — 
производящая функция безгранично делимого распределения. 

Зе [472] установил, что для любого (E, Л)-процесса с 
m=---h/(1)==l и h(s)-=.s-fo((l — s)/1og(1 — s)), s\\, существует 
такой (M{lambda}, h*)-nponecc Zt*, что F (t, s) = M \_sZi\ZQ* = l\ удов­
летворяет соотношению 
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F{f,s) 
J (/(Й) —tt)--dK = t, 

и 1 —Msz."-=1---kn(s)----l--E(rt, s) при n{to}oo, .s6[0, 1]. Имак 
[310] показал, что для (Мх, А)-процесса E(t, .s)-=M.s2--=-
==-1imA„(«, .s), где hn(n, s) — n.-n итерация функции h(n,.s)== 
=s-j-(l~e-uin)(h(s) — s), причем скорость сходимости есть 
О (/г-1). 

2.2. Стационарные меры. Множество неотрицательных 
чисел {ть} 4. Z,—{0, 1, 2,...}, называется стационарной 
мерой (Е, /^-процесса, если 

^ = 2 ^р < z - = J i z ° = Q П Р И всех -j67-.-*-
Хоппе [299, 302] указал, что при М | Z11 log | Z11 < оо стационар­
ные, меры (E, h)k- и ((E, А)-[-/)А-процессов с р<1 существуют 
и единственны; при р<1 функция '»i(s)----2,,l;S'/ Для О-.*- Щк~ 
процесса меняется около 1 правильно с показателем 1, a 
для ((E, А)+ /)*-процесса—-медленно. Для (E, А)-процесса с 
/re==A/(l)---=l и А->0 (см. Папанжелоу [406]) 

• ^ — lim.JP{Z„ = / | Z 0 = 1}/P{Zn-=1|Z0=-l}. 
Поммеренке [411] установил, что %->• 2/<--(/->• оо) для (Е, h)~ 
процесса с т = \, А"(1)—a2<oo. Для (E, А)-процесса с h(s)= 
=s+(1-$).+<-£ (1_S), ae(0, 1], Слэк [463] показал, что 
2Vy~(1--?)/-.(A(s)--s), s-+l. Сенета [454] доказал, что 
для (E, А)- и ((E, А) + /)-процессов с и > 1 стационарная мера 
{•Ц]} существует, но единственна ЛИШЬ при условии, что Tj(s) 
правильно меняется при sfl. Сато [434] установил неединствен­
ность {r\j} ДЛЯ ((E, А)+/)-процесса У„ с т>\ и иммиграцией, 
происходящей только в такие моменты т, что Ут_1-=-0. 

Свойства мер {т);} для (E, А)-процессов при тф\ изучала 
Липов (см. [170]), а при т>\— Лотжете [360]. 

Для (E, А)*-прюцесса с Z0.-=e. Буикулеску [190] нашла 
1imP{Z^--=j|.*i<T<<»} 

limHmP{Z„--=j)/i+OT<T< oo}, 
/..->оо m-t-oo 

где T~min{/z:Z„==0}, а Хоппе [302] вычислил 1imP{Z;i.-=..j|-..==-. 
= n + r ) при р - Г 

Таназе 1474] для (E, А)*-процесса с р—1 и 2 М (ЦП)з < оо' 
доказал существование lim n2 (v, h„ (s) - h , (0)). 

Многие из этих результатов перенесли на (М-,, А)-процессы' 
8 



•ЯНГ [496, 497], Чеонг [198], Танака [473]. Согласно [496] для 
((Мь Щ + /)-прор;ессов мера {п;} единственна даже при w > l . 

Нагасава [371, 372] для (М%, /^-процесса указал условия 
существования мультипликативной эксцесивной меры, т. е. 
такого числа [л, что 

со 

^\i'lP{Z(^m\Z0 = n}<\xm, t>0, /и==1, 2 , . . . 
rt-=l 

Даянити [218, 219] изучал спектральные свойства переход­
ной матрицы цепи Маркова ((E, К)-процесса) Zn при т > 1 ; 
при т > 1 спектр ограничен и ненулевым собственным значе­
ниям {h'{q))i соответствуют одномерные собственные подпро­
странства. 

2.3. Гармонические функции. Множество неотрицательных 
чисел {gii} называется гармонической функцией (Е, h) -процесса, 
если 

Si = 2 &Р {Zl = V | zo = 0 при всех i >0. 
j 

При т==/г'(1) = 1 гармоническая функция единственна с точ­
ностью до мультипликативной константы (см. Атрея, Ней 
" 170]) и, как показал Лотжьете [359], имеет вид a+pi. Дюбук 
'231] установил взаимно однозначное соответствие между гар­

моническими функциями (E, Я)-процесса и гармоническими 
функциями диагональной матрицы. 

Дюбук [232] для (Е, К) -процесса с т > 1 и M|log2i|;<{infty} 
перечислил крайние точки выпуклого множества гармоничес­
ких функций. Кон [202] описал множество всех ограниченных 
гармонических функций (£, h) -процесса с /п>1 . При т > 1 , 
/г"(1)<оо любая гармоническая функция {g,,} удовлетворяет 
условию (см. Дюбук [233]) 

я п 

0 <1im Inf ft-"2 2 i_1/2g'* <-ln- sup Й-1 '2 2 M / 2 £* < °° • 
/1-KCO j . _ j Л - Ю О ; „ J 

Савитс [436, 437] указал, что с помощью гармонических функ­
ций можно строить связанные с ветвящимися процессами мар­
тингалы и доказывать предельные теоремы. 

2.4, Регулярность, Ветвящийся процесс Zt называется ре­
гулярным, если P{Z-;<oo}-=l для любого t>0, и нерегулярным 
в противном случае. Шух [440] нашел новое (по сравнению с 
приведенным в книге Б. A. Севастьянова [117]) доказательст­
во того, что (М-,, h) -процесс регулярен тогда и только тогда, 
когда 

е 

\ (1 — h(l— u))~1du= оо при любом е > 0 . 
о 
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Полные аналоги этого результата пока не получены ни для 
(Мь А)*-, ни для (G, Л)-процессов. Б. А. Севастьянов J113, 117] 
показал, что для регулярного (С?, /г)-процесса существуют та­
кие е, 0>О, что 

8 

^G_1((l+0)/®(x)).X-Idx=GC., (З) 
а 

где G_1(i.)=sup{x: G(x)^t} и xw (х) = 1—h (1-х). В случае, 
когда .Cita^.G(t)^.c2ta при 0 < Ц > 0 и некоторых сь с2, а>0 , 
условие (3) с 6 = 0 необходимо и достаточно для регулярности 
(G. h)-процесса (см. Б. A. Севастьянов [117] и В. A. Вату­
тин [31]). Более жесткие условия регулярности указал Грей 
1271]. 

2.5. Экстремальные задачи и неравенства для ветвящих­
ся процессов. Так как для (E, h)-npouecca P{Zn=G}=hri(0), то 
величина q=limP{Zn=Q} и распределение момента вырождения 
t-=min{/i:Zre-=0} ветвящегося процесса монотонно зависят от h 
(например, Стоян [469] показал, что если А'(1)<:1, h* ' ( l )< l , 
h*(s)>h{s), то ms**>Ms\ s£[0, 1], для (E, h)- и (Е, h^-про­
цессов Z„ и Z„*). В ряде работ Браун [186, 187], Далей [213, 
214], Фридман, Первс [258], Холгейт, Лакхани [293], Ланг [352], 
Квайн [419] при различной степени общности фактически уста­
навливалось. что верхняя и НИЖНЯЯ огибающие семейства произ­
водящих функций h(s) = £ihjsJ с заданными значениями Л<-> (0), 
i=0, 1,,. . , я"о—1, 'и А<--> (1), i = 0 , 1,...,/И1—1, являются про­
изводящими функциями, у которых не более (/n0 + .^i+1)/2 
коэффициентов отличны от 0; ив качестве следствий получа­
лись неравенства для величины q. 

Сенета [444], Поллак [407* 408] для (E, А)-процессов с 
/й-=А'(1)<1 указали оценки величины limm~*P{Z„>0|Z0-=1} 
в терминах A(i,) (1), i — \,.. .,k* Двусторонние неравенства для 
MTV И Р{Т<Я.}, зависящие от значений А(/>(1), получили Агре-
сти [151] и Ванг [480], Ланг, Бохнке, Карсон [353] для (E, h)k-
процесса с р <1 оценили сверху и снизу 

^=2[ ( /+- ) г -Я р { т >Л (Я-1-мто. 
j>n 

Накагава [375], обобщая Агрести [151], нашел соотношения 
между m=hr{\), h" (\), Bx и В2, при которых 

где hm,B(s) = l~~m.(l-s){l+B(l-s)!2m}-1. 
Брокуелл [188] и Сенета, Вебер [460] указали двусторонние 

неравенства для мальтусовского параметра (О, А)-процесса в слу-
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чае, когда заданы значения /n = A'(1), \udQ(u) (и, ВОЗМОЖНО, 

\ йча (и)). 

§ 3. ПРЕДЕЛЬНОЕ ПОВЕДЕНИЕ Zt 

3.1. Асимптотика Q,=P{Z^0|Z 0 =-1}. 
Для (Е, /^''-процесса (и, значит, для любого процесса с к ти­

пами частиц) вектор q-=(<7i,..., q,}), .3,
1-=1imP{Z<=--0| Z0-=e-} 

является наименьшим неотрицательным решением системы урав­
нений si=hw(s), i = l , . . .Л, и {q==l}-*->{p<l и финальные 
классы типов отсутствуют} (см. Б. А. Севастьянов [177], Иржи-
на [319]). 
* В. Д. Жуков [50] показал, что для (М%, й)-процесса функ­
ция Qt и ее производные в точке t > 0 однозначно определяют 
функцию Ms"2'. 

3.1.1. Н е к р и т и ч е с к и е п р о ц е с с ы . Равенство q—h(s) == 
= q(l—h*(s/q)), где q^h(q)<l, ft*(u) = q~lh(qu), h*'(l) ~hr{q), 
и его аналог для (Мх, ft) -процессов показывают, что исследова­
ние Qt при т > 1 сводится к случаю т < 1 , Более того, условное 
распределение на множестве траекторий Zt с m>l при условии 
1irnZt = 0 совпадает с распределением на множестве траекторий 
соответствующего процесса с m<1 (см., например, Атрея, Ней 
[1701). Вопросы такого типа рассматривали Уо [481], Дали [215]. 
Шух [439] отметил, что если 

h,(S) = (ft((1—Z)S + Z )—2) / ( l ~S ) , 

то ft/(1) = h'{\) и при изменении z от 0 до q корень qz = 
— hz{qz) <\ изменяется от q до 0. 

Для (Е, /г)- и (М;., /г)-процессов с т<\ (см. Б. А, Севасть­
янов [117l; Хиткот, Сенета, Вер-Джонс [279]; А. В. Нагаев, 
И. С. Бадалбаев [87]) 

Qt^Km1, t-> oo<t->Mglog§< oo-«=> 
г 

- \ (\—тх —h (I — х)) x"2dx <. оо, (4) 
о 

причем для (МК, Л)-процессов /( явно выражается через h(s). 
Если т > 1 , то q—Qt~K(h'(q))\ поскольку условие в правой 
части (4) выполняется автоматически. 

В. М. Золотарев [53], Р. И. Мухамедханова, С. В. Нагаев 
(см. РЖМат, 1964, 4В43) получали следующие члены разложе­
ния Q, при условиях типа M£r<{infty}, r ^ 2 , а Сенета i[449] нашел 
второй член асимптотики Qn для (E, h)-процесса с h(l—и) = 
-=l—m«+,«1+«L(u), 0<a{le}l. 

Если /№<1, Mglog.is =oo.» то (см. Сенета [456]) Qn~ 

а 



— mnL (mn) nPH n'-3" °° • ;Утияма [476] изучил асимптотику Q№ 

для (E, А)-процесса С И < 1 И ]£jhj~(logn)-aL(logri). 
}>п 

Аналог (4) Для (•"> Л)к-процессов с р<1 доказали Иоффе,, 
Спицер [323J, a случай р>1 рассмотрел Поллак [409]. Он же 
[410] получил явные формулы для Qn в (£, ^"-процессе с дроб-
но-линейными функциями hm с общим знаменателем. 

Доней [230] указал условия, необходимые и достаточные для-
существования и положительности Ил^е-01' (1—-Ms2-) в случае 
JV-npoyecca Zt с т<1. 

3.1.2. К р и т и ч е с к и е п р о ц е с с ы . Соотношение 
Qt=P{Zt&0}~2/bt, t{to}oo, (5) 

где b=h"(l) для (E, А)-процессов, b= %h" (\) для (М%, /z)-npofi 
цессов. справедливо при .А'(1)==1,' 0</г"(1)< да; формула (5)*: 
имеет место и для процессов с несколькими типами частиц, 
если М2(£(.л)~< «•>• Следующий член асимптотики Qt для 
(М-., /г)-процессов получил В. М. Золотарёв [53]; для (E, h)~ 
процессов Р. И. Мухамедханова, А. Ганиев [83] показали, что 
при А (г )(1)< со, г > 3 , 

Q»==6T + 2 ^ y ' 2 А,№п+0 (п}-Ппп). 

Для (Жя,, Л)- и (E, /г)-процессов с h (1 —и) — 1 — и + и«+аХ (и),. 
0 < а < Ь В. М. Золотарев [53] и Слэк [462] доказали, что 

Qt==rv«Lx{t), *{to}oo." (6) 
Аналог (6) для (Е, h)k- и (М,,, Л)*-процессов (при условиях 
(12), см. п. 3.4.2) получил В. А. Ватутин [37J. 

В ряде работ формулы (5) и (6) распространялись на вет­
вящиеся процессы с размножением, зависящим от возраста ча­
стиц. В. А. Топчий '[122] указал минимальные моментные усло­
вия, обеспечивающие для (G, Л)-процессов с решетчатым рас­
пределением G справедливость (5) с b = (ftdG(t))~lD^. Вай-
нер i[490] предложил новый способ доказательства (5) для 
(G, Л)-процессов с 1—G(t) ==<j(t-2). В. А. Ватутин [34] улуч­
шил результаты, которые получили ранее Б. А. Севастьянов 
[112], В. П. Чистяков [137] и Гольдштейн [261], относящиеся к 
аналогу (5) для (G, h„)--процессов с р= 1. 

Крамп, Мод '[210], Холте [294] доказали (5) для N-процес-
сов с 6=-(/idMi./(t))->Dg; В. А. ТОПЧИЙ [125, 127] показал, что 
в этом случае (5) справедливо при l~G(t)=o(t~2), 1—M/V(t) = 
=o(t--) и что. если М| = 1, 1—G(t)~ct-2, 0<с<оо, то число 

21Ь в (5) является корнем уравнения 

хЩ—2c—2xj idMN {t) = 0. 
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В этих же работах он привел оценки верхнего и нижнего пре­
делов Qt, t {to} оо, через соответствующие пределы t2(1—G (t)). 

В. A. Ватутин [40] для (G, .-̂ -процессов с к (1 — й) = 1 —•# + 
.+«•+--£ (в), а6(0, 1], и Hmn(1~G(n))/a-hn(°))-<-ep. оо) 
показал, что 

Qt~P(c)rilaL,(t), p=---p(c)e(0, 1]. 
ЕСЛИ же п (1-G(/t))/(l-h„(0)){to} oo и 1 — 0(t) ~t-PL2 (/), то [35] 

Q1 ,+ aL(Q i)~1-G(0, t{to}oo. 
Сенета [445] показал, что в (E, й)-процессе с h'(\) = 1, 

ZQ == 1, 
i 

M.t==co (T=min{tt:Z„:=0})<!-->\ (1— и) (h(u) — u)~ldu<_ oo, 
oJ 

а Эриксон [243] доказал соотношения 
MZ1

1
+a<oo, 0 < a < 1=>МтР — оо при любом р>1/а; 

P{Z1>x}~x-1-«L(x), 0 < а < 1-ФМТР< со при р<1/а. 
Для (Жъ й)-процессов с т=1, /г"(1) —6 < оо Б. A. Сева­

стьянов [118] показал, что при фиксированных p>r>0 
P{minZu>r|Z0=p}~2(p—r)f(kbt), t-*co. 

Q<U<t 

Эта асимптотика не переносится на (E, К) -процессы. 
3,2. Асимптотика моментов числа частиц. Асимптотические 

формулы для моментов числа частиц в (G, hu)h- и более про­
стых процессах имеются, например, в книге Б. А. Севастьянова 
[117] и в работах Б. А. Севастьянова, В. П. Чистякова ([115, 

"119, 120], см. также Крайн '[417], Крамп [205, 207]. Простой 
метод анализа соответствующей системы интегральных уравне­
ний типа уравнения восстановления предложил В. М. Шурен-
ков [140]. Для (G, h)-процесса с т = /г'(1)>1 при t{to}oo 

- i' 

am- j eauudQ (и) MZ(.~c,.-«-i, ct*=(m~\) 

Для^частного 'случая (G, /г)-процесса асимптотику MZ, и DZ. 
получил Л. Г. Левин [73]. 

В. Д. Жуков [49] вывел явные рекуррентные формулы для 
MZJ/" — -—-M.s z"^ в случае (E, Л)-процесса, а Б. И. Селива­
нов [121] указал способ, получения асимптотических разложений 
MZJ.rl и P{Zn = r |Z0 = 1} при я-а- оо по степеням /я"*, тф\. 

Вайнер [488,] для (G, h)-процессов с m=1, h(1+e)<oo, 
е>0, нашел асимптотики всех моментов Zt и общего числа St 
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частиц, существовавших на l[0, t], при условиях t—>••.», Zet>0, 
с>0. 

3.3. Предельные теоремы для докритических процессов 
3.3.1. (E, h)~ и (М-., /г)-процессы.Для(Я, А)-процесса суще­

ствует HmM [ A | Z „ > 0 ] - 5 (.?), и .fi'(l)<oo**Alg1ogg<_' 
Я-юо 

(см. А. В. Нагаев, И. С. Бадалбаев [87]; Хиткот, Сенета, 
Вер-Джонс [279]), причем В (s) — единственное решение уравнения 

B(h(s)) = \-m+mk(s), 5(0)=0. 
Спатару [465,466] указал условия, при которых для Q(.s)-= 

—limj?rn(1—• М«г«) 

21«"" (1 - Msz«) - Q (5) | < oo и n {mrn (1 — Msz") - Q (5)) {to} 0. 
Эванс [249] доказал, что В'(\)<l+h"(1)/m(\~-m). Если 
в (E, А)-процессе величина Z0 случайная, Msz-==n(s), то (см-
Рубин, Вер-Джонс [430]) 

1~-B(h(s))^ma(l-B(s)), a6(0, 1), £(0)----0, (7) 

тогда и только тогда, когда 1 -—П (1 — x)~xaL(x), .x{to}0. 
Сенета [454] описал множество всех возможных предельных 
функций B(s) при случайном Z0. Хоппе [301,305] показал, что 
при а < 1 решение (7) не единственно. Он же [303, 304] перенес 
свои результаты на (E, А)*-процессы и получил еще одно (ср. 
Б. А. Севастьянов [117], Иоффе, Спицер [323]) доказательство 
существования HmM [s2"| Z,.-H-0]-=-..5(s) для неразложимого 
(E, А)й-процесса с р < 1. На {М%, А)-процессы эти результаты 
можно перенести методом вложения (см. п. 2.1). 

Пейкс [387] доказал, что для (E, А)-процесса с т < 1, h" (1) < со 
P{(Z0+Z1 + ...+Zn~nB'(l))tVW<x\Zn>0}-»-(b(x),/i-+ob. 

Баг лей [173] установил, что еслиа>1 и Msv — B(s), то 
Р{Z1 > x}~x~aL (х), х-> oo -.-•»• 

Р {V > х) ~ х~а1 (х) MV1 (т - т% 
MZfL (Z1) < oo **№VaL (V) < oo. 

Сенета [456] показал, что при / я < 1 , Mglogi---=oo 
X 

11m \v{Zn>y\Zn>0}dy~L(llx), x{to}oo, 
/I-coo о 

для некоторой м. Mr функции L. 
3.3.2.(G, h)-и Л/'-процессы. Если для JV-npouecca c /n<1 

существует мальтусовский параметр а, то 
11т е-»'(1- msz<) = Q(s) 
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и Q(.s)=0<=>Mi|1og g= oo (см., например, Ягерс [316], Доней [230]); 
для N -процесса специального вида это доказал Утияма [475]. 
Для неразложимых (G, А)*-процессов с р < 1 (при некоторых 
условиях на 1 —Q(t)) существует 11mM[sz-'|Z,-7--0] (см., напри­
мер, Б. А. Севастьянов |117], Нейр МОД, [374]). 

Пример (G, h)-процесса с m < l , h{s) = 1—m(l—-s2)/2, для 
которого не существуют lim P{Zt = / |Z(>0}, привели Курц, 
Вайнгер 13491. Човер, Ней, Вайнгер [199] указали совокуп­
ность условий на функции G и h, при которых для (G, h) -про­
цесса 

lim M \szt | Zt > 0] -=s или lim M [s** | Z, > 0] Ф s. 
Частичное обобщение этого результата на (G, Л)й-процессы с 
р < 1 получил В. A. Ватутин [41]. 

3.4. Предельные теоремы для критических процессов 
3.4.1. «Классические» п р е д е л ь н ы е теоремы для 

(£, h)h- и (М%, h) f t-npo4eccoB (см. Б. A. Севастьянов 
[117], Атрея, Мей С1 ТО]). Если M£-=l, 0<Dg<oo, то 

P{2Z,/ut<x|Z0==1, Z,>0}{to}1-e-A, t-+co, (8) 
где для (E, /г)-процессов: b = h"(\), а для (М%, А)-процессов 
Ь=М"(1)\ если в (E,/г)-процессе M£~iog.|< oo и /г, /г-> оо, 
к = 0{п), то при каждом фиксированном i 

lim r - (/iy)2P {Z„ =• j | Z0 = i } e-7»Y -= 1, у = Щ/2. (9) 
Скорость сходимости в (8) при М§3 < оо имеет порядок 
0(п_11п2/г) (см. Р. И. Мухамедханова [81]). В. М. Золотарёв 
[53] показал, что если в (M{lambda}, /г)-процессе 

h(s) = s + (l-sf+aL{\-s), 0<a<1, (10) 
то при Z0 == 1, t {to} oo, 

MIexp{-sZ<Q<}|Z<>0]{to}1-.s(l+sa)-1/a, s > 0 , (11) 
P{Z,-—k}~Q,c*/at, ^kcksk-l = llh{s). 

Для неразложимых (M{lambda}, Л)А- и неразложимых { апериодических 
(E, Л)*-процессов с р = 1 и "^^{tPY< °° условное распреде-
ление вектора t~1Zt при условиях Z0=-.1, Z.----0 сходится к рас­
пределению случайного вектора Wv, где вектор v тот же, что 
и в (1), Р ( 1 Г < . " } = 1 - е - & , x > 0 , а В определяется значения­
ми Щ1Р&> и ЩУК 

3.4.2. Н о в ы е р е з у л ь т а т ы д л я (Е, h)h- и (M-,, /г) ^ п р о ­
цессов, Слэк [462,,463] доказал (11) для (E,/г)-процессов и уста­
новил, что условие (10) необходимо и достаточно для существо-
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вания НтМ[ехр{—5ад|2.-7--0]#Г В. А, Ватутин [37] и 
Гольдштейн, Хоппе [262, 264] получили аналоги этих утверж­
дений для (F,h)ft- и (М,,Л)ь-процессов, заменив (10) условием 

(v,1_h(1-t/u))=(/-# I + aL(-/). 0 < a < 1 . (12) 
Для (E, ^-процессов с да=»1. Dg>0, A(1 + e)<oo, е > 0 

С- В. Нагаев, Н. В. Вахрушев [92] указали оценку сверху для 
Р {<£„>£}, а Г. Д. Макаров [74] при rex же условиях доказал, 
что соотношения (9) и 

exP{2Zt/bt>x\Z{>0}-*l, t{to}oo, 
выполняются равномерно по x=—o(t/1n . . . 1nt); в [77] Г. Д. Ма­
каров перенес свои результаты на (М%, /г)-процессы (см. также 
п. 6.2). 

Ней (см. Атрея, Ней [170]) для (E, /-^-процессов и Атрея, 
Ней [171] для (М%, /г)*-процессов показали, что если р = 1 , 
2 - М ( ^ ) ) 2 < - « . (a, v)=0, то 
i,J 

p{(z{,&)/Ba(Zt,и)1/2<х\г(^о}^Ф(х), /{to}-о, 
" I'ltaPfiZ, a V ^ x l Z ^ O H y e - ^ 2 . 

u x < - * - • » 

Карлин, Мак-Грегор [333] установили, что если А/(1) = 1, 
0 < й " ( 1 ) < 0 0 , 

2 ( 1 1 1 
A ( 5 ) eU"A*TT)b-*«(-) "~ 1-А«(0)Г 

a B{A(s))^s, то 1—- В (w) --преобразование Лапласа неотрица­
тельной функции. Пури [413] для (М%, /г)-процессов с т>\ 

нашел предельное распределение \Zt, J Zadu, DA при условиях 
Zt>Q,i->cc, где Dt-~число частиц, исчезнувших на [0, ]̂ 

3.4.3. (G,h)h- процессы. Используя неравенства (2), 
Гольдштейн [261] доказал, что для (G, К)-процессов с т=-1, 
М | 2 < т е , 1-G(0=o(*--). {̂to}oo, а*=*Щ, {mu}=. J WG(*) 

z, 
1im 
j?-»-oo 

g. ( 1- ,)+ l] . i^i-l , 2ц 

и получил аналог (8). При тех же условиях Пейкс [393] уста-
новил, что 

НтМ ехр l~st-^Zudu\\Z t>0 =~CsWcosech(CsW). 

Существование Hmi;t2P{Z(--=k}, k^l, для (G, h)-процессов 
доказывали Вайнер [489] и Куигг [414, 415]; В. А. Топчий 
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.[126] доказал соотношение (9) с у=<о2/2ц при решетчатом рас­
пределении G и условии Ĵ 3dG(̂ )<.{infty}. 

В. A. Ватутин [32] распространил упомянутые в п. 3.4.2 
результаты Слэка на (G, h)-процессы, для которых 

«(1—G(n))/(l-hn(0)){to}0, n{to}{infty} (13) 
(см. также Гольдштейи [262]). Гольдштейн, Хоппе [266] пока-
'зали, что для (G, h)-процесса, удовлетворяющего (10), усло­
вия (11) и (13).эквивалентны. 

Случаи, когда (13) не выполнено, детально изучил В. А. Ва­
тутин [35, 40, 441. В [35] доказано, что если выполнено (10), 
l_G(t) =t-e.L1(t) ип(1—G(n))/(l—/i„(0)){to}oo, то 

M[.s z M.Z / >0]->l- ( l -s ) 1 / ( , + a > , 5б[0, 1]. (14) 
А. Л. Якымив [145] нашел предельное распределение вектора 
(ZClt, ...,ZC/it), 0 < c - < . . . <сп<\, при условиях Z ,>0 , р < 1 , 
t{to}oo. Если же й(1-0(ft))/(l-Ая(0))-»-с6(0, оо), то (см. [40]) 
При t ->• оо 

M[exp{-sZ,Q,}|Z;>0]{to}l~ps(l + s a r , / a , s > 0 , (15) 
M[s z 4^>0]-> (1-P)( l - - (1" .s ) 1 / ( 1 + c °) , 56[0. 1], (16) 

где p = p(c)6(0,1). В [44] показано, что если предел в (13) не 
существует, то можно выбрать подпоследовательности момен­
тов времени, для которых предельные условные распределения 
Zt оказываются различными. Диалоги (11), (14) — (16) для 
(G, Л)й-процессов также получил В. A. Ватутин [38, 41, 42]. 

При условиях (10) и (13) B. А. Ватутин [43] доказал, что 
P{Zt = J}~ CjQ^L.it), t{to}oo, c,j*Q,% 

где y6[0, 1] зависит от асимптотики 1-•G(t), /.->-оо, 
Вайнер [484] распространил предельную теорему для (Ma,, h)>!-

процессов из п. 3.4.1 на (G, /г)"-процессы с M(gj',)''< оо для 
всех г < оо. Ней [382] указал метод, позволяющий заменить 
в последнем условии г <_ со на г < 2 , и доказал предельную 
теорему для (О, /^.--процессов, предполагая дополнительно, что 
max (1--Gy (*!))=-о (t--). Гольдштейн [263] получил для (G, h)fe-
процессов разложение Ms2 ', аналогичное случаю (E, /г)*-процес« 
сов. 
, 3.4.4. (G,/^'--процессы. В. П. Чистяков [138] доказал 
для (G, hu)-процессов предельные теоремы в случаях т < 1 , 
т>1, т=\\ в более поздних работах его результаты были, по­
лучены при более слабых условиях. 

В. М. Шуренков [142] доказал, что для (G, Аи)-процесса к 
введенного в п. 1.2. функционала Xi отношение XtIZt при усло­
вии 2<>0 стремится по распределению к константе, когда 
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В [141] В. М. Шуренков предложил новую форму предель­
ной теоремы в случае р = 1: для неразложимого (О, /z„^-процес­
са с 2 ^ (£/г))2< °° и нерешетчаты ми распределениями G(i) (t) 
при <f {to} оо и xx, . . . , хк > О 

2». f 2 1 
lim iPiZtj/tv^Xj, / = 1, . . . , *|Z0=ej*--—j--exp|——-maxjtjj,. 
В близкой постановке предельную теорему для (G, hu) '-процес­
са доказал В. A. Топчий [123]. 

3.4.5. N-процессы Дурхэм i[237] доказал предельную тео­
рему для N-процессов с т = 1 и М|г<оо, г= 1, 2 , . . . В. A. Топ­
чий '[124J доказал аналог (8) для N-процессов с, решетчатым 
распределением моментов скачков N(t). Холте ;[295] получил 
для N-процессов аналог результата Гольдштейна [261] (см-
3.4.3). 

Грин [269] показал, что для iV-процесса с m=l, D|<oo и 
функционала Xt (см. п. 1.2) при £{to}{infty} 

ИтР{^Х(<у\г(>0}^1-е-% y>0. 
Холте 1[296] перенес этот результат на (#)*-процессы. 

С. М. Сагитов [109] нашел условия на Qt, необходимые и 
достаточные для существования невырожденного 

11m, P {ZtQti MZt < х | Z, > 0}, 
и получил аналог (11). 

3.5. Предельные теоремы для надкритических процессов 
3.5.1. И н т е г р а л ь н ы е п р е д е л ь н ы е теоремы. 
3.5.1. а. (Е, h)- и (Мх, к)-процесси. Так как для (E, /^-про­

цесса {т~"Zn}n>0 — неотрицательный мартингал, то 
/re-%,{to}U7(ft{to}oo) п. н., (17> 

причем при 1 < т < со (см. Кестен, Стигум [340]) 
Р{W>0}>0<-*M£logI< оо. 

Оценки скорости сходимости в (17) приводятся в п. 3.5.4, а 
скорость сходимости функций распределения оценивали Д. Ата-
кузиев, Р. Ибрагимов [6, 58, 62]. Сенета [456] установил, что-
при т>'\, M.|Jog| = oo существует такая функция L(x), м. м, 
при x—>-0, что 

X 

• lim J P {ZnmrnL (mn) >y}dy~L(l/x), x {to} 00 , 
л-t-oo 0 . . . 

В [448, 457] Сенета показал, что при 1 < т < оо 
cnzJ>W, P{W7^0}=^, (IS) 
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где cn=kn*{u), —значение n-й итерации функции.**(и), «6(0, 
— \ogq), обратной к k{s)=— log Me-*- и {MW < оо , сп~.• 
~C/№--}-^M|1og.3<.oo. Хейди [281] доказал, что в (18) имеет 
место п. н. сходимость (другим способом это доказал Грей 
[277]), что cn/cn+i-^m и распределение W непрерывно на (0, ОО), 
(Свойства плотности W см. п. 3.5.2). Грей [275] показал, что 
Для любой последовательности сп\0 существует (E, К)-процесс 
с 1<m{le}oo, для которого P{c,.Zn{to}{infty}}-=1—q, а если CnA-Wr-*" 
{to}mG(l, оо), то существует (£, h)-nponecc с h'(1)=m , ДЛЯ ко­
торого P{c„Zn<s}{to}l при П-+-00 и любом е > 0 . 

. Для W из (17) и (18) функция Н(и) *=—logIAe-uW —един­
ственное (с точностью до линейной замены переменной) реше­
ние уравнения H{mu)—k{H{u)), H(oo)=—]ogq. в классе вы­
пуклых строго возрастающих функций. 

Соотношения MWPL(W) <oo.i*->Mg1'L(£) <оо (при нецелом 
Р>1) и 

Р {§ > x } ~ x~al (x)=>P {W > х} ~ x-aL (x)i (та — от) 
(при а>1) доказали Бингхэм, Доией [183J и де Мейер [365]. 

Многие из приведенных здесь утверждений справедливы и 
для (Мх, /г)-процессов, см., например, Атрея, Ней [170]. 

Биггинс, Шанбхаг [182] установили, что $(s)=Me~sW— 
целая функция без нулей тогда и только тогда, когда h(s) = 
= Ms^=skeQ('i">, где k>0 , a Q(s)~целая функция. Отсюда 
следует, в частиости, что распределение W не может быть 
безгранично делимым, если Р {§ > л} < е~Хх1°ёХ при всех -А:>х0, 

Пейкс [387] отметил, что .%-"(Z0+Z1+... +Zn)->Wmi (m- 1). 
Пури [413] для (Мк, /г)-процесса с т>1 нашел предельное 
распределение вектора 

Zt, j Zudtt, max{w.:en<t} , 
о / 

где вп — момент n-го скачка траектории Zt. Спатару '[465, 466] 
для (Е, И)-процесса с т > 1 указал условия, при которых функ­
ции 

A„(s) = | q — mszn| (h'(?)У-Нт| q—Msz* \ (h' (q))-' 

удрвлетворяют соотношениям 2 1 --- (s) I < °° и А„(5)==о(^_1), 
3.5.L 6. (G, И)-процессы. Шух [441] доказал для (G, ̂ -про­

цессов с т > 1 аналог (17): 
^/(-1ogE,*(.s)){to}Wr(s) п.н., t{to}oo, q<s<l, 

где E,*(.)—функция, обратная к E,(s)=M[s2-|Z0----1], W(s) 
удовлетворяет закону больших чисел, имеет непрерывное на 
(О, оо) распределение и P{0<W(s)< оо}=--.1— q, Атрея [161] 
установил для (G» /^-процессов аналоги соотношений (17) и (18); 
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если -те>1, Mtjk>g.;< <•»- Q(t) нерешетчата и Z0—1, то 
Z{e-at->W, t{to} 00, причем М"7=1, распределение W абсолют­
но непрерывно на (0, оо), а функция Ф(5) —Me-sU — единствен­
ное решение уравнения 

' ' - 9(w) = JA(9(«e-(--'))dG(y) 
о 

Ь классе {Ф:Ф(0)=^, ф'(0)- —1, ф(й.)=-Ме-"*, X>0}. Если 
"же Mg log g == оо, то Z,/MZ.-{to}0 п. н. 

Ягерс [312] показал, что Zte-al-^W п. н. и в D для (О, h)-
процессов с яг>1, Л"(1)<оо. В [165] Атрея установил, что 
' MW logp W < оо <*=>М£ logP+11 < оо. 

Доней [225] отметил, что если ZtllAZt~>W для (О, /^-про­
цесса c m > l и 5< — общее число частиц, появившихся на 
[О, t], то (Z^/MZ,, StWStfyw, W). 

Горостица [268] для (О, /г)-процесса Zt и вложенного (E, h)-
процесса Zn* показал, что при M£log£<oo (Z^/MZ,, 
Z„*/MZ/){to}(^1,\F2) п.н. и 

def 

if(tti, .aa)=--Mexp.{ — (tt1Wp
l+«aWir

2)}=-

= J h (oj- (и-е-1", Ki-m-1))dG (Jc). 
о 

3.5Л. в. N-процессы. Для частных случаев N -процессов 
•с!Ш>\ теоремы о сходимости Z../MZ,. получили Савитс [438] 
и Доней [226]. Крамп, Мод [211] доказали, что если в N-npo-

Цессе 
Л'(1)>1, r ( l ) < o o , ~mN(t)eLP, р>\, 

то Zte~at-^W п. и. и в L2; Мод, Нейр [369] нашли условия, 
•йри которых распределение W абсолютно непрерывно на (0, оо). 
"Ка'йлай [331] указал условия, при которых Zte-ai->0. 

00 

Положим £/- *=§t*e-aidN(t). Доней [227] установил, что 
о 

•-'''••'••• \ztimzt±*W; р{г=о}<1}-^ме01о&ео<°° . 
"Гануза, Дурхэм [260] показали, 'что Zi\WZ.i сходится в L2, 
если М(£0

2+^1-)< оо, и сходится п.' н., если М (£2-Ko^i) < -»-
Доней [227, 228] (для • p€(0, 1) и Рб(1,2)) и Бингхэм, До-

йей,[184] (для нецелых р>1) показали, что 
v.\. ;-л; Mr pL(^)<oo^M^L (S 0 )<oO , 
%Л] / ;'• Р{£о>.4~-*~р-- (x)**P{W>x}~.cx-VL (x). 
Щ 



Гани, Саундерс '[259] для N-процессов с G(i)= 1—е~", в 
которых N(0—пуассоновский процесс, останавливающийся в 
момент гибели частицы (и для аналогичных процессов с диск­
ретным временем), доказали, что если Zt{m)—число частиц, 
породивших к моменту t ровно т потомков, то Zt(m)/Zt-*-2~m 

п. н., m-= 1, 2 , . . . 
Доней [229] изучил асимптотику MZ, для (N)''-процессов, 

в которых потомки частицы могут появляться и после ее ги­
бели. 

3.5.2. Эмпирическое р а с п р е д е л е н и е в о з р а с т а 
и его о б о б щ е н и я . Эмпирическое распределение возраста в 
ветвящемся процессе Zt в момент t имеет случайную функцию 
распределения Ft(x)=Zt']f(x)/Zi, 0{le}.x<{infty}, где Z.*(x)—число 
частиц в момент t, возраст которых не превосходит x. 

Предельное поведение F*(x) при t—>-оо (для (G, h)-процесса, 
в котором h(s)=s2, a G(^)—функция гамма-распределения, 
изучал Сайков ;[432]. Атрея, Каплан ,[168] показали, что для 
(G, /г)-процесса c h(0) =0, ."г = А'-(1)6(1, oo) n{sum} Jfij\ogj< <x> 
п р и n{to}oo 

' .* I со 

Ft(x)-+^f-*tt(l — Q(u))du Ke-™(1-G(u))da п. н. 
о • / о 

Аналогичные результаты получил Кучек 1[345]; он же '[346] 
установли, что Zt-JZt, St-a/St, Dt-a/Dt сходятся п, и. к е~аа, где 
5 и — общее число частиц, появившихся к моменту и, а О „ — 
число делений на [0, ul. 

Предельные теоремы о сходимости п. н. описанного в п, 1.2 
функционала X*.=..S'x.«(i—вх) в случае N-процессов с т > 1 при 

х 
£{to}oo и различных предположениях о процессе N(t) доказыва­
ли Ягерс [315], Грин 1[270], Нерман [380], Нерман, Ягерс [381], 
а сходимость Xt по распределению для (G, h)'--процессов'—Ра­
ма [427]. 

Кучек ![346] и Нерман, Ягерс [381] вывели из результатов, 
относящихся к Xi, что если в ^-процессе с т > 1 случайно 
выбрать частицу из числа существующих в момент t, то при 
t—>-oo распределение ее остаточного времени жизни сходится к 
показательному, последовательность моментов появления ее 
предков сходится к процессу восстановления, а числа их непо­
средственных потомков асимптотически независимы. Берндсон, 
Ягерс ![ 179] обнаружили, что для (G, Д)-процесса с m>1 усло­
вие MZt — eaiM.Z0 однозначно определяет распределение остаточ­
ного времени жизни случайно выбранной частицы, которое (при 
дополнительных условиях) является стационарным. 

Пусть х—частица, случайно выбранная из п-го поколения 
(Я, А)-процесса, a Z ^ (./) —число частиц (п — у')-г° поколения. 
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имеющих общего с х предка в (п—к)-и поколении. Yo[482] 
Я Иоффе, Y [324] нашли совместное распределение Z{

n
k) (0), . . . 

„«.,Z^ft) (k+1) и показали, что 
1im P{Z<*> (0) - у | Z 0 - z , ZB^0} = w-*/P{Zk = J | Z 0 - 1}. 
- - j - o o 

Ягерс '[317] для N-процесса изучал зависимость между об­
щим числом потомков, порожденных частицей к моменту дости­
жения ею возраста t, и возрастом ее t-ro непосредственного 
потомка. 

3.5.3. Л о к а л ь н ы е п р е д е л ь н ы е т е о р е м ы при 
1;<m<oo. Для (E, /г)-процесса с /i0-=0 и 1<т<оо распределе­
ние W в (18) абсолютно непрерывно (см. Атрея '[164]; при 
условии Mg'1ogg<oo — Кестен, Стигум [340]). 

Пусть да«> (x) = ^ P {w{l)^= \\mmrnZn < .*|Z0 = i}. Если 
в (E, /^-процессе М| log g < со, распределение | имеет шаг 1 
и п, j=j (я) {to} оо так, что Jmrn-+c£(0, oo), то 

/P{ZB = /|Z0=-i}{to}«E><i)(C) 
яри любом фиксированном i (см. Дюбук [233]; при более жест­
ких условиях — Имаи ,[308, 309]. Обобщение на случай, когда 
Шаг распределения больше 1, получили Дюбук, Сенета |[235]. 

Атрея, Ней [169] доказали что если Mg2< oo, то при любом 
i > 1 и любом р0<Р=^6 / ( 3 + б ) , 6==— (logh'(q))ilogm, сущест­
вует такое c — c(z, Po)' ч т о 

I m*Pn(i, /) — «>«> {m~'lj)\<Pf»+cmni(jp) 
яри всех л > 1 , / > 1 , п'оэтому 

| P {xi <m-»Zn<x2 |Z 0=i}-P{x 1 < W(t) < JC2}|=O (p-*) 
при любых хи x2>0. кроме того, да<')(л:)>0 при всех x > 0 , 
но tan •»"(') (x) при x{to}0 может не существовать. 

Дюбук [233] и Ямазато [494] указали условия, при которых 
с1*а-:<^)(.-0<с2га-1(,О<2.<1, си с2, а>0) , и привели при-
меры (E, /^-процессов, для которых lirn^1~°W) (t), i.J.0, не су­
ществует. Локальную предельную теорему для (М%, й)-процессов 
сформулировал Р. Ибрагимов [59]. 

Н. A. Берестова [28] для (JVh, Л)-процесса с ^ = 0 , Щ2, N], 
нашла асимптотику P{Zt=J} при £—const, y'{to}oo и доказала 
существование таких функций Н ((x), что H.;(x){to}exp{Ji,(w —1)Х 
X(x — t)} при i>.x{to} с» и при любых e>0, t < оо 

Р {sup | j-'Zx - Ht (x)\ > 8 | Zt = j} {to} 0, J {to} oo. 
x<t 

3.5.4. Предельные теоремы со с л у ч а й н ы м и 
нормировкой и ц е н т р и р о в к о й . В (F, h)-процессе 
условное распределение Zn+T (или W=\imm-nZn при фиксиро-
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ванном значении Z„ совпадает с распределением суммы Z„ не­
зависимых случайных величин, распределенных так же, как Z,. 
• (соответственно, как Wm-n). Кроме того, при т>\ вся масса 
распределения Zn на множестве {Zn>0} уходит в оо. 
Это замечание делает понятными следующие, 4 результаты, 
в которых 0 - D g , crr2 = D[Zr|Z0=l]---a-m'-1(1 + -" + »ir~1)> 

*Л*)= "ZJU2 > М Ф 
mnW~Zn 

aZl 
w (n) =m ™~fn (я-а-т)-/-

а) sup | P {xr (n) < x | Z„ >0} — O(x)|{to}0, /г->оо; при условиях 
{Z„>0}, /г-> оо величины {t/, (n) — yr_x (n)}R

r^x асимптотически нор­
мальны и независимы (Бюлер [192]); 

б) оценки скорости сходимости в соотношении из п. а) и в 
соотношении sup| P{w (я) < я | Z„ > 0} —-CD'(.x)|{to}0 получали Хей­
ди, Сенета [288], Хейди, Лесли [287], Хейди, Браун [286]; 

в) если D£ < со, то 
Р {lira supxft (/i)/(21og/i)-/-= 1}=P {Urn sup® (я)/(2 log/..)1/----. 1}=-!, 
а соответствующие нижние пределы равны —1 п. н. (Хейди 
(283], Хейди, Лесли [287]). Свойством в) обладает также по­
следовательность независимых случайных величин, имеющих 
стандартное нормальное распределение. 

Лесли ![354] перенес утверждения п. в) на (Mj,, /г)-процессы. 
Хейди (280] доказал, что если т > 1 , М£2<оо и h(0) =0, то 

предельное при n{to}{infty} распределение случайных величин 
w* (/г)—и"/2 (W- m-"Zn) 

совпадает с распределением £;№1/2, где £ не зависит от W, 
P{£=s:xcT/(m2-—т)и2}=Ф(х). Он же (282] нашел предельное 
распределение w*(n) в случае, когда распределение g принад­
лежит области притяжения устойчивого закона с параметром 
аб(1, 21 

Асмуссен ![152] показал, что если т>\, l<p<2 и р~1 + 
+ .7-1---1, то 

Р {lim mn>i (W — m-?Z„)=0}=l-^MgP < °° • 
«~>-со 

В ![154] Асмуссен получил .аналогичные результаты для (G, h)-
процессов. 

3.5.5. Процессы с н е с к о л ь к и м и т и п а м и ч а ­
стиц. Кестен, Стигум (339] (см. также Атрея, Ней [170]) 
доказали, что если надкритический (E, й)л-процесс с р > 1 нераз­
ложим и апериодичен, то (в обозначениях п. L2) 

P{1imp-nZn=-W-v|Zo----ei}-=1, J = U...,k, (19) 
причем все W—О, если S^M^-logg^- —оо, в противном 
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случае при каждом /---- l , . . . ,k распределение Wj имеет поло­
жительную плотность на (0, оо) и b\W}=и}. 

Дейстлер, Фейхтингер [220] использовали для доказательст­
ва (19) соотношение Zn+1 — AZ„+eB+1, где A=|l Ml}--') ||, а вв+1 — 
вектор «случайных ошибок». 

Хоппе [300] показал, что даже при S.-./M^/) log £(-'••---- oo 
существуют такая последовательность чисел y„, yjyn+l-+p и 
такие случайные величины Wjt /== l , . . . , k , что P{Wj = 0} = qjt 
P{Wj<i оо} = 1 И При уСЛоВИИ Zo — Qj 

\lmynZnLWjV, P{limy„(Z„, u)=iry |Z0—e ;} — l. 

Кестен, Стигум [340] доказали асимптотическую (при Z0—e;-
и/г~>оо) независимость величин W} и ((Z.,, ц)—:Wjpn)/(Zn, и)1'2 

на множестве {№^>0} и асимптотическую нормальность послед­
ней величины; кроме того, они нашли предельное распределение 
скалярного произведения (Z„, a) при n->- oo в случае, когда 
(а, у)=0. Если 2/,уМ(£у>)2< со, то вектору а соответствует 
собственное значение р1==р1(а. А) матрицы А --=||М^/')|| и число 
6=9 (a, A), причем если |Pi|2<p, TO предельным распределением 
(Z„, а)я-ер-"/2 является смесь нормальных распределений с нуле­
выми средними, а если |pi|2>P) то при некотором Я>0 после­
довательность (Z„, а) пг% \ р1 |~" сходится п. н. к невырожденной 
случайной величине, когда /гн> oo. Асмуссен [153] обобщил эти 
результаты на случай, когда 2/,;.M(gy>)2< oo, и, кроме того, 
доказал для (Zn, a) (Z„, u)-1/2 аналог соотношений в) из п. 3.5.4. 
Аналогичные вопросы рассматривал С. Рахман [Ю4]. 

Для (Е, h)--процессов эффекты, связанные с переходом 
квадрата второго собственного числа матрицы первых моментов 
через перронов корень, обсуждали Мур, Снелл [370]. 

Атрея [158—160, 162] перенес упомянутые выше результа­
ты Кестена и Стигума на (Ми h)''-процессы. Р. Ибрагимов [60} 
для (E, h)--процессов, И. Рахимов [64] для (E, /i)ft-nponeccOBi 
М. М. Маматов, Р. Ибрагимов [79] для (Мк, h) ̂ -процессов с 
конечными третьими моментами векторов |-> указали оценки 
скорости сходимости распределения pn/2(W—(u,p~nZn)) к пре­
дельному. Локальные предельные теоремы для (£, ^--процес­
сов получили Ш. К. Форманов, Р. Ибрагимов [129], а для 
(Мх, h) --процессов — М. М. Маматов, Р. Ибрагимов [78]. 

Аналог соотношения (19) для (G,/i)ft-nponeccoB доказал 
Каплан [329], а для (N) '--процессов с р>1—Мод [367]. ! 

3.5.6. З а д а ч и о моменте п е р в о г о в ы х о д а иэ 
области. Для определенной no (E, h) -процессу Zn с Z0—h 
Л1| = /л>1 случайной величины t(x) —max{n : Zj, Z2,.. . 
. . . ,Z r i <x} А. В. Нагаев [86] (при Mg2<oo), А. В. Нагаев, 
Й. С. Бадалбаев [88] (при Mglog.|<{infty}) показали, что 
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lim sup \P{x(mx) = [x] +k}— 
*--M-o/.="-0,±l,... 

- P {m М-*"1 <W< mW-"} | = 0, (20) 
где W—предельная случайная величина из (17), [х] и {x}— 
целая и дробная доли х. И. С. Бадалбаев [И] нашел предельное 
совместное распределение T(x), x — ZX(X), ZxW+i — хпри x{to} с». 
Аналог (20) для (М%, /г)-процессов также получен И. С Бадал 
баевым [9]. В работах И. С. Бадалб'аева, Р. Ибрагимова [12," 
15, 63] аналогичные результаты получены для момента перво­
го выхода (Е, А)2-процесса из прямоугольных, круговых ИЛИ 
треугольных областей. Ответ при этом зависит не от вида об­
ласти, а лишь от точки пересечения ее границы с лучом, содер­
жащим вектор v,. 

3.5.7. Н а д к р и т и ч е с к и е в е т в я щ и е с я п р о ц е с с ы 
с т = М| = оо. Первую предельную теорему для (£, Н)-процесса 
с т=-оо получил Дарлинг [216]: если g(l—h(l—s));=s и 
g'(x) = ахъ~х (1+0 (л;6)) при х\0, а>0, 6 > 1 , S>0, то 

&-Mog(l+Z,.)-W, п->оо, и P{iF<x) t l , x f « - (21). 
Дэвис [217] показал, что в (21) имеет место сходимость п. н. и 
Р{\Р>х}=е~х+°М, х-з-со, если при x>.A-0 

00 

x-b-vW4cP{i->x}<x-b+4W, a j у(exp(е-*)) dx< oo . 
6 

Результат Дарлинга последовательно обобщали Сенета [455, 
456] и Хадсон, Сенета [307]. В последней работе показано, что 
если L(t)too, tfoo, - м. м. функция, (u(L(t))==t, а функция 

9 ( t ) = L ( [ l - / ^ l — l/«(0)]- ,)~ct, t-+oo, c6(0, 1), 
выпукла или вогнута на (0, oo), то существует такая функция 
A(t) =--= t_i (t), что L(l+Zn)/A(c_n) сходится п.и. к случайной 
величине W, причем P{\V>x} ---1/со(А(д;)). 

Пусть h(\-g(y)) = l-y, 0<у<1—-7, и gn(y) — n-n итера­
ция g(y). Кон [200], Грей [274] доказали, что если существуют 
числа \сп} и медленно меняющаяся функция L(y)t со, у.1.0, для 
которых limcnL(gtt(y))—'v(у) —непрерывная неубывающая функ­
ция, то 

P{1imcnL(Z-1)-=^|Z0 = l l-=l, limсяч1/.-„=06(0, » ) , 
[n-t-oa J 

где Р{'Ц7==0}— ,̂ P{W< оо}==1. Аналогичный результат полу­
чен и для (MA, А)-процессов. Кон, Пейкс [203] показали, что 
W—a-nmax{Wb ..,, Wzn}, где Wt независимы и 1^=^,, и ука­
зали условия, при которых предельное распределение случайной 
величины Rn=arnW — L (ZJ1) является дважды экспоненциаль­
ным. 
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Шух, Барбур [442] назвали (E, /г)-процесс с т = о о правиль­
ным (regular), если из существования п. н. \lmcnZn следует, что 

Р {1im cnZn=0}+Р {lim cnZn = оо} == 1 
и неправильным (irregular) — в противном случае. Указаны 
условия правильности процесса и условия сходимости п. н. 
cnL(Zn). Построены примеры неправильных (E, h) -процессов, 
для которых распределение limcnZn на (0,оо): а) абсолютно 
непрерывно, б) имеет атомы, в) непрерывно, но не абсолютно 
непрерывно, г) приписывает нулевую меру некоторым интерва­
лам. Кон, Шух [204] показали, что для любого (F, h) -процесса 
с m==:{infty} существует такая функция D(if), что 

P{limne-".y(Z„)-№}-=1, V{W=Q}^q, 
а распределение W на (0, {infty}) непрерывно. (Зависимость вида 
U(t) от h(s) изучали Б ар бур, Шух ElfSl). 

Тот же термин «правильный» (regular) использовал Грей 
[276] для обозначения такого (E, h) -процесса Z„, что если Zn 
и Zn* — две его независимые реализации, то 

Р (lim Z„*/Z„ .-0}+P {lim Z„*/Z„= оо }=1 . 
Процесс обладает этим свойством, если распределение Z1 (при 
Z0-=1) принадлежит области притяжения устойчивого закона 
с параметром ag(0, 1). Доказано, что для правильных по Грею 
процессов случайные величины 

U({Z„}"=o) = P{limZ..*/Z„-0|Z0*-= 1, {Zn}U} 
равномерно распределены на [0, 1] и что при любом р > 1 су­
ществует возрастающая функция Wp:(0, l){to}(0, оо), для которой 

P{1imr¥ i-(l-(l/Z„))—^p(a({Z / I}^o))} — L 
3.6. Предельные теоремы для разложимых ветвящихся про­

цессов. Для разложимых процессов асимптотика вероятности 
невырождения и предельные распределения числа частиц име­
ют вид, отличающийся от неразложимого случая. Чтобы упрос­
тить формулы, приведем лишь их простейшие варианты. 

3.6.1. Надкритические процессы. Кестен, Сти-
гум [341] изучали (Я, й^-процессы с разложимой матрицей 
А= HMg^U. Из их результатов следует, в частности, что для 
(E, Л)2-процесса с Л - к 1 , г > 0 , ри р2 > 1, существует 
такая случайная величина W, что при Z0=-e2 c вероятностью 1 

(Weu если p-=pi>p2, 
W(r/(p—р1), 1), если p=p2>Pi, 

и 1imp~n(Z„1/.M,Z.!2)-=W;r(r/p, 1) при р=р1----р2. Нейр, Мод [373J 
получили аналогичные результаты для (Q, Л)*-процессов. 
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Крамп [206] показал, что для разложимых (G, &)й-процессов 
MZu^Cit le l при некоторых ci, а г > О и целых г г >0. Филдс 
[251] установил, что если в этом случае р > 1 , то Zti/MZti при 
t-> оо сходится в L2 к случайной величине Wt. 

Ягерс [313] для разложимых (О, АЦ)2-процессов нашел усло­
вия невырождения, асимптотики первых двух моментов, а при 
а > 0 доказал теоремы о сходимости e~atZ{ п. и. и в L2 и ука­
зал условия, при которых ZnlZt2 сходится п. н. к константе. 

3.6.2. Критические процессы. A. A. Савин, В.П.Чис­
тяков [105] для {М%, /г)й-процессов, Фостер, Ней [255] для (E, h)k-
процессов с тахМ^ 0—1, 0<DE,(/)<oo, M^° = 0 \j>i), 
тахМ§/°<со показали, что 

где с > 0 , р — 21--7, p—число таких i = I , . . . ,k , что M|i° = L 
Аналог этого соотношения для разложимых (О, /.„/'-процессов 
получил В. А. Ватутин [39]. А. К. Полин [93] установил, что 
если при тех же условиях для (М%, /г)*-процесса MgJ'f) ==1, 
А16$° < 1 - i<h то 

limM Zo — еА, Z ^ O 
С it 

eXP — T 2 °iSiZti 

_ l _ ( l + ( 5 l + . . . + S i i ) - l ) - 0 . 
Аналогичные предельные теоремы для произвольных разложимых 
(E, А)й-процессов с р = 1 без финальных типов доказал Огура 
[385]. Из работ Фостера, Нея [255, 256] следует, что если для 
(E, А)*-процесса выполнены указанные в начале этого пункта 
условия и МЕ(/ — 1. i = l,...,k, то при любом i-6{l,...,k} рас­
пределение вектора (irlZn,it, tr2Zn,u-\,. •., ft-*-Zn,i) при усло­
виях Zo = e!t, Znit=fcO, n-+ oo сходится к распределению вектора 
(Wtt,..., W{) с зависимыми компонентами. 

Обобщая результаты В. П. Чистякова [135], А. К. Полин [94] 
и Сугитани [470] доказали предельные теоремы для разложимых 
(М%, h)k- и (E, А)й-процессов с р = 1 и с финальными типами. 

А. М. Зубков [56] для (E, /^--процессов 'с 

h{2)(sv 52)--=.s2+(l_S-)1+a^-(l_s2)—A21(l--.s1)+8(s1,52), 
где 0<а1> а 2 <1 , е ^ , s2) = o(l — S-) при .S1, .s2f1, нашел асимп­
тотики P{Z..-7--O|Z0-=e2} и доказал предельные теоремы для Z-. 
в случаях, когда 

llm f , f " ^ ° ' Z o = e , l } равен 0 или со. 
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§ 4. ДРУГИЕ ХАРАКТЕРНЫЕ СВОЙСТВА 
ВЕТВЯЩИХСЯ ПРОЦЕССОВ 

В §§ 2, 3 ветвящиеся процессы рассматривались фактически 
как случайные процессы с пространством состояний Z+= 
=={0, 1, 2 , . . .} или Z / . В этом параграфе описываются свой­
ства, отражающие специфическую, структуру ветвящихся "про­
цессов. • 

4.1. Характеристики процессов, 'связанные с их генеалогиче­
скими деревьями 

4.1.1. Распр еделение по п о к о л е н и я м . Пусть 
Zt(n) —число частиц га-го поколения, существующих в момент 
t, Zt(0,^='Z*(0)+...+Z.([x]). Б. П. Харламов [13J] уста­
новил, что для (Д., И.)-процесса cff l>l при t{to}oo и е>0 

P{\Z((0,mt/%-\-xVtJl) — Ф(х)\>е\ Zty 0}^0, (22) 
Локальные аналоги (22) получили: Самуэльс [431] —для 
(G, К) -процессов и Ягерс [316] —для N-процес'сов. В [431] по­
казано также, что если Zn*[0,t] —число частиц га-го поколения 
вложенного (Е, h) -процесса Z„*, появившихся на [0,t], то 
m~nZri*[Q,an-\-xoin}-+-(b{x) W п. н. и в L2 при ra{to}{infty}, где W— 
—\mm~nZn*. 

Бюлер [193, 195] для модификации (Мх, h) -процесса с 
т > 1 , в которой каждая частица, породив потомков, с вероят: 
ностью а остается жить вечно, доказал аналог (22) (в [194| 
Бюлер получил обобщение на (G, h) -процессы). Иоффе, Мон-
кайо [322] доказали аналог (22) для величии более общего ви­
да, чем Zt (0, х). 

Пусть 0Й7 — момент появления у'-й частицы /г-го поколения 
вложенного (E, ^-процесса Zn*. Бюлер [195] отметил, что для 
(О, А)-процесса Р{QW<t} при г! 4- 0 монотонно убывает как t", 
если т> 1, О(+ 0)=0, 0<О'(0)< оо, а в [194] нашел асимп-

тотиву P{e^>t} и p{ei n'>t\ при t{to}oo. Кингман [344] и 
Биггинс [181] для N-процессов с да>1 доказали, что ггЩ*) 

и rrlQn при га-> оо сходятся п. н. к неслучайным пределам; 
Дюрре [240] для (О, /г)-процессов с т = 1 установил, что при 
любом 8>0 

p{|/""Ieiy)-fx|>e|ey)<«3}{to}0, Й-Х»-, 1 «;<£..*. : 
Эдлер [242] изучал аналогичные е//-1 величины для неразложимых 
(М%, /г)й-процессов. Более детально свойства величин типа Q(/> 
изучаются в" связи с ветвящимися случайными блужданиями. 
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4.1.2. Редуцированные п р о ц е с с ы . Число частиц 
Z(f)t редуцированного процесса в момент t^.T, построенного 
по ветвящемуся процессу Zu, совпадает с числом тех частиц 
исходного процесса, которые существуют в момент t и потом­
ство которых не выродилось к моменту Т. Величина т(Т) = 
= sup{№[О, Т]\ Z[T)i — \}—это момент деления ближайшего об­
щего предка всех ZT частиц, существующих в момент Т. 

Фляйшманн, Прен [252] установили, что для неразложимых 
_ (E, А)''-процессов с р<1 распределение Т—т(~) при 7{to}{infty} и 
'̂ условии 2тф0 сходится к предельному (и, см. Прен [412], для 
..(E, h)-процесса 

Ип-т-М [Г - т (Т) | Zr > 0] < оо <-*М£ log I < оо .) 
А. М. Зубков [55] показал, кроме того, что для (E, А)*- и 
'(Mb А)"-процессов с р>1 величина х(Т)-*• т < со, 7{to}oo, п. н: 
на множестве {Шп^ >0}, и что при p—l и 2,>,уМ (£jl))s <. °° 
(а также для (Е, А)-процессов и (M-., А)-процессов с м = 1 и 
A(s) = s+(\-sy+aL(\-s), 0<a<l) 

P{r-1t(7)<x|Zr^=0}{to}jc, 0 < х < 1 . (23) 
«Фляйшшн, Зигмунд-Шульце [253] для (E, А)-процесса с т — \ 
доказали, что процессы ZiT)r-x/ZT при 7,{to} oo,. ZT~>0 сходятся. 
к детерминированной функции rj(x), а процессы T'1Z(T)HTI 
0 < и < 1 , —к неоднородному процессу чистого размножения 
с интенсивностью деления частиц в момент а, равной (1— а.)-1. 

В. А. Ватутин [37] распространил (23) -на (E, А)*- и (ЛЬ,, А)*-
лроцессы, удовлетворяющие условию (12), а в [39] —на (О, А)-
процессы при условиях (13) и т — 1. С. М. Сагитов [107] для 
(О, А)Л-процес'сов нашел предельные конечномерные распределе­
ния процесса Z(T)ar* 0 < и < 1 , при Т-> оо и ИттР{Ы{и.^(Т)ит> 

>A}-<x}. A. Л. Якьшив в [143] изучал свойства Z^UT для не­
разложимых (М%> Лу-'-процессов с р=/=1, а в [144[—при усло­
вии (12). 

"Аналог утверждения о п. н. сходимости т(Т)—у% при Т->-оо 
'получил О'Брайн [384]: если {хп}— последовательность час­
тиц (F,/i) -процесса с т > 1 , в которой xn+i— непосредственный 
.потомок xn, то доля частиц, являющихся потомками хп, стре­
мится к 0 при п-нэо. 

В нескольких работах изучались предельные свойства мо­
мента D( деления ближайшего общего предка двух частиц, 
случайно выбранных из Z. частиц, существующих в момент 
i{to}{infty}. Бюлер [193—195] доказал асимптотическую нормаль­
ность числа ребер на генеалогическом дереве (Ми h) -процесса 
с т > 1 , соединяющих две такие частицы. Иоффе [321] пока­
зал, что предельное распределение • Dt для (_, h) -процесса с 
т > 1 — собственное. Дюрре [240] для (М-., h)-процесса с 
m=1, /1"(1)<{infty} установил, что 
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1IfflP{A>rt|Z,>0}----(l-r)(1 + 2 l2 (y+2) r - ) , 0 < r < 1 , 

кроме того, в [240] найдены lImrP{Z(r)a,r--=y'|Z(r)B„r== *}• 
4.1.3. Условные распределения в (E, h) -п р о ц е с -

сах при заданном общем числе частиц. Пусть для 
(E,/г)-процесса SCO = Z 0 +Z 1 + . . . при Z0-=L Кеннеди [338}; 

установил, что если уравнение h(a) = ah' (а) имеет решение 
а > 0 и р-=аА"(а)/2^(а), то 

1im 11m P {ZB < рлл|5„ =--¥}= 1—(1 + -«) е-*, (24) 

и нашел litnArP {.Zj /~.~7] <p*V4v7|S.-0==-V}. В. Ф. Коячин [68 — 
69] показал, что в (24) последовательные предельные перехо­
ды можно заменить условием п, n~"2JV{to}{infty}, а в [67] В. Ф. Кол-
чин доказал, что 

+ OQ 

HmP{(pN)1/2min{n:Z„—0}<.x;|Soo-=A/}---- _ (1 - #х-) е-*---*.. 
-V-+«- А-----0 

В работе В. Ф. Колчина [66] доказана локальная асимптоти­
ческая нормальность распределения числа частиц, имевших 
ровно г непосредственных потомков, при условии S°°=<N-*oo. 
Исследованию предельных распределений ряда характеристик 
ветвящегося процесса при условии 5»-=N->-oo посвящена гл. 2 
монографии В. Ф. Колчина [69]. 

4.2. Еще несколько свойств траекторий ветвящихся процес­
сов. Дуосс [241], О. В. Висков [45], Бойд [185] показали, что 
для (Я, А)-процесса 

p{Zo+z1 + . . . -=/ |z0=i}=i/-1P{g1+.. .+i /-=/- i}, ; ; ] | 
где £i, .а» • • • независимы, M.~-- = h(s). Связь распределения 
Z-+Z1 + . . . в (E, А)*-процессе с многомерным распределением 
Лагранжа отметил Гуд [267]. 

Линдвалл [357], Нерман [379] установили, что для (Е, h)-
процессов 
Urn NР /maxZ„>N |Z0=.r\=- г, если m=h'(l) = l, h" ( l)< oo, 

и что последовательность J/Va/vP{raaxZn>iV|Z0----r, lim Z„-0} , 
N=\,2, . . . , отделена от 0 и оо, если т > 1 и a—1/q, или 
если да<1 и а>1-корень уравнения h(s)=s. 

Эсти [247] доказал, что построенная по (E, А)-процессу Z„ 
цепь Маркова Хп: 

P{Xi = iu •. . , А* == £Й | Xo - -о}= 
=lim Р {Z„4 — i 1( . . . , Zn_k = ik | Z„ = 10} 

«•-•со 
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положительно возвратна при т—Ь'(\)Ф\ и Mglogg<oo; при 
т = 1 цепь Хп невозвратна, а если, кроме того, Л"(1)<оо, то 
распределение п~1Хп при n{to}oo сходится к гамма-распределе-
нию. Накагава [376] перенес эти утверждения на (E, h) ''-про­
цессы. 

Халили-Франсон [343] отметила, что для (Е, й)-процесса 
с /га<1 значения Нт Нт P{Z„=k|Zm>0} совпадают с распре-
делением ((E, /г) + /)-процесса при M.sTi •= mrxh' (s). 

Для (E, Л)-процесса Zn с т =• 1 Халили [342] описала 
свойства предельного условного распределения вектора 

(ZnJ/lu • • . > ZniJnk) При й 1 < . . . < й „ - - > о о , Znk > 0. 

§ 5. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ ВЕТВЯЩИХСЯ ПРОЦЕССОВ 
С ИММИГРАЦИЕЙ 

5.1. ((£, h)+/)- и (CM,., h)-\-I)-процессы. Всюду в этом па­
раграфе g{s) —Ms4 обозначает производящую функцию распре­
деления числа т] одновременно иммигрирующих частиц. Если 
не оговорено противное, то в ((£, h) + / ) -процессах иммигра­
ция происходит в каждый момент времени и = 0, 1, 2 , . . . , в 
((М-,, h)-\-I) -процессах моменты иммиграции образуют пуас-
соиовский поток с параметром л. 

5.1.1. Д о к р и т и ч е с к и е процессы. Фостер, Вильям-
сон [257] показали, что для ((5, К) +1) -процесса Yn с т— 
—h'(l){le}- предельное распределение Yn (n{to}oo) собственное 
тогда и только тогда, когда 

1 

) (- ~-§(«)) U1 (1Й — UT1 da < оо. 
'о 

При m < 1 эквивалентным условием является М log ц < оо. 
Условия возвратности ((£, А) +/)-процесса указал Пейкс [398]. 
Скорость сходимости Р{Уп~ j |Yo — i}->Р) Для случаев, когда 
Мт]< оо или g-(.s)==l-— (\~s)aL(\—s), «6(0, 1], изучал Пейкс 
в [386, 388]. В [403] Пейкс рассмотрел частные случаи 
((E, А) + /)-процессов, в которых Mlogr)—оо: например, если 
— 1п Л (е*) = 1 - ^ ( 1 - ^ ) - о (х-1), x{to} оо, то A(Kl,)/A(/irB)--V 
и P{V<x}=x-m°«m (0<д:<1). 

Оукс [383] исследовал свойства последовательности скач­
ков стационарного ((Ми h) +/)-процесса с т < 1 , 

Квайн [416] указал достаточные (а Каплан [326] — необ­
ходимые и достаточные) условия существования предельного 
стационарного распределения ((E, Л)+/)/1-процесса. (См. так­
же работу К. В. Митова [80], п. 5.1.2). 

5.1.2. К р и т и ч е с к и е п р о ц е с с ы . Условия существова­
ния собственного предельного распределения указывали Сеиета 
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[446], Фостер, Вильямсон [257], Каплан [326] (см. п. 5.1.1). 
Сенета [453], Ш. К. Форманов, Р. Ибрагимов [128] доказали, 
что для ((E, h) +/)-процесса с m==l, 0<D£==b<oo, Mri<{infty} 

j 

X 

limP {2Yjnb<x}=~-±rr-[u^e-"du, В-=2Мп/£; (25) 

для ((Л4я, Л) + /)-процесса Q= 2%Mr\/b. 
Г. Д. Макаров [76] для ((E, A) +/)-процесса указал усло­

вия, при которых 
V{Yn = J}^x^e'x/(jT(Q)) при n->oo, x==2J/bn=o(n/lnn), 
а Меллайн [363] для ((Е, h)-|-/)-процесса с от—1, 
М| 2 log |< оо, Мч]logr) < оо нашел асимптотики Р{Yn = j |Y0 = i} 
при i= cons t , /,/7,{to}oo, SUp j/П < со И. При i,j,/l->oo, 
sup (/ + ;')/#< оо . При тех же условиях на I- и ц существова­
ние Нтл-М [я3""!-7.} = i]= щ(s)#const доказал Пейкс '[394]. 
Пейкс [391] и А. М. Зубков [54] указали условия возвратности 
((£, li)-\~I)- и ((M-,, й)-|-7)-процессов. В частности, при 6 > 1 
процесс невозвратен, при 0 < 8 < 1 нуль-возвратен. А. М. Зуб­
ков [54] нашел также асимптотику 

P{inf{x>O:Kj:-=O}|ro- — O<Yo+} при t{to} оо. 
B. А. Ватутин [36] показал, что для ((E, А) + /)- и ((M?,, А) + 7) 
процессов с т — \, 0<Dg=&< оо при е < 1 

ИтР[2Г,/«<л|У0-=«О, inf>,>01=--1-е-* (26) 
t-*co \ 0<X<t j 

а при 8>1 ЭТОТ предел совпадает с правой частью (25). 
К. В. Митов [80] и Сенета, Товаре [459] показали, что при 
т<.\ и т > 1 рассмотрение предельных распределений Yt при 
том же условии, что в (26), имеет качественно тот же вид, что 
и без этого условия. 

Пейкс [398, 402, 403] для. ((Я,А)+/)- и ((М,, h) + / ) -про­
цессов с h(s) ='S+ (1—s)1+aL(l—s), 0<a{le}l, нашел условия 
возвратности Yu доказал серию предельных теорем как для 
линейных, так и для нелинейных функций от У.. 

Для ((Жя,А) +/^-процессов при условии (12) из п. 3.4.2. 
C. Ж. Сагитов [106] указал нормирующие функции p(t), для 
которых limMexp{—s, Yt)p(i)} имеет вид 

t-hOO 

(1 -f- ca (v, s))~I/ca или exp{-(v, s)p}, • 
и нашел условия, обеспечивающие существование собственно­
го предельного распределения Y.. Он же [110] указал необхо­
димые и достаточные условия слабой сходимости распределе­
ния Y/ (с нормировкой или без нее). 
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5.1.3. Надкр итические п р о ц е с с ы . Если l<m<{infty}, 
то P{\imm-nYn= W*} — 1. Сеиета i[4.51, 452] показал, что для 
((E, h) +1)-процесса Уп с т > 1 и чисел с„, определенных так 
же, как в формуле (18) из п. 3.5.1, 

P{limcnyn—V}---l, P{V=0}=0, (27)' 
причем (см. Пейкс [396]) распределение V абсолютно непре­
рывно на (0, oo), если MlogT]<{infty}, и P{V=-oo} = l при iYUogri = 
= {infty}. Кон 1[201] установил, что условие M1ogT)<oo необходимо 
и достаточно для существования такой последовательности 
{с„}, что в (27) P{V<{infty}}==l. Условия сходимости ctYt в L2 для 
((М-,, h) +/)-процессов указал И. Рахимов i[96]. 

Пейкс ,[401] показал, что если (1— g(s))log(l—s){to}0, sfl 
(в этом случае Mlogri-={infty}), то существуют такие функция 
г(х) и последовательности {сЯ}, {dn}, что cn/cn+1{to}aG(l, {infty}), 

P{limr(c„Y„)d„=\/}--=l, P{V<x}=x^io^, 0 < x < l . 
Барбур, Пейкс [174] для ((£, h)+/)-процессов с т = {infty} 

указали нелинейные функции от Т., которые сходятся п. н. 
или по распределению (в зависимости от свойств функций h 
*-£)• 

См. также Сеиета, Таваре [459] в п. 5.1.2. 
5.1.4. Процессы с иммиграцией, з а в и с я щ е й от 

с о с т о я н и я . Фостер {254] для ((E, h) +•/)-процесса, в кото­
ром иммиграция происходит только в такие моменты п, что 
Уп_1---0, показал, что при т — 1, h"(l)<oo 

11m P {(logF,.)/logи<x}=x, 0 < x < 1. (28) 
П-УОО \ 

Пейкс [398] получил (28) при h(s) = s + (1— s)1+aL(l--s), 0< 
<a{le}l, а в 1[390] Пейкс доказал предельные теоремы при т< 
<1 и т > 1 , изучил свойства стационарных мер при m{le}l и 
показал, что если т---/г'(1)<=1 и v-i—-число таких &{le}n, что 
Ун—О, то n~hn In n-yh" (I) п. и. Ямазато i[493] получил анало­
гичные результаты для ((М-., К) +/)-процессов, а К. В. Митов 
Щ] —для ((£, h)+I)- и ((G, h) +I)-процессов. 

Накагава, Сато [377] и Сато [433] рассматривали ((E, h) +, 
+/)-процессы, в которых иммиграция происходит лишь в такие 
моменты, когда y„{le}io, а распределение числа частиц, иммигри­
рующих в момент п, может зависеть от значения У.-.. Указаны 
необходимые и достаточные условия положительной возврат­
ности У„, изучены свойства стационарных мер, в случае т > 1 
доказана предельная теорема. 

5.1.5. Процессы, в к о т о р ы х иммиграция 
у п р а в л я е т с я цепью M а р ко в а. В. П. Чистяков [134] 
доказал предельные теоремы для ((М-,, h)+/)-процессов, в ко­
торых распределение числа т|( частиц, иммигрирующих в мо­
мент t, определяется состоянием в момент t не зависящей от' 
ветвящегося процесса конечной цепи Маркова, A. К. Полин 
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.[95] получил' аналогичные результаты для ((М-,,A)+V)"-про­
цессов. 

5.1.6. Неоднородная по времени иммиграция. 
Рейнольде [428] исследовал поведение cov (Yth, Y,h) при условии, 
что Yna = N, «!</г2<«з-

Фостер, Вильямсон [257] показали, что если в ((E, А) -+- / ) -
процессе А'(1) — 1, h"{\)< со, числа % г]-, . . . частиц, иммигри­
рующих в моменты п.—О, I, . . . , независимы, 

lim М [exp {- я/г1 (%-+ . . . + .„)>] == exp — j (1 - е'"х) х^Р (dx) 
s.+« [ о 

то 

lim М [ехр {- uYnln}\=exp - J (l - е-"*) r ' Q (dx) , (29> 
«-+0O [ 0 J 

где Q — свертка меры Р и показательного распределения. 
И. Рахимов [98]. получил аналогичные результаты для ((М?., 
h)-\-I) -процесса. 

И. С. Бадалбаев, И. Рахимов i[24] для ((.М-., К) +1)-процес­
са с h'(l) = 1, А"(1)<оо и неординарным пуассоновским пото­
ком иммигрирующих частиц с интенсивностью c(rf){to}0, t-^oo, 
показали, что Р {У ~ 0}—>-е-2с/&, если 1imc(f) In t= сё[0, oo j , и 
что при /{to}oo и любом хЧ [0, 1] 

P{(2r//6^)2c(0/*<x}{to}x, если c(t)~L(zf)/lnt, (30> 
р{(К5-<'-,-'*.-1)/(е!-е/б-1)<л|У<>0}->.д:, если c(*)~clnt, 

P{(lnY;)/ln*<x|r,>0}{to}x, если c(t) = o{ll\nt). 
В работах И. С Бадалбаева, Ш. П. Примкулова, И, Рахимова 
[23, 25] аналогичные результаты получены для ((F, А)+/)~ 
процессов и для случая, когда числа частиц, иммигрирующих в 
разные моменты времени, не независимы. 

К. В, Митов, Н. М, Янев [366] для ((E, А) +/ ) -процесса то­
го же вида, что в работе Фостер '[254] из п. 5.Г4 (но с интен­
сивностью иммиграции c(t)-*0) показали, что при c(t) -— 
~i~9L(t), 0{le}p<1, выполняется (28), а при c(t) ^c/(t\nrt)> 
0{le}/{le}l, 

P{2Ff/6^<x|r<>0}{to}1-e-*/(2 — r), * > 0 , 
P{(lnr ()/lnt<xjr;>0}{to}(l-r)x/(2--r), 0 < x < l . 

И. Рахимов [97, 100] для ((E, A)+•/)-процессов с rn^l, в 
которых интенсивность Mr\t иммиграции стремится к oo при 
£{to}oo, указал условия, обеспечивающие асимптотическую нор­
мальность Yt с параметрами МУ,, DY,. Он же в i[99] рассмот­
рел случай, когда m>l , Mrj({to}0, а в £ 102] --случай т<1, 

И. С. Бадалбаев i[16, 18] изучал ((Е, А) +7)"-процессы с 
иммиграцией убывающей или растущей интенсивности. 
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5.2. ((G, h ) + / ) - и (N+7)-процессы, В ((G, Л)+/ ) -процео 
сах поток иммигрирующих частиц можно описать, задав после­
довательность O<i81<02< .. .'моментов иммиграции и последо­
вательность т]ь т]2, • •,. чисел частиц, иммигрирующих в момен­
ты е ь е2 

Явные выражения для Ms** получил Шонквиллер [461]. 
При условии, что {0.} — процесс восстановления, а {т\{} 

независимы и одинаково распределены, Пейкс, Каплан [404]. и 
И. С. Бадалбаев, И. Рахимов ![27] указали необходимые и до­
статочные условия существования невырожденного предельно­
го распределения У4 (допуская возможность того, что М log Tit— 
= {infty} или StdG(t) = oo), а Пейкс, Партасарати [405] изучали 
скорость сходимости Ms7t к нулю в слyчae • m - = h / ( l ) ^ 1 . 

Каплан [330] перенес на ((G, К) +•!)-процессы результат 
Б. A. Севастьянова ' [ Ш ] : если функция г|з(х), х^О, такова, что 
•ty(xy)^G\\>(x)q(y), то Mo|)(yt)<oo-<{Rightarrow}Mi]3(g)+Mi|3(Ti):<oo. 

Для ((G, h) +/)-процесса асимптотику МУ* (и предельную 
теорему при т < 1 ) получил Ягерс ([311], а Н. М. Янев [147] 
для пуассоновскогс) процесса {-9 J нашел асимптотику 
МУ.(У—1) и получил предельные теоремы во всех трех случа­
ях (т<1, т = 1 , /п>1). 

5.2.1. Н е к р и т и ч е с к и е п р о ц е с с ы . Для ((G, h) +\ 
+/)-процессов е - т > 1 и процессом восстановления {6.} Рад-
клифф '[424, 426] доказал, что Yte~ai сходится п. н. и в L2 к 
случайной величине W; Каплан, Пейкс [332] получили анало­
гичный результат для случая, когда А —9 i+i—6.— эргодический 
процесс, а Атрея, Партасарати, Санкаранарайанан '[172] — 
когда эр годична последовательность {(Д., 11.)}. 

Н. М. Янев [146] доказал предельные теоремы для 
((G, hu)+J)-процессов с m{ne}l, а Дурхэм '[239] —для (N + / ) -
процессов с т;_з=1. Возможные скорости роста (N+/)-процесса 
изучал Грей ![273]. 

Асмуссен, Херинг '[155] для (N+li)ft-npo«ecca Yf, соответ­
ствующего сумме независимых (N) "-процессов Z,(0), Z . ( l ) , . . , 
начинающихся в моменты 0{le}To<Ti<... иммиграции частиц, 
доказали, что если P{limp-'Z, (i)-=W.} = 1 при р > 1 , то при не­
которых условиях на {т.} 

Р limp-% = 2p - t<W. = 1 . 
I ..«=0 w J 

Каплан '[327] указал условия существования невырожденно­
го предельного распределения вектора Yi для ((G, ft)+/)'--про­
цесса с p{le}l при £{to}oo. 

Для ((G, h) +/)-процессов У, с т<\ Пейкс ![397] доказал 
асимптотическую нормальность интеграла Ut от траектории У„ 
по отрезку [0, i] и существование собственного предельного 
распределения ut—t в случае, когда мальтусовский параметр 
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а не существует, а Каплан [328] нашел предельное распределе­
ние доли времени, проведенного процессом Yu в состоянии / на 
отрезке '[0, t]. . ' 

Вайнер '[483] для ((G, h) +/)-процесса нашел асимптотику 
моментов и предельные распределения суммы времени жизни 
всех частиц, существующих в момент t, и суммы времен жизни 
частиц, появившихся до момента t. 

Радклифф '[423, 425] для ((G, h}+I)''-процессов с р>1 изу­
чал отношения чисел частиц разных типов. 

5.2.2. Критические п р о ц е с с ы . Дурхэм ![238, 239], 
Пейкс '[395], С. В. Нагаев [90] указали условия, при которых. 
для ((G, h)+I)- и (N+J)-процессов справедливо соотношение 
(25). Его аналог для ((G, h) +/)''-процессов доказывали Вай­
нер [484—486] и В. А. Ватутин '[30], а для ((G, .hu) +I)"-про­
цессов В. М. Шуренков [141]. 

Для ((G, h) +I)"-процесса Вайнер 1[487] нашел предельное 
распределение вектора S. чисел, частиц, появившихся до мо­
мента ( , а в [491] он получил асимптотические формулы для 
p{Y.= (#i,. . . , Ук)} и P{5j=(si , . . . ,sh)}. при if{to}{infty}; в частно­
сти, если k=\, то .-•ij-л-

Р{У««/}'~с,И, Р{5,=/};~^-->, й, р>0. 
И. С. Бадалбаев, И. Рахимов [27] доказали для ((G, h) +' 

+/)-процессов аналог (29), а в .[26]—аналоги соотношений 
(30). Пейкс {395, 397] доказал ряд предельных теорем для ин­
теграла Ut от траектории ({G, К) +/)-процесса Yu с т = \ по 
отрезку [0, ^], в частности, 

М ехр {— t-*Utz}^- (sech V~c^z)c\ t {to} со, 
при Cj, с2>0, Л"(1)<оо. Аналогичный результат получил 
Каплан [328]. 

•И. С. Бадалбаев, А М. Зубков [20] рассматривали после­
довательность Y\n) (п. — 1, 2, . . .) процессов того же типа, что 
в работе Асмуссен, Херинг [155] (см. и 5.2.1). Показано, что 
если при некотором y > 0 равномерно в любой области вида 
{8Я<*</г, | 5 |<1} , 8>0 , 

Ms2 '" ( i ) — l- ' ( l+o(l))( l—s)/(1+(1-s)tY), л - . » - , 
a процессы n~lv(xn)-(где v(и) —число частиц, иммигрировавших 
на отрезке [0, и]) сходятся к процессу Т (х), Р{Т(1)< оо} — 1, то 

lim М ехр {— uY{
n
n)/tiy} = 

п-мю 

= Mexp l-ur1^ (\+(1~х)и)-ЫТ(х) ' (31) 
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Частными случаями (31) (соответствующими процессу 
r(x)---^x) являются результаты работ, упомянутых в начале 
п. 5.2.2, а также работ С. В. Нагаева, М. X. Асадуллнна [5, 
91] (x--T"(x)—случайная величина) и И. С. Бадалбаева [17] 
(Г(х)=Х0 при 0{le}A,<xo, Т'{х)=Хх при x0<x{le}l). 

§ 6. ПРЕДЕЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ В СХЕМАХ СЕРИЙ 
Распределение числа частиц Zt зависит от величины t, ве­

роятностных законов развития частицы и от значения Z0. 
В предельных теоремах, упоминавшихся в §§ 2—5, предпола­
галось, что £{to}oo, а остальные параметры процесса фиксирова­
ны. Ситуацию, когда меняются и другие Параметры процесса, 
мы называем схемой серий; случаи, когда при этом т — 
-=А/(1)->1 (или р -И) , называют переходными явлениями. 

Отметим, что функция Ms2 ' при фиксированном t > 0 для 
(М%, А)-процессов непрерывно зависит от A (s) (см. И. Д. Черка­
сов [133]), а для (G, А)-процессов —от С? и А (Курц [347]). 

6.1. Процессы, начинающиеся с большого числа частиц. 
Вильяме [492] отметил аналогию между предельным распре­
делением числа частиц в (E, h) -процессе при Zo---JV{to}oo и рас­
пределением суммы случайного числа случайных величин, име­
ющих показательное распределение. 

, Р. Ибрагимов [57] оценил скорость сходимости 
P { ( Z n - A n ) / 5 n < * | Z 0 - C n } 

при п, Cn{to}{infty} к функции нормального распределения. Хопф-
нер [298] указал условия, при которых P{Zn = k\ZQ — N} (как 
Для (Е,п)-, так и для (Мк, h) -процессов) можно аппроксими­
ровать плотностью нормального распределения, когда /г, п, 
М-э-оо. 

Меллайн [364] показал, что для (E, А)-процессов Z„ с /г/(1) = 
== М | — 1, М£2 log К оо конечномерные распределения пг1к\пХ]л 

0 < J C < 1 , при 11-> оо и условиях Z 0 = x / i + o(n), Zn=yn~\~o(ii) 
сходятся к конечномерным распределениям некоторого диф­
фузионного процесса; такой же результат получен для 
((Я, А) + /)-процессов. 

Слуд [464] изучил предельное поведение при i, j~> оо 
P{T'<T^|Z 0 ' = i, Z0" = j , l i m ( Z / + Z „ " ) - 0 } , 

где Z./ и Z / — независимые (E, h)-процессы, T'--=min{n:Z,.. — 0}, 
."=ffim{n:Z„"=0}, 
• B. A. Ватутин [29] показал, что для ((E, А) + /)-процесса при 

М.|===1, M | 2 < o o , Мт)<оо и некоторых с, v > 0 
def 

Q(n)=P{mlnYb\Yo=in}~cn-4, п-у оо, (32) 
а если М | > 1 , то 

Q (л) = д"п-У (W (log n) + О (/г1)), п -у оо, 
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где q = h(q)<l, y > 0 , W(x) — периодическая функция; при 
переходе к ((M-., К) -+/) -процессам функция W{x) вырождается 
в константу. 

Для ((-М-,, К) + / ) '--процессов соотношение (32) доказал 
С М . Сагитов [108]. 

Ламперти [350] для (Е, h) -процессов описал множество 
предельных распределений (Zn—A-J/Sn при условиях Zn = 
x=Cn-->c-o, n{to}oo. Р. И. Мухамедханова, Ш. К. Форманов [84] 
получили аналогичные результаты для (Мк, h) -процессов, а 
Р. Ибрагимов [61] —для (£, h)--процессов. 

Для (£, h)-процессов Ламперти, Ней [351], Гримвалл [278] 
нашли условия сходимости 

Ut == (Z[rNq — AN) IBN при Z0 --= N {to} oo 
к диффузионным процессам (или к ветвящимся процессам с 

• непрерывным пространством состояний). Для (E,.. Л)-процесса с 
т — \, / i " ( l )< oo Линдвалл [355] указал, что при Z0=N, 
.й, n~W{to} оо процесс (—1„̂  —N)/ (nNyv сходится к винеров-
скому-.процессу,, a ZlNi]/N — i< диффузионному. Эсти [246, 248] 
для (О, /-)-процессов с т = \, А"(1)<оо, 1~-G(^)—о(г!"2) и 
Z 0 = iV{to} oo доказал теоремы о сходимости процессов N~xZtN, 
0 < t < c , при Z r > 0 , Z-r = 0, с > 1 к диффузионным процессам, 
а в [245] перенес на (G, /г)-процессы результаты Ламперти, 
Нея [351]. 

Сходимость (M,,,/г) ^процессов к диффузионным изучал 
В. П. Чистяков [136]. 

6.2. Переходные явления. Стандартный результат состоит в 
следующем (см. Б. А. Севастьянов [117]): для (E, h)-процес-
сов при n->oo, т = /г/(1)->1 

sup|P{ZB>xM[Z,. |Z„>O]]Z,,>0}- e-* |{to}0 (33) 

равномерно - no любому множеству функций- h: h"(\)^bQ>Q, 
h'"{\) {le}co<oo (Фахади, Квайн, Bep-Джонс [250] показали, 
что условие /i///(l){le}Co можно заменить равномерной сходи­
мостью Hj2hj). Аналоги (33) для (Mj., h) ̂ -процессов доказал 
B. П. Чистяков [139], для (Е, /^-процессов— Квайн [418], 
для (G, h) -процессов с решетчатым распределением G — 
C. В. Нагаев'[89], для (G, К) "-процессов — О. В. Выогин [47]. 
В [46] О. В. Вьюгин нашел асимптотику MZ.- и M.Zt(Zt—1) 
для (G, h) -процессов в случае переходных явлений. 

Г. Д. Макаров [75] для (E,h)- и (Ми h) -процессов показал, 
что при А(1+е){le}do<°°, \h'{\)~l|=0(n_1), n-{to}oo, относи­
тельная (а; не абсолютная, как в (33)) погрешность аппрок­
симации стремится к 0 равномерно по x==o(n/lnn) и что при 
j~o(n2/lnn), n{to}oo 

P{Zn = y |Zo-=l}-y n
2 /w"exp{-^y-} J 

Y„ = 2/[A"*(1).(l+/» + . . . + « » - - ) ] . 
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Аналоги соотношения (25) для переходных явлений в 
{(E, А)4-/)-процессах получили Квайн, Сенета [422], Пейкс [392], 
Фахади, Квайн, Вер-Джонс [250], а для ((Mx, А)+-/)-процессов — 
И. Рахимов [101]. 

Иржина [318] показал, что если г (h'r, (1)—- 1)-*а, hjr) (1)->-[} 
при r{to}oo, то построенные по (E, Л(Л,)-процессам Z</) 
с Z^ = r процессы Z(r)*----r_:iZ^)] сходятся к ветвящемуся 
процессу с непрерывным временем и непрерывным пространством 
состояний. В [320] Иржина перенес это утверждение на (Е, h)k-
процессы, Е. А. Лебедев [70] получил его аналог для ((E, А) + / ) - ' 
процессов, а Ягерс [314]—-для (О, /г)-процессов. 

Е. А. Лебедев [71] доказал, что к ветвящемуся процессу 
с непрерывным пространством состояний и несколькими типами 
частиц сходится последовательность r_1Zj^,, где (", h(-))ft-
процесс Z^) (с Z(•")=-([rx,,],..., [rxk]) имеет матрицу первых 
моментов Аг = А0-\-г~1Со-\-о(г~1), А0—блочно-диагоцальная 
матрица, диагональные блоки которой соответствуют неразло­
жимым критическим процессам, а матрица С0>0. Для (E, /z)2-
процессов аналогичную теорему доказал Курц J348], а при 
условии rxZp-+\ =(£., Ь)~-Бухгольц, Вазан [189]. В [72] 
Е. А. Лебедев получил аналоги результатов Ламперти [350] и 
Линдвалла (см. п. 6.1) для переходных явлений. 

С. А. Алиев, В. М. Шуренков [3,4] изучали, при каких 
условиях на последовательность Л<>) (s) для (£Г, /г(-))-процессов 
Z{

n
r) (и для {М\, /г (^-процессов — см. С А. Алиев [1, 2]) суще­

ствует такая последовательность Ь(Р, что при n->oo, 
я-(А|г) —1)->се(0, оо) 

bX]P {zir) > b{
n
r)x] -+Щх) (34) 

в каждой точке непрерывности функции II(x). Необходимые и 
достаточные условия получены в [4]. Соотношение (34) эквива­
лентно сходимости конечномерных распределений процессов 
Z\n]]lbnr) при Zor] = [xbir)], П-УОО, к конечномерным распреде­
лениям ветвящегося процесса с непрерывным пространством со­
стояний. 

Сенета [447] доказал, что если t=mln{/i:Z„—0} для (E, h)-
процесса Zn с Z0-=1, то при h(s){to}<P(s),, Ф' (1) = 1, 9"(1)>0, 
Лг , /(1)<с<оо, m=hf(\)\l 

MT~""WT l og (1~ro )' 
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где Г(.)—гамма-функция Эйлера, £(•) — дзета-функция Ри-
мана. Линдвалл [356] получил предельные теоремы ДЛЯ Т„ 
rnaxZ-., Z i + . . . + Z n при Zo-N{to}{infty}, используя диффузионное 
приближение ветвящихся процессов, близких к критическим. 

Бюлер [191] установил, что для (E, А)-процессов • с /i(s)=-. 
= (1__р)5+р/(5) при Zo-N-»-", -Vp{to}A,G(0, оо) приращения 
Zn+I—Z„ асимптотически независимы и 

Mexp{ttt(Zri4l--Z„)}{to}exp{V(e'u)e"'"--}' > = 0 , - , . . . . 
Для (М%, А)-процессов аналогичного вида Саваж, Шими [434J 
показали, что при vV{to} оо, 2.----const главный вклад в Z[N) — ZiN> 

дают лишь непосредственные потомки ZiN) = N исходных час­
тиц. 

Пейкс [389] доказал, что для случайных величин V(m) == 
= lim m~nYn, построенных по ((E, Л) +/)-процессам с т = 
= М | < о о , 1—Ms—(1— s)aL(l—s), 0 < а < 1 , существует такая 
функция f(x), что f(m)V{m) при m i l слабо сходится к устой­
чивому распределению с параметром а. 

О. В. Вьюгин [48] нашел семейство функций распределе­
ния, являющихся предельными для 

Р {(Jhn Znl—аг) IЪТ < х | Z0 = ге2} 
при г {to} оо, М [.Z-21 Z0 = е2[ {to} 1, где Zn = (Z,,1, Z„?) —(E, Л)--про-
цессы c h(i)(su s2) = --'i. ' 

§ 7. СТАТИСТИКА ВЕТВЯЩИХСЯ ПРОЦЕССОВ 

В собранных в этом параграфе статьях изучаются предель­
ные свойства таких функций от траекторий ветвящихся про­
цессов, которые в том или ином смысле сходятся к парамет­
рам, определяющим ветвящийся процесс. Работами общего ха­
рактера (кроме упомянутых во введении обзоров) являются 
статья Локхарта [358], в которой показано, что для (E,h)-
процесса функции от Z0=-l, 2 1 , . . . могут быть состоятельными 
оценками только для т = М| и Dg, и статья Венкатарамана,, 
Нанти [479], где установлена совместная асимптотическая нор­
мальность статистик Vn(r)==(Zn+r—Zn(Zn+1/Zn)2)Zn-1/2, 2{le} 
{le}r^7, и сходимость Wn(r) = Vn(r+2) —2(Zn+l/Zn)Vn(r+l) — 
— (Zn+i/Zn)2V„(r), 2{le}r{le}T, к нормальному распределению с 
нулевым средним и единичной ковариационной матрицей. Ста­
тистики Wn(r) можно использовать для проверки гипотезы о> 
том, что наблюдаемый процесс Zn является ветвящимся. 

7.1. Оценки для m = h'{\) в (Е, h)-процессах. Если Zn(j) — 
число частиц «-го поколения (Е, К) -процесса с h{s)=Zh.jSit 
имеющих ровно / непосредственных потомков, 5n=Z0-j- . . . +Zn . . 
•5n(/)—Z0( /)+. . . - fZ„(/) , то Sn^^fi/Sn-i — оценка макси­
мального правдоподобия для hy, оценку 
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Ln = ^ij'Sn-.iU)/Sn^ = (Sn — ZQ)/Sn_1 = 
= (Z1+...+Z„)/(Zo+...+Z„_1) 

называют оценкой максимального правдоподобия для т — Л' (1). 
Кейдинг, Лаурицен [336] показали, что для ряда однопараметри-
ческих семейств (E, й)-процессов Ln является оценкой максималь­
ного правдоподобия, даже если п—случайная величина, не зави­
сящая от {Zt}T~a, однако Кейдинг [ЗЗ5] отметил, что для семей­
ства hm ( s ) = 2 s'{\ -4-У)-0 / 2 (1+-У)-0 э т о н е т а к-

Харрис (см. [132]) показал, что для (Е, /г)-процесса с т > 1 , 
Dg--=c-< оо оценка Ln состоятельна на множестве {limZ„= со}. 
Диои [221] установил, что'при тех же условиях и и {to} со 

Р {cr- (L„ - т) V'SZx < х | Z„ > 0} {to} Ф (x), (35) 
P{a-J(Ln-m-)Z0Vl + m + . . . +wi"~I<.x|Z„>0}{to} 

oo 

-+§ <b(xYiT)dP{W<x}, 
0 

где W=\imm~nZn п. н. Асмуссеи, Кейдинг .[157] доказали для 
Ln утверждения типа закона повторного логарифма. При усло­
виях п, N=Z0{to}{infty} Н. М. Янев [148] доказал состоятельность 
L„ и получил ряд предельных теорем. В частности, если т==1, 
то при niV-1—>-оо величина (Ln—\)а~х^пЫ асимптотически нор­
мальна, а при nN_2{to}{infty} предельное распределение <x2/[2N~(l— 
—Ln)] —устойчивое с параметром '/г-

Даби, Роуолт .[236] при п, Zo{to}oo построили основанную на 
Ln оценку для (т, Щ). 

А. В. Нагаев 1[85] показал, что оценка An—Zn+i/Zn при Z„> 
> 0 условно несмещенная: M[An|Zn>0] —т и что пределы 

Р {а-1 (Д„ -- щ) УТа < х | Zn > 0}, 
Р I0"1 (А„ - т) т'Ч* < х | Z„ > 0} 

те же, что в (35) (см. также Дюн [221]). И. С- Бадалбаев [10] 
установил, что при m = l, /..w(l)< со, ц-> со 

оо 

Р {(Д.. - 1 ) a Vni2 < х | Za > 0} - j Ф {x У if) егЩ = О (n-1'2 ln ri). 
о 

Асимптотику D[An|Z„>0] изучали А. В. Нагаев [85], И. С. Ба­
далбаев [̂7, 8], Крамп, Хоув [208]. В [14] И. С. Бадалбаев изу­
чил свойства оценки Zn+1/(Zn+l) при /г = const, Z0{to}oo. 

Скотт [443] доказал предельные теоремы для Ln и Д„ мар-
тингальными методами. Хейди [285] сравнил эффективность 
оценок.£„ и Д„ и указал еще одну состоятельную оценку: 
Zi/H{to}w п. н. на множестве {llmZ„«=-»}. Басава, Скотт [176т 
и Свитинг [471] изучали асимптотическую эффективность кри. 
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терпев для различения сближающихся гипотез, построенных по 
Ln или по достаточной статистике (L„, S,-..-) в случае одно-
параметрического семейства (E, /г(9))-процессов c Ms6—• 
•-=h(se)/h(e), е>0, /г(0) —О. Беккер [177] в аналогичной 
ситуации построил оценки для е по общему числу SM частиц 
в процессе вплоть до его вырождения. 

7.2. Оценки дисперсии. Хейди '[284] показал, что для (Е, h)-
процесса с m.= Mg>1, 02 = Щ<оо и Z0=l 

Р l l m 4 - 2 z , ( ^ - - % i i ) , - a | l i m / n - » Z e > 0 = 1 , 
[Л-+СО п £g \ zi Zn I л-*» j 

что эта оценка о асимптотически нормальна и удовлетворяет 
закону повторного логарифма. 

Дион [222] доказал, что при т>1, М§4< оо оценки 

.+|^(%Г-Н" • -тт£М-£---
величины cr2-=D| состоятельны, а первая из них—несмещен­
ная. С. Рахман '[103] доказал Ь--сходимость первой оценки к о2* 

7.3. Оценки для коэффициентов h(s) и вероятности вы­
рождения. Производящая функция A(s)==2rtys/ задает распре­
деление на множестве {0, 1, 2, . . . } . Пусть кД/г) — относительная 
частота появления исхода у" в я. независимых испытаниях с рас­
пределением {А/}?_.„. Стиглер [468] показал, что величина qn = 
== Inf { s > 0 : 2 h](ri)sJ = s} при л {to} оо распределена асимпто­
тически нормально, если m > 1 , сходится по распределению к 1 
при т < 1 и 

P{(l-^)/ii/2<4{to}0(x(/i'/(l))1/2/2), х > 0 , при т = 1. 
Крайер, Робертсон [212] получили аналогичное утверждение 
для корня qa уравнения ^hj{n)s1=s, где 

[max mm (ftг(п)-{-...-\-hp(п.))/(р —г-\-1), ; '< /г~-1 , 
1 I min max (ft,, (ft) + . . . +kp(ii))/(p — r+1) , j>ti. 

Пейкс [399] для (E, Л)-процессов с tn>\ доказал, что при 
условии Z„>0 оценки hj*(n)=Zn(j)/Zn (где Z„(j) — число 
частиц л-го поколения, имеющих j потомков) состоятельны, а 
оценка <5r„*-=inf {s>0:2h/(n)•-*'' —s} состоятельна и асимпто­
тически нормальна. 

Непараметрические оценки вероятности вырождения изучал 
Мартин |[361], а оценки максимального правдоподобия для hlf 
построенные по одной реализации — Эшенбах, Винклер [244]. 



: Дион, Лабель, Латур [224] исследовали поведение оценок 
максимального правдоподобия для hh m = M| и а2=Щ, по­
строенных по Zo, Zi,. . ., Zn при малых п, при дополнительном 
условии /г(0) =0, 

7.4. Оценки параметров ((£, h) +/) -процессов. Хейди, Сене-
та {290, 291] изучали свойства некоторых оценок для m = h'(l) 
и r=g'{\). Квайн {420], уточняя их результаты, показал, что 
при m<1, n{to}oo оценки 

п In 

n In 
. •. r.n^(Sn/2n) 2 (Уцх-Уд / 2 (Vt - Sjnf 

(где .5п-=У1-1 HY-.) сходятся п. н. к т и г, асимптотически 
нормальны и удовлетворяют закону повторного логарифма. Со­
стоятельность оценок максимального правдоподобия для двупа-
раметрического семейства ((E, h)'.+/) -процессов доказали 
Бхат, Адке {180]. 
• Н. M. Янев, С. Данчева [149] предложили оценку параметра 
c=gfr'(l) и доказана ее состоятельность и асимптотическую нор­
мальность; в 1[495] для оценок параметров ((E, h) +/)-процес­
сов доказали также теоремы типа закона повторного логариф­
ма. Венкатараман [477] установил асимптотическую нормаль­
ность вектора {n~xSn, тп*, г / ) при n{to}oo, где т„* иг-*— 
оценки наименьших квадратов для т и г. Венкатараман, Нан-
ти [478] показали, что при т < 1 , /г—>-{infty} вектор 

n-m{sn-r/(\-m), /rW„-r, (S.-N^HVo+S,^)''") 
(где Nn-=T|iH \-r\n — число частиц, иммигрировавших на от­
резке {1, п]) имеет вырожденное асимптотически нормальное 
распределение, а оценка n-lNJ{l—(Sn—N„) (Yo+Sn-i)"1) ве­
личины rj{\—т) асимптотически нормальна. 

Ю Л . Жураев ![51, 52] для ((£, h) +I)-процессов изучал 
свойства оценки Yn+i/(r"n+l) при различных предположениях 
о характере изменения вектора (n, У-). 

7.6. Статистика (Е, А)А-процессов- ОСНОВНЫМИ параметрами 
(Е, Л)й-процесса Z„ = (ZBl, . . . , Znk) являются матрица || m/y || == 
-=||М^-°|| и ее перронов корень р. 

Кейдинг, Лаурицен [336] показали, что если Z,(,,,i — число 
частиц типа j в я-м поколении, порожденных частицами типа i, 
то оценки 

;,. да,-(я) = . ( - 5 ^ ; - Д 0 / ) / ^ - ! . у 

(где Sfi')j=Zk!)j-\-...-{• Z^j) элементов матрицы ||m^|| состоя-
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тельиы. Асмуссен, Кейдинг [157] нашли условия, при которых 
||.%i/(n)||-*J|W/y|| и р„-»-р .при Л->ОО п. н., где р,. —перронов 
Корень ||яг-Дя)||, и доказали асимптотическую нормальность 
(р« —РК^Р™)1'2- где W=-.limp~"(Z,., u) п. н. Карвалхо, Мюллер [197} 
указали состоятельную и асимптотически нормальную оценку для 
дисперсии предельного нормального распределения (р„ — р) (W^-yi2, 

Беккер [178] установил состоятельность оценки 
~ I Zi | -+- - - .1 | | 7 1 7 I \ 7 
P e S = |Z. |+. . .+|Z„.1 | ' 1--Л=--п+.-.+-- :«. 

при /г-> с» и Z0 —е*; Асмуссен, Кейдинг [157] и Дион, Кей" 
динг [223] доказали, что (р„ — р) (Wp*?)1/2 асимптотически нормаль­
на при /z{to} оо, если все собственные значения %t матрицы |f/ni_i||, 
отличные от ее перронова корня р, удовлетворяют условию 
|М2<Р-

И.- С Бадалбаев, Р. Ибрагимов, Ю. T. Жураев [13, 21, 19J 
получили ряд предельных теорем для оценок 

Z,I+1,,/(1 + Z„W), |Z„+1|/(1+|Z„|) 
перронова корня р в (F, Л)--процессах, где |Zn | —Zni+Zn2~ 
Р. И. Хайрулин [130] указал состоятельные оценки для' р, ко­
торые строятся по усеченному генеалогическому дереву процес­
са (такие оценки удобны при моделировании ветвящегося про­
цесса на ЭВМ с ограниченным объемом памяти). 

Нанта [378] доказал состоятельность и асимптотическую нор­
мальность оценок максимального правдоподобия элементов 
матрицы || cov (gy), Ъ\Щ и ее перронова корня для (Я, /^-про­
цесса. Квайн, Дурхэм [419] доказали асимптотическую нормаль­
ность оценки . |х„--=/г~1 (Y-+ . . . -\-Yn) вектора средних стационар­
ного распределения ((E, А)+ /)''-процесса с р < 1 и оценки матри­
цы ||М|(0||. 

7.6. Оценки возраста ветвящегося процесса. Стиглер [467], 
Крамп, Хау [208] указали состоятельные оценки для момента 
наблюдения N, построенные по значению (Е, К) -процесса при 
m = h / ( l )>iHZo = l: 

No= (log m)"4og ((1 — q) ZN+q), 
N1-=(logm)-4og((l-?)ZjV); 

в этих оценках т и q можно заменять их состоятельными оцен­
ками т и q. Адес, Дион, Лабель, Нанта [150;] построили оцен­
ку максимального правдоподобия для N и приближения к ней -
в случае (Е, h)-процесса c h(s) = ((l-p)f(l— ps))r. Мартин 
![362], кроме точечных, построил и интервальные оценки для N. 

Крамп, Хау '[209] предложили аналогичные оценки для 
(G, К)-процессов. 
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7.7. Оценки параметров (М-,, h)- и (G, А)-процессов. Атрея, 
Кейдинг [168] показали, что для (Мъ /г)-процессов c яг = /г'(1)>1 
и k(0) — 0 

i^Nt/St \st*=jZttdu\ и htj = Nt{j)lNt (j>2), 

(где Nt —число скачков Zu на [0, г.], a Nt(k)—число скачков 
величины к—1), являются оценками максимального правдоподо­
бия для % и вероятностей hj появления J потомков у одной 
частицы и что kt->-% и htj~>h] при t {to} оо п. н., а величины iv 

DO 

htj асимптотически нормальны; оценки in=*y,jhtl и 

о, = Х{(т — 1) асимптотически нормальны при Z0{to} оо . В этой же 
работе все утверждения перенесены на (Ж-., /г/'-процессы. 

Хоуэль, Крамп [292] построили для (G, А)-процесса с h(s) = s2 

состоятельные оценки величин а, риз соотношения MZi^ZQ^eat, 
определяемые значениями Ztt, Zt, (^i>t2->- -»)• 

Джонсон, Сусарла, Ван Рузин [325] предлжили использовать 
в качестве оценок G и hj для (G, Sh;.s^)-npouecca значения, 
минимизирующие 

СО DO 

«12 Щ (Л (hj-hj)2 +а2 f (О (*)- G {t)fdw2(t), 
j - a • u 

где 0.1, a2~$z0, a wt(t) определяются реализацией процесса Zt, 
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