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Из качественной теории параболических уравнений 2-го порядка 
д2и ди 

известно, что для уравнения теплопроводности = 0 , рас­
сматриваемого в прямоугольнике G со сторонами, параллельными осям 
координат, имеет место строгий принцип экстремума в следующей 
форме: решение и(х, t), принимающее наибольшее или наименьшее 
значение внутри G в точке (х0, to), равно постоянной в G при t^U. 
(Таким образом, в отличие от строгого принципа экстремума для урав­
нения Лапласа указанный принцип экстремума для уравнения тепло­
проводности анизотропен.) Для равномерно параболического уравнения 
2-го порядка анизотропный строгий принцип экстремума был доказан 
в [ 1 ] . В работе А. Д. Александрова [2] была впервые построена теория 
анизотропного строгого принципа экстремума для параболического опе­
ратора 2-го порядка с неотрицательной характеристической формой. 
В настоящей работе приводится один из возможных вариантов разви­
тия теории А. Д. Александрова. Обобщение проводится в следующих 
трех направлениях: 1) параболический оператор 2-го порядка с неотри­
цательной характеристической формой рассматривается не во всей 
области G дифференцируемости функции и, а лишь на меньшем откры­
том множестве G\<o\ 2) вместо линий эллиптичности (по А. Д. Алек­
сандрову), лежащих в гиперплоскостях, ортогональных оси Ot и вдоль 
которых характеристическая форма оператора существенно положитель­
на, вводятся линии слабой эллиптичности, вдоль которых характеристи­
ческая форма оператора может слабо вырождаться; 3) наряду с ли­
ниями слабой эллиптичности, лежащих на открытых (без концов) траек­
ториях некоторых гладких невырожденных векторных полей в G\<§f, 
рассматриваются линии слабой эллиптической и параболической связ­
ности, содержащие точки исключительного множества <§. По своим 
методам настоящая статья примыкает к работе [3]. 

Пусть G=G[jdGczRn+i

y где G — ограниченная область. Через y(G) 
и yo(G) будем обозначать соответственно верхнюю и нижнюю крышки 
области G (см. определения в [4]) . При этом T(G) — dG\y(G) назы­
вается параболической границей области G, a 2 ( G ) =T(G)\yo(G) — 
боковой частью F(G) . Пусть S' = dS>czG[jy(G) —замкнутое множество. 
Рассмотрим на (GU?(G))\<?f линейный параболический оператор 2-го по­
рядка 

п п 
L U S S 2 ««<*, t)-J£L-+2atix, t)-^r+c{x, t ) u - ^ , (1) 

i, j=i J i—i 
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где матрица (ац(х, t)) (t, /==1, 2, п) симметрическая, а действи­
тельные функции ац(х, 0 , ъ(х, t) и с(х, /) ограничены в {G[}y(G))\g, 
причем 

- C < c ( M ) < 0 V(*, * ) 6 ( G U Y ( G ) ) \ # . (2) 

Характеристическая форма оператора (1) предполагается при этом не­
отрицательно определенной так, что v g = ( g 4 , £ п ) , . | | | П = 1 имеют 
место V(*, 0 6 ( G U Y ( G ) ) \ * оценки 

г, j = l 

г = 1 

На замкнутом множестве gaG[}y(G) (если рассмотрим линей­
ный оператор 1-го порядка 

п 

1 0 м = 1 2 bi(x, t) -jj^ +Цх, t)u ^ - (5) 

с действительными ограниченными коэффициентами bi(x, t) ( i = l , 2, . . . 
..., п) и b(x9 t), причем 

0 < 0 V(x, ^)6<Г. (6) 

О п р е д е л е н и е 1 . Функция QGG[0, А 0 ] Л # ( 2 ) ( 0 > л о] удовлетворяет 
условию (Л), если Q ( 0 ) = 0 и Z ? Q ( s ) > 0 , Z ) 2 Q ( s ) < 0 VsG(0, А 0]. 

Пусть A f 0 = (*о, 0̂) = ^ , *о) и {(у, х)} = {(уи ...,Уп; т)}—> 
местная декартова система координат с началом в точке М0 и осью От, 
коллинеарной оси Ot. Положим 

p(s)=p0sQ(s), sG[0, А 0], р 0 > 0 — постоянная, (7) 

где функция Q удовлетворяет условию (Л). Будем пользоваться обозна­
чениями: у=(уи у'), у'=(У2, Уп), z=(yu z'), zf=(y\ т ) , | * / ' | 2 = 

•=Ilti\> \У\*=У\+\У'\*> \*Ъ=1\У'\*+Ы \^\v=yl\+W\l = 

У М 2 ~ Н Т 1 - П О Л О Ж И М также при М = (х, t) и М0=(х0, / 0 ) , Mi-

-(*, t0), W^M^x-x^^ ^{xt~ x*f , \М0М\Р = V\x-Xo? + \t -t0\f 

d(M) = \М0Мг\cos(M0p, MoMJ^WopIIОуг). 
Рассмотрим «параболоид» (см. (7)) 

П(АГ0> ho) = {(y, x)\0<p(\z'\p)<yi<h(h т ^ О } (8) 
с вершиной в точке MQ. Орт 

Mop=(Nu Nn; 0) (9) 

является ортом оси Оу\ и входит в у(П(,М 0, Ао)). Будем говорить, что 
параболоид (8) связан с функцией Q из (7) и с ортом (9). Поверхность 
Р(М0, ho) = {(y, x)\y-i=p(\z'\p), O^z/ i^Ao, т ^ О } будем называть 
боковой поверхностью параболоида (8). 

О п р е д е л е н и е 2. Оператор (1) слабо вырождается в вершине 
Мо параболоида (8), связанного с функцией Q и имеющего орт «оси» 

(9), если существуют постоянная а > 0 и функция Q, удовлетворяющая 
ho 

условию (Л) и условию Дини J s - 1 Q ( s ) d s < + oo, такие, что (см, (3), 

(9)) VM=(x, *)6П(М 0 , A 0 ) C I ( G U Y ( G ) ) \ ^ 
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гм х Q(IAfoAflp) d(M) 

Q(d(M)) 

(при этом функция Q, связанная с параболоидом (8), также будет удо­
влетворять условию Дини). 

З а м е ч а н и е 1. Пусть оператор (1) слабо вырождается в верши­
не М0 параболоида (8) и Х*(М) ^ .. ^кп(М) ^ 0 — собственные зна­
чения неотрицательно определенной характеристической формы (3)^ 
Тогда УМбЩМо, h0) имеют место оценки К±(М)= max А(М; 1)^А(М; 

п п 
М 0 р ) > 0 и J^au{M) = ^'ki(M)^%i(M)>QY однако возможны ра-

2 = 1 2 = 1 

венства Xj(M)=0 при некоторых }ф\. 
З а м е ч а н и е 2 (ср. [3] ) . Если оператор (1) слабо вырождается 

в вершине М0 параболоида (8), связанного с функцией Q, и 3 функция-
йо, удовлетворяющая условию (Л), такая, что (см. определение 2) 
й = О ( й 0 ) ( s - > + 0 ) , а также имеют место оценки 0 < М ( М ; Мор) ^ 

Q(\MoM\p)d(M) 
1 1 * \ \ / / М-+М0 М->МЙ 2 = 1 

= 0 . 
О п р е д е л е н и е 3. Граничная точка Af 0G2(G) обладает относи­

тельно множества {G\}y(G))\<g свойством строгой х-параболоидности 
изнутри, если существует параболоид (8), в вершине М0 которого опе­
ратор (1) слабо вырождается в смысле определения 2, причем 

ЩМо, fto)\{Alo}c:(GUY(G))\#. 
Т е о р е м а 1 (см. [5]). Пусть оператор (1) задан на множестве 

(G[]y(G))\<g и граничная точка MoG2(G) обладает относительно этого 
множества свойством строгой х-параболоидности изнутри с параболои­
дом (8), причем для функции и выполнены условия 

ueC(G)ACW(G[)y(G))ACv:?((G[Jy(G))\g), (10)-

Lu(M)^0 VMe(GUY(G))\<r и имеет место (2), (11) 

и(М0)^0, и(М)>и(М0) ЧМбЩМо, Ao)\{Af0}. (12) 

Тогда для любого направления с ортом Mol=(cos^i, c o s p n ; 0),. 
входящим в y(U(Mo, ho)) и таким, что 0 ^ | а / | < я / 2 (где а/=<^С(М 0р >. 
М01)), имеет место оценка снизу 

ди(Мо) и(М)-и(Мр) ^ ' 
_ l i m i n f ГТлТП >°- (13> 

Приведем некоторые сведения из теории автономных систем (см. § 3„ 
4, 7, гл. 2 [6] , § 1—4, гл. 1, § 1, 2, гл. 5 [7] и § 3, гл. 5 [8 ] ) . Рассмотрим: 
в (/г-|-1)-мерной полуокрестности U-(N0) =U(N0)[\{t^:tNo} (где No— 
= (XN0, INO)) векторное поле Y(M) = (Yt(M), Yn(№)\ 0) класса 
CW(U-(No)) (k^\)y ортогональное оси Ot и не вырожденное в U~(NQ) 
(так, что \Y(M)\n>0 VM£U-(N0)). Обозначим через A(Q 0 ; Y(Q0)) 
гиперплоскость, проходящую через точку Q o = (?о, U)&U-(No) ортого­
нально вектору Y(QQ). 

Пусть Кб(Qo) = {{х, t) I I x-qo|2+ (t-t0)2<б2}, Kj(Qo) = K6(Qo)Q 
П { * < * о } . 

Рассмотрим я-мерный полушар S(Qo, бо) =Kj (Qo)HA(Qo; Y(Qo))>-
лежащий в гиперплоскости A(Qo; Y(Qo)). В полуокрестности U~(NQ) 
рассмотрим соответствующую невырожденному полю Y(х, t) = {Y\{xt, 
0 » • •> Yn(x, t)\ 0) автономную систему, зависящую от параметра / : 
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i £ - = Y(x, t)9 (xy t)GU-(No), t)<s<s+(x, t). (14) 

Поскольку Y£CW(U-{N0)), TO В силу теоремы существования и един­
ственности для автономных систем для любой точки Q = (q, t)dS(Qo9 бо) 
существует единственное решение # ( s ) = c p ( s , Q)=y{s9 q, t)9 sG(s_(Q), 
s + ( Q ) ) , задачи Коши для системы (14) с начальным условием x(0)=q9 

т. е. 

<p(09Q)=xp(09q9t)=q V(q9 0 6 S ( Q 0 , во), *&(f 0 -6 0 , *а}, (15) 

при этом в силу автономности системы (14) имеем 

Ф ( 5 2 , ф ( 5 ь Q ) ) = 9 ( s t + s 2 , Q) V Q = ( < 7 , * ) 6 S ( Q 0 , 6 o ) , 

V S i , S 2 , S i + « 2 6 ( S - ( Q ) , M Q ) ) > (16) 

Ф, ч, о е с ^ ; * л (17) 

О п р е д е л е н и е 4. Гладкая класса O F T + 1 ) ( ( 5 _ ( Q ) , s+(Q)) кривая <рд«Фд,,«.ф(.(М<г), M Q ) ) i 9, 0 = {^6f / " ( iVo) |M=9(5 , Q), 56 ( s_(Q) , 
s + ( Q ) ) } , Qo=(?o, *o)» Q=(q, t)£S(Q0, бо) называется траекторией 
поля У, соответствующей интервалу ( s - (Q) , s + ( Q ) ) . Траектория ф<э! = 
=нфд, ^ лежит в гиперплоскости t=tA и проходит через точку Qi=(qu 

i i ) 6 S ( Q 0 , б 0 ) . 
О п р е д е л е н и е 5. Множество 

ф ^ ф ( ( 5 _ , S(Qo, в 0 ) ) = U q > ( ' ( M Q ) . s + ( Q ) ) ; Q ) , (18) 
Q=(g, *)es(Q0, 60) 

называется трубкой (траекторий) поля YGCM(U-(No))9 надетой на се­
чение 5 (Qo,60) (трубки Ф) с «осью» q>Q0=4>go, * < > = ф ( ( М Ф о ) , s + ( Q 0 ) ) ; Qo). 
В частности, если Я 5 0 > 0 такое, что s-(Q) 5 0 < s 0 ^ s + ( Q ) VQ = 
= (9, t) 65(Qo, бо), то можно ввести трубку Ф = Ф ((-—5 0, S o ) ; S (Q 0, бо)) = 
= U ф ( ( — S Q 9 SQ); Q) С «ОСЬЮ» ф 0 = ф < г о = ф ( ( — « о , S o ) ; Qo). 

З а м е ч а н и е 3. Поскольку поле У(М) невырождено, то величины 
б о > 0 и s+(Q) — 5 _ ( Q ) > 0 (VQ6S(Q 0 , бо)) можно считать столь малы­
ми, что все траектории q>Q=<p((s-(Q)9 s+(Q))\ Q) из трубки Ф опреде­
ления 5 являются простыми (без концов) дугами класса C^ + 1 >((s_(Q), 
M Q ) ) . 

О п р е д е л е н и е 6. Скажем, что гиперповерхность FczO класса 
^ х \ 1 / 2 ) ^ " т Р а н с в е Р с а л ь н а векторному полю Y(M) (ортогональному оси 
0.t), заданному в трубке Ф, если для любой точки Mi=(Xi9 ti)£F век­
тор Y(xi, ti) не касается сечения Ftl=F(]{t = ti}. Если при этом для 
любой точки Mi= ( x i , ti)GFtl существуют траектория фд, ^ = ф ( ( 5 _ ( ^ , 
/i), s+(q9 ti)')-9 q9 t\) такая, что (q9 tfi)GS(Q0, б 0 ) , и единственное число 

5(q, h)£{s-(q9 U)9 s+(q9 ti)) такое, что <p(s(q9 U)9 q9 ti)6Ftl9 то гипер­
поверхность F называется сечением трубки Ф, ^-трансверсальным полю 
У. По построению трубки (18) Ф = Ф ( ( 5 _ , s+); 5 ( Q 0 , бо)) я-мерный по-
лушар S(Q 0 , бо) является сечением трубки Ф, надетой на этот полушар. 
Но S(Q 0 , 6o)czA(Qo, y(Qo)), поэтому сечение S (Q 0 , б0) ортогонально 
вектору У(Оо), и тогда в силу гладкости поля Y(M) можно считать 
б о > 0 выбранным столь малым, что S(Qo, бо) будет сечением трубки Ф, 
i-трансверсальным полю У. 

З а м е ч а н и е 4. Пусть 

х = Ф ( 5 , q9 t) (19) 

есть решение задачи Коши (14), (15). При фиксированном (s, t) соот­
ношение (19) можно рассматривать как отображение, переводящее q 
в х, т. е 

x=tp(s9 q, t) : q-+x. (20) 
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В силу теоремы единственности решения задачи Коши (14), (15) 
(YQGS(Qo, б 0 )) следует, что отображение (20) биективно, причем в 
силу (16), (17) обратное отображение x-+q задается соотношением q = 
= ф ( — 5 , х, t). Далее, из теоремы о непрерывности (см. теорему 2.1, § 2> 
гл. 5 [8]) вытекает, что отображение (20) непрерывно, а в силу теоре­
мы 3.1, § 3, гл. 5 [8] отображение х - и 7 = ф ( — s , х, t) принадлежит отно­
сительно (s, х, t) также классу №). Наконец, рассмотрим отображение 
Ф : £ 6 o ( s _ , s+, Qo)->0, где B6o(s-, s+, Q 0) = {(s, q, t) \s-(q, t)<s< 
<s+(q, t), (q, * ) 6 S (Q 0 , б 0 )} , т. е. (см. (18)) <p : (s, q, t)-+(<p(s, q, t), t) = 
= (x, / )6Ф. Легко показать, что при достаточно малых б о > 0 и s+(q, t) — 
—s-{q, t)>0 (V(q, t)£S{Q0, 6 0 )) отображение ф" 1 : G>-+B6o{s-, s+, Q 0) 
является «выпрямляющим» диффеоморфизмом, переводящим каждую 
траекторию щи ^6Ф в интервал прямой, лежащей в гиперплоскости 
t=ti и параллельной оси Os. В частности, если Я ( — s o , s0)cz(s~(q, t),, 
s+(q,t)) VQ={q, t)GS(Q0, б0) и S S o , 6 o (Qo) = ( - S o , s 0) XS(Qo, бо) -
цилиндр в с «осью», лежащей на оси Os, то трубка ф = ф ( ( — s 0 , 

5 о) ; S(Q0, бо)) переводится выпрямляющим диффеоморфизмом ф - 1 в ци­
линдр 5 S ( b 6 0 ( Q o ) . Для диффеоморфизма ф, обратного выпрямляющему 
диффеоморфизму ф- 1, имеем ф : (s, q, t)-*(x, t), где x=q>(s, q, t) есть 
решение задачи Коши (14), (15). 

О п р е д е л е н и е 7. Оператор (1) слабо вырождается в трубке 
(18) Фс=(Сит(С))\<Г поля УбС(!)(Ф), если для любой точки М ^ Ф и 
любого орта Mipi (9), неортогонального вектору У (Mi), существует па­
раболоид (ср. (8)) Hi (Ми Ai)ciO, связанный с функцией Qi и с ортом 
«оси» Mipi, такой, что оператор (1) слабо вырождается (в смысле опре-

деления 2) в вершине Mi этого параболоида с функцией Qi и постоян­
ной с и > 0 , зависящими, вообще говоря, от точки Mi и орта Мфи 

О п р е д е л е н и е 8. Непрерывная кривая UcD\G\}y(G))\& назы­
вается линией слабой эллиптичности для параболического оператора 
(1), если для любой точки Qo=(#o, ^о)б/о существуют полушаровая 
окрестность K~(Qo)cz(G\jy(G))\g>, невырожденное векторное поле У б 
6C( 1)(/C~(Q 0)), ортогональное оси Ot, и трубка ф = ф ( ( — s 0 , s 0 ) ; S(Qo> 
8o))czK~(Qo) поля У с осью ф д 0 = Ф ( ( — s o , S o ) ; Qo), лежащей на кривой 
Ф, такие, что оператор (1) слабо вырождается в трубке Ф в смысле 
определения 7. 

З а м е ч а н и е 5. Каждая траектория ф из трубки Ф определения 8 
сама является линией слабой эллиптичности для оператора (1). 

Нетрудно также показать (ср. [9]) , что кривая, являющаяся линией 
эллиптичности для оператора (1) в смысле А. Д. Александрова (см. 
[2, 9 ] ) , будет линией слабой эллиптичности для оператора (1) и в 
смысле определения 8. 

Т е о р е м а 2. Пусть оператор (1) определен в (G[}y(G))\<g и для 
функции и имеют место (10), (11) и существует точка MQ=(X0, t0)& 
6 ( G U y ( G ) ) \ ^ , для которой 

u(Mo) = m i n M = » i < 0 , (21) 
G 

причем тИоб/о, где locz(G[)y(G))\S>— линия слабой эллиптичности для 
оператора (1). Тогда 

и(М)=и(М0) VM670. (22) 

Доказательство теоремы 2 проводится с помощью теоремы 1 и сов­
падает в основном с доказательством теоремы 2 из [9] , если воспользо­
ваться определениями 5 и 6 и положить 
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З а м е ч а н и е 6. Теорема 2 для линий эллиптичности оператора 
(1) была доказана в [2]. 

О п р е д е л е н и е 9. Ось 9 Q o = ^ ( ( s _ ( Q 0 ) , M Q 0 ) ) ; Q°) трубки Ф 
поля У6С( 1 )(Ф) выходит из точки М0= (хо, U) бдФ, если 

g lim cp(s; Q0) = M 0 , 3 lim Q o ) = = 

s->s_(Qo)+0 s-*s__(Qo)+0 dS 
def 

= lim Y(<f(s; Q 0)) = 7 ( M 0 ) = ^ 0 . (23) 
s-s_(Qo)+0 

Аналогичные условия при s-^s + (Q 0 )—О выполняются, когда ось щ0 

входит в точку Мо^дФ. 
О п р е д е л е н и е 10. Точка Mo£G[}y(G) обладает свойством D-na-

раболоидности относительно трубки &cz(G\Jy(G))\e? поля У б С ^ ( Ф ) , 
если: 1) ось 9Q 0 =(p((s_(Qo), M Q o ) ) ; Qo) трубки (18) Ф выходит из 
(входит в) точки МоЪдФ; 2) точка М0£дФ обладает относительно области 
<ba-(G[)y(G))\& свойством строгой х-параболоидности изнутри с па­
раболоидом (8), связанным с ортом «оси» (9), коллинеарным вектору 
Y(MQ) из (23); 3) для поля У, пополненного в точке М0 вектором У(М 0 ) 
из (23), выполнено условие 

УбС(1)(Ф)ЛЯ( 1 )(П(М 0 , Ао)), (24) 
обеспечивающее существование единственного решения задачи Коши 
для пополненной вектором (23) автономной системы (14). 

О п р е д е л е н и е ^ П . Точки M±=(xi, t0), М0= (х0, t0)£G\Jy(G) 
соединимы линией слабой эллиптической связности для параболическо­
го оператора (1), заданного на (GUy(G) )\<§Г, если существует непре-

г 
рывная кусочно-гладкая кривая 1[Ми М0] = U l[Mi-u Mi]cz(G\jy(G))\] 

2 = 2 

П{^=^о} (Мг=Мо) такая, что: 1) при i = 2, 3, г простая открытая 
дуга 9i=i(Af t-_i, Mi)cz((G\Jy(G))\S>){]{t=to} является «осью» трубки 
&iCz(G[)y(G))\& поля УгбС^(Фг), ортогонального оси Ot, в которой 
оператор (1) слабо вырождается в смысле определения 7; 2) при i= 
= 2, 3, г «ось» фг- трубки Ф{ входит в точку М&дФг и выходит из 
точки Afi-iiGdOj; 3) точка М^дФ][\дФ^ ( / = 1 , 2, г—1) обладает 
свойством Д-параболоидности в смысле определения 10 как относитель­
но трубки Ф], так и относительно трубки Фя-i. 

З а м е ч а н и е 7. Для точки Mj£G[)y(G) возможно Mj6<^, кроме 
того, точка Mj£G\Jy(G) может принадлежать границе области един­
ственности решения задачи Коши (14), (15), связанной с трубкой Ф^ 
(или <Dj+i), относительно которой точка Mj обладает свойством Z)-napa-
болоидности в смысле определения 10. 

Л е м м а (см. [6, 7 ] ) . Пусть точка М о = ( х 0 , to)£G[)y(G) обладает 
свойством D-параболоидности с параболоидом П(М0, к0)с=:Ф относи­
тельно трубки (18) Ф невырожденного поля YGCM(0)/\H(i)(R(Mo, ho)), 
ортогонального оси Ot, причем «ось» <PQ0=4>((S-(QO), S+(QQ)); Q0) труб­
ки (18) выходит из точки Af0. Тогда: 1) VsiG ( 0, - j - ) (где s 0 = 

= min ( M Q ) ~ M Q ) ) > 0 ) Зб А б(0, б 0] такое, что #T (Qo)c :a>([--si , . 
QeS(QQ, бо) 0 1 

Sih 5 ( Q 0 , бо)); 2) 3/^6(0, A0] и о о б ( о , т а к и е , что ff(Af0, 

Й 1 ) \ { М 0 } с : Ф ( ( s_, - ^ r s 0 ) ; S ( Q 0 , б0) ) - U Ф * ( M Q ) > 
2 \ \ <?eS(Qo,6o) x 

3 ~ S ° / ' Q)9 п Р и ч е м боковая поверхность P(M0, Ы)аФ[){Мо) па­
раболоида П(М 0 , hi) /-трансверсальна пополненному полю (24) и для 

431 



любой точки (х, /)6П(Л4 0, hi) существуют точка Q=(q, t)dS(Q0, б 0) 

и единственное число s(x9 t)&[ s - ( Q ) , — ^ - s 0 j такие, что х = ф ( я , q, t) 

при (x, 1)фМо и lim tp(s, Q 0 )=Af 0 при (x, t)=M0. Далее, сущест-
s-+s_(QQ)+Q 

вует открытый я-мерный конус вращения к (/И0, ао, hi) ay (П (М 0, /ii)) 
с ортом оси вращения УИ0р = У(М 0) (см. (23)), касающимся «оси» ф$0 

трубки Ф, с раствором угла 2аоб(0, л) при вершине М0 и высоты hu 

такой, что фд 0 П(т(П(М 0 , Ai))\ft(.Af0, оо, A i ) ) = 0 ; 3 ) 'V66(0 , 61] ЗА ( 6 ) 6 
6(0, А4] такое, что для любой точки (х, £)6П(М 0 , / 1 ( 6 ) ) имеем (см. 2)) 
<р(—s_(Q) , х, * ) = ф ( — M Q ) + s ( * . 0 ; Q ) 6 i ( - ( Q o ) , где * = c p ( s , х, /) при 
<sG[0, —s_(Q ) - | - s (x , £)] есть решение задачи Коши с начальным усло­
вием х ( 0 ) = ф ( 0 , х, t)=x для пополненной (24) автономной системы 
(14). 

Т е о р е м а 3. Пусть параболический оператор (1) определенна 
(G\)y(G))\& и для функции и имеют место (10), (И). 

Пусть существует точка М0=(х0, t0)&C[)y(G) такая, что имеет место 
(21), причем Мо£/о, где lod(G\jy(G))[\{t=to} — линия слабой эллипти­
ческой связности для оператора (1) в смысле определения 11. Тогда 
имеет место (22). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть М±— ( х ь U)б/о — любая, но фикси­
рованная точка, отличная от М0= (х0, о̂) из (21). Без ограничения 
общности можно считать, что существует непрерывная кривая слабой 
эллиптической связности l[Mu Mo]aloCi(G\Jy(G)){){t=to}, состоящая 
только из одного звена. Имея в виду (21), докажем, что a(Afi)=p, . По­
скольку (см. (10)) u£C(Mi), то существует точка Л 4 2 = ( х 2 , fo)6/(Afi,;Afo) 
такая, что и(М2)'>\х. Заметим, что по определению 11 гладкая класса 
О 2) открытая дуга l(Mu Mo)=xpoa((G\jy(G))\S>)(]{t=to} является ли­
нией слабой эллиптичности (в смысле определения 8) для параболиче­
ского оператора (1), и поэтому в силу теоремы 2 имеем оценку и(М)> 
> | i VM£l(Mu М0) и, в частности, 

u(Qo)>\i, (25) 

где Qo=(<7o, t0)Gl{Mu М0) =yo—q>((s~{Qo)) у M Q o ) ; Qo) и фо есть «ось» 
трубки Ф из определения 11. В силу утверждения 1) леммы существует 

лолушар K^(Qo)czK-(Qo)czW(['—su S i ] ; 5 ( Q 0 , 6 0 ))<=Ф такой, что (см. 
(10), (25)) 

u(M)>li V№Kt{Qo). (26) 

«Ось» ф 0 = / ( М 1 , Мо) выходит из точки Mo£G[)y(G) и обладает свой­
ством 1)-параболоидности (в смысле определения 10) относительно 
трубки Ф с параболоидом П(М 0 , А 0 )с:Ф. В силу утверждений 2) и 3) 

леммы ЯАб(0, ho] такое, что П(АГ0, А) \{М 0 }с:Ф ^ ^ s_, — — s 0 j ; 

5 (Qo, 60) j , и для любой точки (х, ^)бП(Л1о, h)\{M0} существует траек­
тория ф из трубки Ф, являющаяся по определению 11 линией слабой 
эллиптичности для параболического оператора (1), такая, что ф прохо­
дит через точки (х, t) и Ф ( — s - ( Q o ) + s ( x , t)\ х, t)GK^(Q-). Но тогда из 
теоремы 2 с учетом (26) имеем оценку 

и(х, t)>tL V(x, t)GEL-(Mo, h)\{M0}a{G[)y(G))\&. (27) 

Итак, в силу условий теоремы 3 оператор (1) слабо вырождается в вер­
шине Мо параболоида П(М 0 , А), причем в силу (10), (11), (21) и (27) 
выполнены все условия теоремы 1, в силу которой имеет место оценка 
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ди(Мо) 
(13), противоречащая необходимым условиям — — = 0 ( i = l , 2, ... 
. . . , я ) существования локального экстремума (21) в точке M 0 6 ( G U 
\jy(G))[\{t = t0} для функции u£CW{G). 

О п р е д е л е н и е 12. Множество $Ta(G[Jy(G)){\{t=x} называется 
множеством слабой эллиптической связности для параболического опе­
ратора (1) (определенного на (G{Jy{G))\&), если любые две точки 
Mi, Моб&т можно соединить линией слабой эллиптической связности 
в смысле определения 11. 

Пусть М0=(х0, / O ) G G U Y ( G ) . Тогда через Л* 0(М 0) обозначим связную 
компоненту сечения (G[}y(G))(]{t=to}, проходящую через точку М 0. 

О п р е д е л е н и е 13. Параболический оператор (1), заданный на 
множестве ( G|JY(G ) ) \ < ^ , обладает свойством (СЭ) на множестве ,?cz 
C I G U Y ( G ) , если для любой точки М 0 = (х0, U)Q& множество Л г 0 ( М 0 ) П ^ 
является множеством слабой эллиптической связности (в смысле опре­
деления 12) для оператора (1). 

Т е о р е м а 4 (ср. [10]) . Пусть 

По(М0, k, h0)^{(x, t)£G\t0-ho<t<to-kJt (**-* 0 . ) 2 } (28) 

— квадратический параболоид вращения с ортом оси вращения 
М 0 р о = ( 0 , 0, —1), «антипараллельным» оси Ot, и с вершиной в точ­
ке MQ=(XO, U), причем (см. (4)) 

0 < А < - ^ - . (29) 

Пусть для функции и имеют место (10), (11) и (см. (5), (6)) 

Lou(x, * ) < 0 V ( x , * )б# , (30) 
причем 

и(М0)=[1^0, и(М)>и(М0) УМбПо(М 0, К ho)\{M0}aG. (31) 

Тогда имеет место оценка 

Z ) 7 , ( M 0 ) " l i m s u p »1ъЪ-и(хьЬ) < Q 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Следуя схеме доказательства теоремы 1 из 
[10] (где г = 1 ) , рассмотрим в параболоиде (28) барьер 

п 

V(x, / ) = • ( / „ - * ) ( l 2^i-x0) 2 ) f ( X ) *)бПо(Л1о, k, A 0 ) c G , 

(33) 

для которого в силу ограниченности коэффициентов оператора (1 ) , (5) 
показывается (см. [ 1 0 ] ) , что aAiG(0, А0] такое, что имеют место 

УвС(По(Мо, k, hi))A&\ (По(М0, k, hi)), (34) 

V(M)=U УМвРо(М0, k, A i ) = S ( n o ( M o , k, AO) , (35) 

V(M)>0 УМеПо(М0, k, Ai)Ufio(Ai), B 0 (Ai)=Yo(n 0 ( iWo, ' k, Ai)) (36) 

и (см. (29)) 

LV(M) > -L ( 1 - 2 А Д ) > 0 V ( x , ОбПо(М 0 , k, hi)\&. (37) 
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Далее из (5), (33) V(JC, t)&Oo(M0, k, hi)ftg имеем 

UV(xtt) = \—2kJ^bt{x,t)(Xi—xf>.) + 

i=l 
n 

+ & ( * , 0 (t-U) ( 1 (Xi-x°.)> ) . (38> 
2 = 1 

Используя ограниченность коэффициентов оператора (5), из (33), (36) 
видим, что постоянную AiG (0, ho] можно считать столь малой, что имеет 
место оценка (см. (6)) У(х, /)бПо(Л1о, ft, hi)[)& 

\B(t-t0)\+2k I 2м*. t)(Xi-x°) 
i= i 

1 

с помощью которой из (38) получаем оценку снизу 

L0V(x, / ) > - I - > 0 V(x, 0 6 П 0 ( М 0 , ft, АОПйГ. (39> 

Вводя новый барьер 

И7(х, t)=u(x, t)-u(x0, t0)-liV(x, t), (x, /)бПо(М 0 , К Ai), (40) 

где /AG (О, J 1 1 " " ^ ) , [ г а г а т а , m= max V > 0 (см. (31), (37) U 

И х м е е м в силу (10), (34) 

WeC(Uo(M0y ft, А 1))ЛС( 1)(По(Мо > Л, А 1 ) )ЛС^Д(По(М 0 , ft, Ai)\ff). (41) 

Из (31), (35), (36) следует 

W(M)^0 УМвТ(По(Мо, A, Ai)), (42) 
из (31), (37) 

LW(M)<0 УЛ1бПо(Мо, ft, ht)\ff, (43> 
а из (30), (39) 

L0W(M)<0 УМбПо(М 0, ft, Ai)n^. (44) 
Но тогда из (41) — (44) вытекает оценка 

W(M)^>0 УМейо(М0) ft, hi). (45> 

В самом деле, если, вопреки (45), aMi6IIo(Afo, ft, А4) такая, что 

r 1 ( A l 1 ) = _ m i n № < 0 , (46> 
n0(M0,fe,fti) 

то, как показано при доказательстве теоремы 1 из [10], М&НоЩо, ft, 
hi)\gy т. е. AliG^niloCMo, ft, Ai). Но тогда из (46) в силу необходимых 
условий существования локального экстремума у дифференцируемой 

dW(Mi) Л , л ft ч ai^(Afi) 
функции (см. (41)) имеем — = 0 ( i = l , 2, . . . , я ) , — = 
= 0 и тогда в силу (46) и (6) имеем оценку снизу LQW(MI) — 
= b(Mi) W(Mi) ^ 0 , противоречащую (44), что и доказывает (45). Из 
(45) имеем (см. (40)) оценку 

и(х, t)—u(x0, t0)^kV(x, t) Y(x, t)eUo(MQ, ft, hi). (47) 

Но из (28), (33) вытекает оценка V(x, t)^t0—t У (x, t)eilo(Mo, ft, Ai),. 
из которой ввиду (47) получаем и(х0, t)—u(x0, U)^h(U—t), U—hi^ 
^t^U, что и завершает доказательство (32). 

О п р е д е л е н и е 14. Пусть Af 0 =(*o, t0)£G и М±= (дс0, ti)£G, где 
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tt<t0. Тогда интервал (прямой) (М 0, Mi)c :G, антипараллельный оси 
Ot, называется линией параболичности для оператора (1), е с л и М ) су­
ществуют квадратический параболоид вращения (28), связанный с па­
раметром k, удовлетворяющим условию (29) (см. (4)) , и 2) открытый 

цилиндроид С б (М 0 , Mi) = { (х, t)£G\ti<t<to-kt>{x~x\Y\ Ц . ( х < -
1 2=1 2=1 

A2 1 
— х ? ) 2 < 6 2 = \ такой, что оператор (1) обладает в цилиндроиде 

г К J _ 
С б (М 0 , Mi) свойством (СЭ) в смысле определения 13, причем Сб(М0, 
Mi)\{Mo}aG. 

З а м е ч а н и е 8. Любой интервал (М,_М)с=С б(М 0 , Mi)c=G, анти­
параллельный оси Ot (так, что М= (х, ?), M==(x,t) при ti^t<t^U)y 

также является линией параболичности для оператора (1). 
Т е о р е м а 5. Пусть параболический оператор (1) определен на 

(G\}y(G))\St а оператор (5) — на <g=d<g. Пусть для функции и имеют 
место (10), (11), (30) и существует точка М0=(х0, to)£G\Jy(G) такая, 
что имеет место (21) и (М0, Mi)aG (где М*=(хо, U), U<U) есть линия 
параболичности для оператора (1) в смысле определения 14. Тогда 

и{М)=и{М0) VM6[M 0 , Mi]. (48) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Допустим, что утверждение (48) неверно, 

тогда существует точка М 2 = (*о, t2)£(M0i Mi)czG (тле ti<.t2<.t0) такая, 
что (см. (21)) 

U(M2)>VL. (49) 

Поскольку (Mi, Мо) есть линия параболичности для оператора (1), то 
существует цилиндроид Сб(М1, M 0 ) c : G с осью вращения (Mi, М 0 ) , в ко­
тором оператор (1) обладает свойством (СЭ), причем C$(Mi, MQ)\{M0}CZ 
czG. В силу локальных свойств непрерывной функции u£C(G) из (49) 

видим, что Зб 0 б ^ 0, j такое, что Яб 0 (М 2 )с:Сб(М1, М 0) и 

u{M)>ix V M 6 K 6 0 ( M 2 ) . (50) 

Рассмотрим семейство линз {Л(М Т , А 0); т б [ 4 , ̂ о]}, где М т = ( х 0 , т )б 
б [ М 0 , М 2 ] , и (ср. (28)) 

Л ( М Т , А 0 ) = П о ( М т , К А0)П/Сво(Мт) = {(х, t)£G\T-h0<t<%-

-k"t{Xi-x\)\ т - ] / б 2

0 - 1 ] ( X < - X ° ) 2 < / < T - A 0 } C = 

2 = 1 2 = 1 

czC6(MuM0)czG. (51) 

Тогда имеем Л(М Т , Ао)с=Сб(М!, M 0 ) c : G V T 6 [ / 2 , *о), Л(М 0 , А 0)\{М 0}с= 
аСб(М-ь M 0 ) \{M 0 }czG, причем в силу (50) имеет место оценка 

м ( М ) > | 1 УМбЛ(М 2 , A 0 ) d C 6 ( M 1 , Mo)c:G. (52) 

Непрерывно меняя параметр т в (51) от t2 до t0y в силу (21) и (52) 

видим, что 3 T o 6i( / 2 , t0] такое, что u(M)>\i УМ6Л(М Т , A 0 ) czC 6 (Mi , M 0 )cz 
czG при тб[ / 2 , Т о ) , хотя 

u(M)>li УМбЛ(М Т о , hQ). (53) 

Но существует точка М 3 е 2 ( Л ( М Т ( ) , А 0 )П{то—Ао<^т 0 }) такая, что 

иШз)=[1^0. (54) 
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Относительно расположения точки М3= {х3, тз) (не являющейся, оче­
видно, нижней вершиной (х0, то—бо) линзы Л(М Т ( ) , А 0)) возможны два 
случая: 1 ) точка М 3 = М Х ( ) = (х0, то) есть верхняя вершина линзы 
Л(М Х ho) и 2 ) точка M 3 G 2 (Л (МХ ( ), Ао)) не является ни верхней, ни 
нижней вершинами линзы Л(М Х ( ) , А 0). Случай 1 ) невозможен. В про­
тивном случае без ограничения общности можно считать, что M3=M%Q— 
единственная граничная точка линзы Л ( М Х , А 0), для которой справед­
ливо ( 5 4 ) , причем (см. ( 5 3 ) ) имеет место оценка u(M)>\i VMGIIo(MT o, 
ft, Л 0 ) \{М Х ( ) }. Но тогда для точки M 3 = M X O G G | J Y ( G ) и для суперпара­
болической функции и выполнены все условия ( 1 0 ) , ( 1 1 ) , ( 30 ) и ( 3 1 ) 
теоремы 4, из которой (см. ( 3 2 ) ) имеем 

D7u(MXo)<0. (55) 

Но, согласно ( 5 4 ) , ( 2 1 ) , точка M X O = M 3 G G | J Y ( G ) есть точка локального 
минимума функции uGCM((G\Jy(G))(){t = To}), и поэтому в силу необ­
ходимых условий существования локального экстремума у дифферен­
цируемой (по х) функции и в точке M3£G[)y(G) имеем при / = 1 , 2, . . . , п 

du(M3) . „ 
—-г = 0 . Но тогда в силу неотрицательности характеристической 

ох% 
формы ( 3 ) оператора ( 1 ) из математического анализа имеем оценку 

п 

В(М3)=\ 2 ац{Щ д д " ^ gaO, откуда в силу (55) при М&8 
г, J=l J 

имеем оценку Lu(M3) =B(M3)+c(M)\i—D~u(M3)>0, противоречащую 
( 1 1 ) , а при M&g — оценку L0u(M3) = b (M3)\x—D-u(M3) > 0 , противо­
речащую ( 3 0 ) . При рассмотрении случая 2 ) расположения точки М 3== 
= (*з, т з ) б 2 ( Л ( М х , А 0)) (где ^ < т 3 < / о ) справедливо ( 5 4 ) , и посколь­
ку сечение С&(Ми Mo){]{t=x3}czG является множеством слабой эллип­
тической связности для оператора ( 1 ) , то в силу теоремы 3 а ( М ) = р ^ 0 
УМеС6(Ми Mo)(]{t=%s}czG и, в частности, u(M)=\i УМСЛ(М Т ( ) , А 0 ) П 
П { / = т з } , что противоречит выбору параметра т 0, для которого имеет 
место ( 5 3 ) . 

З а м е ч а н и е 9. В работе [2,]' теорема 5 доказана для оператора 
(1) (с ограниченными коэффициентами), заданного в G{Jy(G) при 
<Г = 0 . 

О п р е д е л е н и е 15. Пусть точка М 0 = ( х о , / O ) G G | J Y ( G ) U 2 ( G ) , 
Тогда множеством ^ ( М 0 ) , подчиненным точке М 0 в силу слабой пара­
болической связности, называется совокупность всех точек М—(х, t)$ 
GS(M0)czG[}y(G) (где / ^ / о ) , соединимых с точкой М0 непрерывной 
замкнутой дугой /[М 0 , М] такой, что полуоткрытая дуга /(Мо, M]c:GiJ 
U Y ( G ) СОСТОИТ из конечного числа дуг слабой эллиптической связности 
оператора ( 1 ) (лежащих в гиперплоскостях, ортогональных оси Ot) и 
конечного числа линий параболичности для оператора ( 1 ) , лежащих на 
прямых, параллельных оси Ot и проходимых (от Мо к М) в направле­
нии убывания t. Дуга /[Мо, М] называется при этом линией слабой па­
раболической связности для оператора (1). 

Т е о р е м а 6. Пусть на множестве (G\}y(G))\<o определен опера­
тор (1), а на множестве & — оператор (5) и для функции и выполнены 
(10), (11), (30) и (21). Тогда u(Mi)=u(M0) для любой точки Mt=(xi, 
i\)GG\}y(G) (с ti^Zto), соединимой с точкой M O G G U Y ( G ) линией слабой 
параболической связности /[Мо, Mi]aG{Jy(G). В частности, и(М) = 
= и(М0) УМ£2?(Мо), где $ (Мо)—множество, подчиненное точке М 0 6 
QG\)y(G) в силу слабой параболической связности. 

Георема 6 следует из теорем 3 и 5. 
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УДК 517.956.4 

И. Т. МАМЕДСВ 

О П О В Е Д Е Н И И Р Е Ш Е Н И Й В Ы Р О Ж Д А Ю Щ И Х С Я 
ПАРАБОЛИЧЕСКИХ У Р А В Н Е Н И И ВТОРОГО ПОРЯДКА 

ВБЛИЗИ ГРАНИЧНОЙ ТОЧКИ 

Пусть ! ) — ограниченная область -мерного евклидова про­
странства /? п+1 точек (t, xi, хп) и T(D) — ее собственная граница. 
Рассмотрим в D следующее уравнение: 

п п 

Ltt=<pi(f, х) [ £ (*ik(t, х)их.Хк—щ]+уьУ, х) [ 2 bik(t, x)ux.Xk—ut] + 
г, k=l i, k=l 

+ ]£Ы*> x)uX{+c(t9 x)u=0. (1) 
2 = 1 

Будем считать, что матрицы \\aih(t, х)\\ и \\bih(t, х)\\ положительно опре­
делены, а функции <pu(f, х)>0 и ф2(£, х)^0 могут стремиться к нулю 
при приближении (t, х) к граничной точке (t°, х°). Кроме того, коэффи­
циенты dik(t, х) предположим непрерывными по Дини в области D. 

Известно, что в этом случае при довольно широких предположениях 
относительно коэффициентов bih{t, х) (они могут быть даже разрывны­
ми) существует обобщенное по Винеру решение Uf(t, х) задачи Ди­
рихле 

Lu=0 в Д u\T(D)=f, f непрерывна на Г ( £ ) . (2) 
Функция Uf(t9 х) при этом в каждой строго внутренней подобласти D' 
области D удовлетворяет уравнению (1) в классическом смысле. 

О п р е д е л е н и е 1. Точка (t°, х°)бГ(/)) называется регулярной по 
Винеру относительно задачи Дирихле, если для любой непрерывной на 
T{D) функции / lim uf(t, x)=f(t°, jfi). 

(t, xhHt°, x°) 
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