
Д о к л а д ы А к а д е м и и н а у к С С С Р 
1984. Том 276, №2 

УДК 532 .546 Г И Д Р О М Е Х А Н И К А 

П.Г. БЕДРИКОВЕЦКИЙ, Р.Д. КАНЕВСКАЯ, М.В. ЛУРЬЕ 

ЭФФЕКТЫ СЖИМАЕМОСТИ ПРИ ВЫТЕСНЕНИИ ВОДЫ И НЕФТИ ГАЗОМ 

(Представлено академиком Л.И. Седовым 14 VI 1983) 

Процессы заводнения нефтяных пластов описываются решениями задач взаим­
ного вытеснения несмешивающихся жидкостей. Аналогичное описание имеют процес­
сы вытеснения нефти газом, а также процессы закачки газа в водоносные пласты. 
Известны решения указанных задач в предположении несжимаемости обеих фаз 
[1—3]. Однако при вытеснении нефти и воды газом существенную роль играет сжи­
маемость последнего. 

В работе исследуются процессы вытеснения с учетом сжимаемости одной из 
фаз. Обнаружен эффект, состоящий в том, что при вытеснении несжимаемой жид­
кости газом полнота вытеснения увеличивается. При взаимном вытеснении газо­
жидкостных смесей образуется система скачков насыщенности, т.е. структура зоны 
вытеснения значительно усложняется. 

1. О с н о в н ы е у р а в н е н и я . Двухфазная фильтрация жидкости и газа 
в пористой среде описывается уравнениями 

( 1 ) m{sip'i)t, + (Piw})x, = 0, / = 1 , 2 , 

Si = S, S2 = l-S, p i=COnSt , p 2 = P 2 ( p 2 ) ; 

*//(*) Э Р/ 

(2 ) щ = _ 
Pi Ъх 

(3 ) p 2 - p i =pk(s)-
Здесь x — объем пласта, отсчитываемый от нагнетательной галереи, t' — время, 
s - насыщенность, m — пористость, к — проницаемость, f;(s) — относительная фазо­
вая проницаемость, р,- — вязкость, wj - скорость фильтрации, р,', pj - давление и 
плотность, рк — капиллярный скачок; индекс / = 1 относится к первой фазе - жид­
кости, / = 2 — ко второй — газу. В крупномасштабном приближении при больших 
значениях t' капиллярным скачком можно пренебречь: р\ = р 2 - р. 

Задаче фронтального вытеснения отвечают следующие начальные и граничные 
условия: 
(4) s ( 0 , 0 = *o Р ' ( 0 ,О = Рс, s(x',0) = sH, р ' (*' ,0) = р н . 

Пусть U' = w\ + w 2 -суммарная скорость фильтрации, F(s) = (l + / 2 P i / / i P i ) " 1 -
функция Баклея—Леверетта [1, 2 ] . Тогда w\ =FU', w'2 =(1 -F)U'. В безразмер­
ных переменных 

mx kmp'ct' р _ pxtlU' 

П ргП* р с ктрс 

Р = P ' / P V C ) , 

где £2 - характерная величина объема, сравнимая с объемом пласта, система (1) , 
( 2 ) и условия (4) приобретакгг вид 

(5 ) = 0, | p ( l - s ) b + {pU(\-F)\x - О , 

(6 ) U= -(Л+мЛ)?,, 
(7) s(0, г) = sc, р(0, 0 = 1 , s(x9 0) = s „ , р(х, 0) = р н < 1. 
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2. У с л о в и я н а р а з р ы в а х . Система уравнений ( 5 ) , (6 ) допускает 
разрывные решения. Условия Гюгонио на разрыве имеют вид [4] 
(8) [s]D = [UF], [р(1 -s)]D = [pU(l — F)], \р] = 0. 

Здесь D = dx/dt - скорость разрыву [ • ] - символ скачка. Из условий (8) следует, 
что [U] = [р] = 0 , i\e. функции U и р непрерывны. Допускаются лишь скачки 
насыщенности D = U [F] / [s]. 

Получены условия допустимости (устойчивости) разрыва насыщенности в 
системе (5) , (6) как условия существования его структуры [5] при введении капил­
лярного скачка давления между фазами (3) . 

Т е о р е м а 1. Необходимыми и достаточными условиями существования 
структуры являются: а) условия Гюгонио (8) ; б) неравенства О.А. Олейник [в] 

Б [F] 
(9) F , ( s + ) < — = — < Fs(s-\ 
V J U [s] sK } 

Эти условия совпадают с полученными ранее условиями существования 
структуры разрыва в решении уравнения Баклея-Леверетта [7 ] . 

3. А в т о м о д е л ь н ы е р е ш е н и я . Задача (7) допускает автомодель­
ное решение 

Соответствующая краевая задача для системы обыкновенных дифферен­
циальных уравнений имеет вид 

1 dp OTKl-s) 
(10) dts = , 

* p dp • UFs-t h + P / 2 

1 dp 
(11) d%U= — — 

P Ф 
- ? 

fl + p / 2 ' 1 -s 

(12) rf|P = + p / 2 ) , 

(13) 5(0) = 5 C , p ( 0 ) = l , S(OO) = S h , p(oo)=p H , 

причем условие на разрьше имеет вид 
(14) D = U [Fills], 

где D — значение автомодельной переменней, при котором насыщенность s терпит 
разрыв. 

Автомодельному решению задачи на плоскости (s, F) соответствует путь, 
соединяющий точки 5(0) и s(°°). Он может состоять из следующих элементов: 
непрерывных участков, описываемых системой ( 1 0 ) - ( 1 2 ) , в дальнейшем обозна­
чаемых буквой S; скачков, на которых выполняется условие Гюгонио (14) и усло­
вие допустимости (9) , далее обозначаемых буквой / ; областей покоя s = 1 и 
s = s 0 , 0 < 5 0 ^ > г Д е s* ~ характерная точка баклеевской кривой, обозначаемых 
буквой Р. 44 

4. Н е п р е р ы в н ы е р е ш е н и я . В процессе вытеснения U > 0. Согласно 
>(12) р(£) убывает от 1 при £ = 0 .до р н при £ = <». При dp/dp>0 знак правой 
части (11) совпадает со знаком выражения в квадратных скобках, поэтому £/(£) 
возрастает при 0 < £/£/ < (1 - F)/(l - s) и убьюает при %IU> (1 - F)/(l - s). Изо­
клины (10) , вдоль которых d$s = 0 и d$s = °°, задаются уравнениями 

(15) уU = (1 -F) /0 - * ) , £A/ = / v 
Поскольку функция %/U монотонна, то рассматриваемые изоклины имеют характер­
ный вид, показанный на рис. 1-3 штриховыми линиями. Они делят фазовую пло­
скость на четыре области, в которых постоянен знак d%s. 
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Рис. 1. Картина интегральных к р и в ы х на п л о с к о с т и (£, s) 

«г 

Рис. 2. Вид р е ш е н и я задачи о вытеснении ж и д к о с т и г а з о м и г а з о ж и д к о с т н о й смесью 

Точки пересечения кривых (15) являются особыми точками рассматриваемой 
системы. Особая точка (£/, Sf) - седло (рис. 1) . Для нее справедливо уравнение 

y U f = (l-FfW-sf) = Fsf. 

Точка (0, s*) - вырожденный узел; точка (0, s*) - вырожденный фокус. При 
О < s имеем d^s = 0. При s* < s < 1 из (10) получаем s - 1 - (1 - sc)/p(p). 

5. В ы т е с н е н и е ж и д к о с т и г а з о м и г а з о ж и д к о с т н о й 
с м е с ь ю . Если первоначально в пласте находилась только несжимаемая фаза, 
то sH = 1. 

Пусть насыщенность вытесняющей фазы sc удовлетворяет условию 0 < s c < s*. 
Область d%s>0 покрыта интегральными кривыми, выходящими из узла (0, s*) 
(рис. 1). Рассмотрим скачок из точки s~ области d^s > 0 в точку 5 = 1 . Из условия 
допустимости (9) следует, что s~ = Sf, где Sf~ координата точки / Непрерывный 
участок решения, являющийся интегральной кривой, соединяющей точки .(0, s^) и 
(£/, s/), обозначим Sf. Решение задачи показано на рис. 2 утолщенной линией (а). 
Ему соответствует структурная формула 

(16) sc -J->s* -Sf-sf-J-+ 1 -P. 

Эффект сжимаемости вытесняющей фазы состоит в увеличении газонасыщен­
ности в зоне вытеснения по сравнению со случаем, когда обе фазы считаются несжи-
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Рис. 3. Построение решений задачи о распаде п р о и з в о л ь н о г о р а з р ы в а 
Рис. 4 . К л а с с и ф и к а ц и я решений задачи о распаде п р о и з в о л ь н о г о р а з р ы в а 

маемыми. При этом координата фронта вытеснения и фронтовая насыщенность 
остаются неизменными. Объем вытесняющей фазы, дополнительно закачанной в 
пласт за счет ее сжимаемости, определяется площадью фигуры, заштрихованной 
на рис. 2. 

Пусть насыщенность sc удовлетворяет условию 5 * < 5 С < 5 ! (рис. 1). Из 
точки sc можно выйти по единственной интегральной кривой, вдоль которой s 
убьюает от s = sc при £ = 0 до s = s'c при £ = UFs(s'c). Полагая, что s~ вдоль этой 
кривой — переменная величина, построим кривую s = 5 + ( £ , 5 ~ ) , используя соотноше­
ние (14) . Вдоль последней, изображенной на рис. 3 утолщенной линией, s возрастает 
от 5 = 0 при % = UF~/s~ до s = s'c при % = UFs(s'c). Рассматриваемая кривая в един­
ственной точке пересекается с усом Sf значение насыщенности в этой точке обозна­
чим Sc> а соответствующее значение s~ - через s~c. Тогда структурная формула 
решения (рис. 26) имеет вид 

(17) sc-S-s~-J -» s+

c-Sf-sf-J^ \ -Р. 

Эффект сжимаемости состоит в том, что при вытеснении газ опережает жид­
кость и скапливается перед областью, занятой чистой жидкостью. 

В случае sx < 5 С < 5 * интегральная кривая, выходящая из точки (0, 5 С ) , пере­
секается с ударной адиабатой £ = t/(l - F)/(l - s) только в одной точке. Соответ­
ствующее решение, (рис. 2в) представляется формулой 

(18) 5 С -S-s;-/->1 -Р. 

При s* < 5 С < 1 решение состоит из скачка со значения sc на значение 5 = 1 
при £ = 0 и области постоянства 5 = 1 (рис. 2г). 

6. Р а с п а д п р о и з в о л ь н о г о р а з р ы в а . При произвольном соот­
ношении насыщенностей 5 Н газожидкостной смеси, первоначально находившейся в 
пласте, и 5 С смеси, нагнетаемой в пласт, возникает задача о распаде произвольного 
разрыва. 

Т е о р е м а 2. Краевая задача (13) для системы ( 1 0 ) - ( 1 2 ) при выполне­
нии условий допустимости (9) имеет единственное решение для любых значений 
5 | f U 5 Q . 

Классификация решений приведена на рис. 4. Каждой области соответствует 
определенный тип решения. Для удобства они пронумерованы. На рис. 1 ,3 ,4 исполь­
зованы обозначения: 5 2 - предельное значение насыщенности при £ -+ 0 0 вдоль ин­
тегральной кривой, проходящей через точку (UFs(sp), 5 Р ) ; 5 Р - абсцисса точки пе-
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региба баклеевской кривой F(s); 3 - точка пересечения уса Sf и петли £ = UFS, 
s3 >sp \ s 4 - корень уравнения (14) при s" = s 3 , / ) = £з, при этом £ 4 = £ 3 ; «s и 
s 6 - предельные значения насыщенности при £->«» вдоль интегральных кривых, про­
ходящих через точку 4 и (£/, s / ) ; s.7 - корень уравнения (14) при Z) = UF& s+ = 0, 
т^. Fs(s7)=F(s7)/s79 при этом %7 = UFs(s7); s6 - значение насыщенности на ин­
тегральной кривой, проходящей, через точку 7 при £ = 0, Sg<s*, £ 8 = 0 . 

Приведем структурные формулы решений, соответствующих различным об­
ластям, представленным на рис. 4. 

В областях 1, 2 начальная часть пути, отвечающего решениям, описывается 
структурными формулами (16) и (17) соответственно, но последний скачок проис­
ходит с уса Sf при s~ > Sf. Полагая, что s~ изменяется вдоль Sf от Sf до s 3 , по­
строим s+ = s (£, s"), используя соотношение (14) . Эта зависимость представлена 
на рис. 3 двумя непересекающимися кривыми sT = st(£, s~)>s~ и S2=Si(%> 0 < s " . 
Обозначим значение s\ в точке пересечения с интегральной траекторией, вдоль ко­
торой s-*su при через s £ , а значение s~ — через $й- Тогда структурные 
формулы решений первого и второго типов имеют вид 

(19) sc - 7 - м , - S f - Sn-J^Sn-S- s H , 

(20) sc - S - s~c - J -> --Sf - s„ - J -» 4 - S - sH. 

Третий тип решений описывается структурной формулой 

(21) sc -S-su - J - ^ S ^ - S - sH. 

Здесь 4 ~ значение s + = s+(£, S " ) B точке пересечения этой линии и интегральной 
траектории, вдоль которой s-*sH при £ ~> °°. Зависимость s+ = s +(£, s ) строится 
с использованием (14) в предположении, что s~ изменяется вдоль интегральной 
кривой,выходящей из точки ( 0 , х с ) , д л я s+ >s~ (рис. 3 ) . Через s~ обозначено соот­
ветствующее значение s~. 

Решения четвертого типа состоят из скачка при £ = 0 и непрерывного участка, 
на котором s -> sH при £ °°. 

Для описания решения типов 5--8 построим зависимость (14) s+ = s +(£, s ) , 
полагая, что s~изменяется вдоль участка петли £ = UFS, sp < s < s 7 (рис. 3 ) . Обо­
значим 5д значение s + в точке пересечения этой ^инии с интегральной кривой, 
вдоль которой s -+ sH при £ °°. Соответствующее значение s~ обозначено че­
рез s„. Структурные формулы, отвечающие решениям типов 5-8, соответственно 
имеют вид 

(22) sc -J->s* - Sf- s~ -J->s+ - S - s~ -J->s+-S-sH, 

(23) s c - S - s~ - J -» s* - Sf - s~ - J -* s+ - S - s~ - J 4 - S - sHi 

(24) sc - S - s~ - J s+ - S - su - J ~* SH - S ~ sH, 

(25) s c - У s + - S - s~ - / -> s H - 5 - sH. 

Здесь точка (£/[F]/[s] , s") принадлежит траектории, проходящей через точку 
(0, s + ) для решений 5-6-го типов и через точку (0, sc) - для решений 7-го типа; 
(U[F]/[s], s + ) лежит на интегральной кривой, проходящей через точку 
(UFS(SH), $й) • Д л я нахождения s+ и s~ используются описанные выше построения. 

Решения 9- и 10-го типов отличаются от решений 1- и 2-го типов соответ­
ственно лишь тем, что при их построении вместо кривой s | используется кривая 
$2 (рис. 3 ) . Структурная формула для решений 9-го типа имеет вид (19) , а для ре­
шений 10-го типа - вид (20) . 

Решения 11-го типа состоят из скачка при £ = 0 и непрерывного участка, 
на котором s-+sH при £-*°°, если и s = sHi если 

Решения 12-го типа отличаются от решений 3-го типа только тем, что при их по­
строении s+(£, s~)<s~ (рис. 3 ) . Они описываются структурной формулой (21). 
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Во всех рассмотренных случаях, кроме s H = 1 при £- > °° , Р~*ри> при этом 
U -»0. Соответствующие асимптотики в случае идеального газа [9] имеют вид 

оо 

Р - Рн ~ / ехр 

Задача о распаде произвольного разрыва в случае несжимаемых фаз исследо­
вана в [ 8 ] . Эффект сжимаемости состоит в усложнении картины вытеснения. При 
s H Ф 1 и sH =£s 0 , 0 < s 0 < s * , отсутствуют зоны постоянства, увеличивается коли­
чество скачков. При этом наблюдается повышение газонасыщенности с ростом 
автомодельной переменной впереди фронта вытеснения. / 
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Рн 2 
d%\ U ~ ( / i H + М / 2 н ) е х р 

Рн 
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