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СВЯЗИ МЕЖДУ РАСШИРЕНИЕМ ЛЕБЕГА
И РАСШИРЕНИЕМ БОРЕЛЯ ПЕРВОГО КЛАССА

И МЕЖДУ СООТВЕТСТВУЮЩИМИ ИМ ПРООБРАЗАМИ

В статье вводятся новая алгебраическая структура с-колец с измель-
чением и новая топологическая структура а-пространств с прикрытием. На
их основе вводятся понятия делимых оболочек и несвязных накрытий не-
которого типа. С помощью этих понятий даётся кольцевая характериза-
ция расширения Лебега C}->-Ln и расширения Бореля первого класса
СУ-*-ВМ1 как делимых оболочек одного типа (теорема 1), а также тополо-
гическая характеризация прообразов максимальных идеалов этих расши-
рений как несвязных накрытий одного типа (теорема 2).

Введение

В различных разделах математики возник ряд ставших уже класси-
ческими расширений кольца С всех ограниченных непрерывных функ-
ций на пространстве Т таких, как кольцо i?w классов функций'), (х-интег-
рируемых по Римаяу [1, гл. IV, § 5, упр. 16, 17], кольцо Lw классов
функций, ц-измеримых по Лебегу [1, гл. IV, § 6.3], кольца В и В" клас-
сов функций со свойством Бэра [2, п. 15.6] и со свойством Бэра относи-
тельно конульмножеств [3, § 32], кольца ВМ и ВМ° функций, измеримых
по Борелю и по Бэру [3, § 31; 4 гл. IV, п. 1], второе сопряжённое кольцо
Аренса С" [5; 2, п. 27.2] и т. д. Оказалось, что все данные кольца изо-
морфны кольцам непрерывных функций на соответствующих компакт-
ных пространствах максимальных идеалах, т. е. они являются с-кольца-
ми. Так как данные расширения (возникли вне алгебры, то характер свя-
зи между кольцом С « данными кольцами с алгебраической точки зре-
ния оставался совершенно неизвестным. В связи с этим возникла про-
блема алгебраического описания классических с-расширений кольца С.

Первый шаг к решению этой проблемы был сделан в работе [6] в
связи с развитием в шестидесятые годы теории делимости в кольцах
[7, § 2.3, § 4.6]. Авторам [6] удалось связать расширение Бэра С)-+В
с полным кольцом частных кольца С (см. также [8]). Много позже
(из-за резкой отличности задачи) авторам работ [9] и [8] удалось свя-

зать малое расширение Бэра С}-*В° с классическим кольцом частных
кольца С.

Исследования автора в последующие годы показали, однако, что
подход к остальным с-расширениям через классическую теорию дели-
мости, изложенную, например, в книге [24], не позволяет связать эти
расширения с какими-либо кольцами частных или делимыми оболочка-
ми кольца С, поскольку они имеют три неклассические характерные осо-
бенности:

а) почти все из них обладают составным свойством делимости, со-
стоящим из ряда простейших свойств, каждое из которых в отдельности

') Все функции далее считаются ограниченными.
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не является характеристическим и которые определяются последова-
тельным образом в том смысле, что следующее свойство определяется
только после того, как определены все (Предыдущие;

б) указанные свойства делимости не являются только глобальными
кольцевыми, а обладают локальными идеально-факторными эффектами,
без которых глобальные варианты этих свойств не являются характери-
стическими;

в) элементы этих расширений разделяются на образующие элемен-
ты, которые имеют делимостную природу, и на выражающиеся через
них произвольные элементы, у которых делимостная природа совершен-
но теряется.

Другой подход, учитывающий эти при некласоические особенности,
был развит автором в [10]. Автором была выделена новая алгебраиче-
ская структура, названная измельчением; с-кольца с измельчением были
названы cr-кольцами. Наличие измельчения позволяет следить за тес-
нотой продолжения гомоморфизмов не только в самом кольце, но и в
каждом факторе кольца по идеалу измельчения, и тем самым позволяет
более тонко определить свойства делимости в сг-кольцах. С учётом ука-
эавных трёх особенностей автором было введено весьма общее понятие

делимой cr-оболочки типа Zni . . . Z cr-кольца С как такого сг-расши-
рения С)~>-А, для которого описана последовательность простейших

свойств Z '-делимости сг-кольца А и описан процесс последовательного

перехода от С к Л с помощью свойств Z ' -делимости. С помощью
этого понятия удалось охарактеризовать расширение Лебега C^-^-L», как
делимую сг-оболочку типа Z°Zc0 кольца С (теорема 1). Кроме того, такой
подход к делимой оболочке весьма неожиданно выявил полный паралле-
лизм в описании расширения С)->^-и расширений Бэра С^-^ВМ" и Бо-
реля C)-*-BMt первого класса (теорема 1').

Каждому из классических с-расширений кольца С соответствует не-
который прообраз пространства Т, реализующий это расширение в виде
непрерывных функций и являющийся прообразом максимальных идеа-
лов этого расширения. Поэтому проблема алгебраического описания
классических с-расширений кольца С порождает параллельную пробле-
му топологического описания классических реализующих прообразов
пространства Т. В работе [6] (см. также [11]) было установлено, что
реализующий прообраз расширения Бэра С)-»-В является абсолютом
Глисона — Пономарёва Т-*-«-рГ пространства Т [12]. В работах [13] и
[9] было начато изучение реализующего прообраза T-^-^-sT малого
расширения Бэра С^-^-В".

Последующие исследования автора показали, однако, что подход к
остальным реализующим прообразам должен быть иным, поскольку они
имеют три, не встречавшиеся при изучении абсолюта Т-<•-<—рТ и секвен-
циального абсолюта T*-*-sT характеристические особенности:

а) почти все из них обладают составным свойством окружаемости,
состоящим из ряда простейших свойств, каждое из которых в отдельно-
сти не является характеристическим и которые определяются последо-
вательным образом в том смысле, что следующее свойство определяется
только после того, как определены все предыдущие;

б) указанные свойства окружаемости не являются только глобаль-
ными пространственными, а обладают локальными шодпространствен-
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ными эффектами, без которых глобальные варианты этих свойств не
являются характеристическими;

в) элементы основ этих прообразов разделяются на образующие
элементы, которые имеют окружаемостную природу, и на выражающие-
ся через них произвольные элементы, у которых окружаемостная приро-
да совершенно теряется.

Подход, учитывающий эти три особенности, был развит автором в
[14, 15]. Автором была выделена параллельная измельчению новая то-
пологическая структура, названная прикрытием. Пространства Алек-
сандрова (а-пространства) с прикрытием были названы as-пространст-
вами. Наличие прикрытия позволяет следить за теснотой окружения не
только в самом пространстве, но и в каждом подпространстве прикры-
тия, и тем самым позволяет более тонко определить свойства окружае-
мости в as-пространствах. С учётом трёх указанных особенностей авто-
ром было введено весьма общее понятие окружаемого as-накрытия типа

Z™1 .. . Z k as-пространства Т как такого as-прообраза Т -*~*-Н, для

которого описана последовательность простейших свойств Z -окру-
жаемости ая-пространства Я и описан процесс последовательного пере-
хода от a-основы в 7 к а-основе в Я с помощью свойств Z ' -окружае-
мости. С помощью этого понятия удалось охарактеризовать прообраз
Ионеску Тулча Г-<-<-1ЦГ [16, гл. X], реализующий расширение Лебега
O-t-Lp как окружаемое as-накрытие типа Z"Zc0 пространства Т (теоре-
ма 2). Кроме того, такой подход к окружаемому накрытию выявил пол-
ный параллелизм в описании прообраза Т~*+-1»,Т и бэровского T-*-*-bi°T
и борелевского 7-*-<- btT прообразов первого класса, реализующих рас-
ширения С)-*ВМ° и С)~*ВМ, (теорема 2').

Целью данной статьи является точное описание указанных выше
связей. Доказателыства упомянутых теорем имеют смешанный алгебро-
топологический характер, в связи с чем статья представляет собой еди-
ное целое.

§ 1. сГц-Расширения и ав^-прообразы

1.1. сг»-Расширения и делимые сг-оболочки типа Z0Zc0\"Zc0 и
ZZcQ | "Zc0.

1.1.1. с - К о л ь ц а и с - р а с ш и р е н и я . Далее все кольца будут
предполагаться коммутативными и с единицами, а все кольцевые гомо-
морфизмы—унитарными. Кольцо А назовём с-кольцом, если А обладает
следующими свойствами:

а) для любых а я b существует с такое, что аг+Ь2 = с2;
б) для любого а существуют Ь и с такие, что а = Ъг—с2 и Ьс = 0;
в) если для а существует последователыность {Ьп} такая, что

п(аг+Ьп

2) = 1, тоа = 0;
г) для любого а существует (1+а 2 )- 1 ;
д) для любого а существуют b и n e N такие, что аг+Ь2 = п\;
е) если {ап} — последовательность, для которой существует после-

довательность { m J c N такая, что k((am—an)
2+b2) = 1 для любых гп,

n^mh и соответствующих b = b(k, m, п), то существует а, для которого
есть последовательность {nJc=N такая, что k((a—а„)2+с2) = 1 для лю-
бого n~^nk и соответствующего c = c(k, n).

Система свойств а)— е) была выделена Дельфоосом [17].
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Идеал Е с-кольца А назовём замкнутым, если для любой последова-
тельности {ап} и любого элемента а, для которого существует последо-
вательность { n J c N такая, что k((a—an)

2+c2) = 1 для любого n^nh и
соответствующего c = c(k, п); условие {an}czE влечёт а е £ . Важность
класса с-колец показывает следующая принадлежащая Дельфоссу
[17]. теорема.

ТЕОРЕМА. Кольцо является с-кольцом тогда и только тогда, когда
оно изоморфно кольцу всех ограниченных непрерывных функций на не-
котором компактном пространстве. Идеал с-кольца является замкнутым
тогда и только тогда, когда при изоморфизме Дельфосса образ идеала
является замкнутым относительно равномерной сходимости.

Пусть С —фиксированное с-кольцо. Инъекшвный гомоморфизм
и: СУ—>А, где А является с-кольцом, назовём с-расширением с-коль-
ца С. Морфизмом из и : С)^>-А в й : С)-*- ^назовём кольцевой гомомор-

физм v.A-^-A такой, что v°u = u. Если вдобавок v инъактивен, то ска-
жем, что первое с-расширение вкладывается во второе.

Подкольцо В с-кольца Л, являющееся с-кольцом, будем называть
с-подкольцом с-кольца А. Для каждого подмножества 5 с-кольца А
существует с-подкольцо В, являющееся пересечением всех с-подколец
в А, содержащих 5. Назовем его с-подкольцом в А, порождённым мно-
жеством S. Оно строится следующим образом. Рассмотрим подмноже-
ство

S ' = {a^A | 3neEN (rca<=SU{l}/)}
и подкольцо S, состоящее из всех элементов а е Л , предетавимых в виде
конечной комбинации элементов из 5', соединённых знаками сложения,
вычитания и умножения. Тогда В состоит из всех элементов а^А, для
которых существуют последовательность {an}czS" и последовательность
{n t}cN такие, что k((a—ап)

2+с2) = 1 для любого n~^nh и соответствую-
щего c = c{k, п).

1.1.2. сг^-Кольца и сгй-р а с ш и р е н и я . Пусть Т является фик-
сированным вполне регулярным пространством и С является с-кольцом
всех ограниченных непрерывных функций на Т. Через ^ обозначим се-
мейство всех открытых, а через $ — семейство всех борелевских мно-
жеств из Т. Пусть \х — ограниченная родоновская мера на Т, т. е. счётно-
аддитивная компактно-регулярная функция из $ в R [1, гл. IX, § 3.2].
Пусть Т является носителем меры \i, т. е. \iG=£u для любого G^S. Через
S'Jff, обозначим семейство всех |1-пренебрежимых множеств из Т [1,
гл. IX, § 1.9]. Компактное множество К из Т назовём ̂ -компактным,
если G[^K^SJfy. для любого G e ? , пересекающего К. Семейство всех
ц-компактных подмножеств из Т обозначим через M-v

ЛЕММА 1. Пусть Е — компактное множество и E^SJC». Тогда / ( =
=E\\}{G^S\G[\E^S^^^^ и E\K^2Jf».

Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим радоновскую меру v : ^->-R та-
кую, что vB = ii(Bf]E). Равенство T\K=\J{G<^$\ G[\E^SJf^ влечёт
v(T\K)=0 [1,гл. IX, § 1.6].

Следствие. [J{K\K^^V} плотно в Т.
Элемент / ( е ^ ц назовём вершиной семейства {/CJcs^, если K^czK

и для любого 1 е ^ „ такого, что 0фЬаК, существуют | О и M e i , та-
кие, что 0ФМ<^Ь и MczKia. Обозначим /C=top /CE.

Пусть 'ё'(А) обозначает семейство всех замкнутых идеалов с-кольца
А. Отображение %: М-^б'(А) назовём измельчением с-кольца А, если:
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а) 9t(K) =А тогда и только тогда, когда К = 0;

б) Г)ВД) = {0};
в) /C,cz/C2 влечёт «(/(О =)Я(/(2);

г ) tf=top/(s влечёт 91 (/С)=ПЗД Е ).
с-Кольцо А с измельчением 91 назовём cr^-кольцом и обозначим через

(А, 91). Обозначим 91ХК) через Ак. Иногда при указании измельчения
будем писать просто 91= {Лк | / ( е ^ } .

На с-кольце С рассмотрим фиксированное измельчение (5М: si^%{C)
такое, что @Vl(K) = {c<=C\c(K) = {0}}. с-Расширение и: С>->-Л, где
(Л, 91) является с/уколъцом, назовём с/„-расширением cr^-кольца (С, ©„),
если:

а) ы С к с Л к ;
б) « с е Л к влечёт с е С к .
Такое расширение обозначим через и: (С, 6ц))->-(Л, 91). Морфизмом

из и: (С, ©ц))-»-(Л, 91) в и: (С, <£„))-»-(Л, 91) назовём морфизм у из

и : С)-»-Л в ы : С)-+А такой, что vAK<^AK. Если вдобавок v инъективен

и va^AK влечёт а^Ак, то скажем, что второе с/ураоширение больше
первого или первое с^-раеширение вкладывается во второе.

Аннулятором идеала £ в Л называется идеал E*={a^A\Ye^
е £ ( а е = 0)}. Идеал Е навывается аннуляторным, если Е — Е**. Отобра-
жение 9t: s&fr-t-'ff (А) назовём насыщенным, если для любого собствен-
ного идеала Л к и для любого собственного аннуляторного идеала Е та-
кого, что E*qLAK, существует собственный идеал AL такой, что AK\JEcz
c:AL и LczK. Если отображение 9t: stll-+<S> {А) обладает свойствами
а)—в) из определения измельчения и является насыщенным, то 91 явля-
ется измельчением.

1.1.3. Э л е м е н т а р н ы е т и п ы д е л и м о с т и . Пусть Е является
идеалом в с/укольце Л. Множество всех Л-модульных гомоморфизмов из
Л-модуля Е в Л-модуль Л обозначается через Ногти(£, Л). Для ЬеЛ
через г|)4 обозначим элемент из Ногти (Л, Л) такой, что tybaE=ba для лю-
бого а е Л . Гомоморфизм среНопи(£, Л) назовём ограниченным, если
существует число n = n(cp)eN такое, что пе—ере и ne+icpe являются ква-
дратами в Л для любого е е £ . Подмножество в Ногти(£, Л), состоящее
из всех ограниченных гомоморфизмов, обозначим через \ютл(Е, А).

Скажем, что гомоморфизм q>^homA(E, А) имеет тотальное продол-
жение, если существует гомоморфизм г|)егшпи(Л, Л) такой, что г|5|£'=<р.
Ясно, что в этом случае i|)=H|)b для некоторого ЬеЛ. Продолжение г|з на-
зовём плотным, если из а^А и ац>Е = {0} следует ат|зЛ = {0}. Продолжение
•ф назовём r-плотным, если из а е Л и аф£стЛк следует а-фЛсиЛд-. г-Плот-
ное продолжение является плотным.

Идеал Е называется плотным в Л, если из а(=А и аЕ = {0} следует
а = 0. Идеал Е назовём r-плотным в Л, если из а е Л и aEczAK следует
й е Л к . r-Плотный идеал является плотным. Идеал Е назовём дополняе-
мым, если существует идеал f c f такой, что идеал E(BF является
r-плотным в Л.

Пусть в А выделено подкольцо В (с единицей). В этом случае будем
рассматривать идеалы Е = (Еву, порождённые некоторыми множествами
ЕвсВ. сг„-Кольцо Л назовём относительно делимым на идеал Е = (ЕВ)-,
если любой гомоморфизм ц>^\ютА(Е, А) такой, что ф£вс=В, имеет то-
тальное r-плотное продолжение.
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Рассмотрим множество !Р(В) всех идеалов Е = (ЕВ), множество
£P0(B) всех счётно-порождённых идеалов Е = (ЕВ) и множество ^"(В)
всех счётно-порождённых идеалов Е = (ЕВ}, дополняемых счётно-порож-
дёнными идеалами F=(FB}. Пусть я обозначает один из символов: 0 , О
и сО. Тогда вместо &> (В), &>" (В) и &>е0(В) можно писать ^"(В).

с/уКольцо Л назовём 1п-делимым относительно подкольца В, если
оно является относительно делимым на любой идеал Е = (Еву^.&>л{В).
При В = А получаем определение aZ"-делимого cr^-кольца А. с/уРасши-
рение С)^>-А назовём "Z"'-делимым, если с/у кольцо Л является в2я-дел-1-
мым.

1.1.4. С л о ж н ы е т и п ы д е л и м о с т и и сгц - к о л ь ц а ч а с т н ы х
Пусть А—с/укольцо с выделенным подкольцом В. Рассмотрим в А под-
кольцо Zn(B), порождённое всеми элементами а^А, для которых су-
ществуют идеал £ = <£'в>е^>л(В) и гомоморфизм (pehomA(£, А) такие,
что (fEBczB и г|з„ является г-плотным продолжением <р. Так как Л = <1><=
^<РК(В), то B<^Zn(B). Для я = 0 , я = 0 и я = сО получаем подкольца
Z(B),Z°(B) H Z C 0 ( S ) .

Пусть и: С)—*-А — с/урасширение. Рассмотрим в А подкольца
Zc0(Z°(uC)) vZ°°(Z(uC)).

сг„-Расширение и: С)->Л назовём Z"Z"'s-deAUMbiM, если сг^-кольцо А
является 2°-делимым относительно подкольца иС и 2с0-делимым относи-
тельно подкольца Z"(uC). Аналогично определим ZZci'-делимость.

сг^-Расширение и : С)—>А назовём cr^-кольцом частных типа ZOZC"
cr^-кольца С, если с-подкольцо в А, порождённое кольцом Zc0(Z°(uC)),
совпадает с А. Аналогично определим cr^-кольцо частных типа ZZC".

1.1.5. Д е л и м ы е с/^-о б о л о ч к и т и п а Z°Zc0\aZc0 и ZZc0\aZc0. Де-
лимой сг^-оболочкой типа Z°Zc°\aZc° cr^-кольца С назовём сгм-расшире-
ние, которое является:

а) наибольшим из всех с/уколец частных типа 202 с 0 оукольца С;
б) наименьшим из всех 2°2с0-делимых с/урасширений с/укольца С;
в) ^"-делимым.
с/уКольцо С может иметь только одну (с точностью до изоморфизма)

делимую сгуоболочку типа Z°Zc0|aZc0. Делимая s/уоболочка типа
Z°Zc0\aZc0 сЛц-кольца С является единственным 2^с0-делимым сг^-кольцом
частных типа Z"Zc0 сг„-кольца С, т. е. эта оболочка полностью определя-
ется только относительными свойствами, стоящими в левой части цепоч-
ки Z"Zc"\aZc'>. Аналогичным образом определяется делимая сг^-оболочка
TunaZZc0\aZc0.

1.2. as»-Прообразы и несвязные а$„-накрытия типа Z°Zc0|aZc0 и
ZZc01 aZc0.

1.2.1. а - П р о с т р а н с т в а и a - п р о о б р а з ы . Пусть Н — некото-
рое множество. Семейство Ж подмножеств из Я назовём основой, если
оно содержит множества 0 и Я и замкнуто относительно конечных пере-
сечений. Пусть со-Ж обозначает семейство всех дополнений к элементам
из Ж.

Основу Ж назовём а-основой, если:
а) Ж замкнуто относительно счётных объединений;
б) дизъюнктные элементы из со-Ж содержатся в дизъюнктных эле-

ментах из Ж;
в) любой элемент из Ж является счётным объединением элементов

из со-<3̂ ;
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г) для любых точек t и s из Н существует элемент G e ^ такой, что
и s^G.

В [18] использовался термин «вполне нормальная база». Пара
(Я, Ж) с а-основой Ж называется пространством Александрова или
а-пространством. Эти пространства были введены А. Д. Александровым
[18].

Основу Ж<^Ж будем называть подосновой а-основы. Рассмотрим се-
мейство *§{Ж) (соответственно $°(Ж)), состоящее из объединений эле<
ментов всех (соответственно всех счётных) подсемейств семейства Ж.
Вместо 3?(Ж) будем писать также 9(Н). Пара (Я, $(Н)) с топологией
^ ( Я ) называется топологическим пространством, соответствующим
а-пространству (Я, Ж). Через С(Н) будем обозначать семейство всех
ограниченных непрерывных функций на топологическом пространстве
(Я, $?(Н)). Если /: Я-^R— некоторая функция, то множество c o z f s

|/(s)^O} называется конульмножеством функции /. Семейство
= { с о г / | / е С ( Я ) } называется семейством конульмножеств а-прост-

ранства (Я, Ж). А. Д. Александровым было доказано, что топологиче-
ское пространство (Я, $(Н)) является вполне регулярным и Жс:&"(Н)
(см. [18]). Семейства ЗГ(Н)==со-$ (Я) и ,&-°(Н) = с о - ^ 0 ( Я ) называются
соответственно семействами замкнутых множеств и нульмножеств

а-пространства (Я, Ж). Если (Я, Ж) и (Я, Ж) — а-пространства, то ото-
о о

бражение ^:Н-^-Н называется а-отображением, если ч~1<%> = {ч~16\

Пусть (Т, 3~)—фиксированное а-пространство. Для него вместо
, &"(Т), Т(Т) и ^ ° (Г) будем писать просто $, &~, &° и $Г°. а-Прост-

ранство (Н,Ж) с сюръективным совершенным [12, гл. VI, §2] а-отобра-
жением т:Я-*>- Т назовём а-прообразом а-пространства (Т, ?Г) и обо-
значим через т : (Т, Т) •++- (Я, Ж). Морфизмом из т : (Т, ST) •<--*-(#, Ж)

в х : (Г, i7~) ч^-(//, ^ ) назовём совершенное а-отображение 7 : Н-^Н та-
о

кое, что т°'у = т:. ЕСЛИ вдобавок -у сюръективно, то скажем, что первый
а-прообраз больше второго.

Обозначим через О(Н, Ж) с-кольцо всех ограниченных а-функций
f : Я-vR, где R рассматривается с канонической а-основой, состоящей из
всех открытых множеств, с-Кольцо О(Н, Ж) будем называть с-кольцом
а-пространства (Я, Ж). с-Расширение их:О(Т, 3~) }—>-О(Н, Ж) такое,
что ихс=тот, назовём с-расширением, соответствующим а-прообразу
т:Т ++-Н.

Через В{Ж) обозначим семейство всех конечных покрытий xcJJf
а-пространства Я. Ограниченную функцию / : Я—>-R назовём функцией
малого колебания относительно подосновы Ж, если существует последо-
вательность покрытий {%^(^О(Ж) такая, что колебание ©(/, G) функ-
ции / на каждом элементе G e x B меньше \\п. с-Кольцо всех таких функ-
ций обозначим через 0{Н, Ж). Ясно, что О(Н, Ж)<^О{Н, Ж). Эти два
кольца совпадают, если и только если в любое покрытие из В (Ж) мож-
но вписать покрытие из D (Ж).

1.2.2. as^-Пространство и as»-прообразы. Пусть Г, С и (г —
такие же, как в 1.1.2. На Т рассмотрим каноническую а-основу 3~, со-
стоящую из конульмножеств всех функций / е С . Тогда С является
с-кольцом а-пространства (
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Отображение ЗГС: зФ^-^(Я) назовём прикрытием а-пространства
(Н,Ж), если:

а) Ш(К) = 0 тогда и только тогда, когда К=0;
б) U$R(K) плотно в Я;
в) KiCzKt влечётm(Ki)
г) /C=top/Cs влечёт 3K(/Q =
а-Пространство (Я, Ж) с прикрытием 24 назовём as^-пространством

и обозначим через (Я, Ж, 9И). Обозначим Зй(/С) через Я я . Иногда при
указании прикрытия будем писать просто ЗЯ= {Як | Л'е«5$„}.

На а-пространстве (Г, <7") рассмотрим фиксированное прикрытие
%v.:s£lr+g~ такое, что %„(К)=К. а-Прообраз т: {Т,Т)-^-{Н, Ж), где
(Я, ,5^, 34) является aSn-пространством, назовём as^-прообразом as^-npo-
странства (Т, °Г, %), если хНк = Тк. Такой прообраз обозначим через
т : (Т, Т, 5М) -сч- (Я, Ж, 3W). Морфизмом из т : (Т, Т, $„) -w- (Я, 5», ЗЯ) в

%:(Т,Т, £,) -м- (Я, ,3^, Ш1) назовём морфизм ^ш х:{Т,Т) - к - (Я, 3£)

в т : (Т, &~) -*-*-(Н, Ж) такой, что ^HKczHK. Если вдобавок ^ сюръективен

и *{НК = НК, то скажем, что первый as^-прообраз больше второго.
Отображение Ш: $Ф»-+&~(Я) назовём насыщенным, если для любого

НкФ0 и любого Ge<5^, пересекающего ЯК, существует Нь-Ф0 такое,
что HLcz:HJ}G и Lcr/C. Если отображение 5Ш : ̂ - > ^ " ( Я ) обладает свой-
ствами а) — в) из определения прикрытия и является насыщенным, го
37? является прикрытием.

1.2.3. Э л е м е н т а р н ы е т и п ы н е с в я з н о с т и . Пусть Р и Q —
подмножества а^-пространства Я и PcQ. Множество Р называется
плотным в множестве Q, если из Ое<Ж и Gl]P = 0 следует G\~}Q = 0.
Множество Р назовём s-плотным в множестве Q (Q = sP), если из G^M
и GV\P[\HK = 0 следует Gf]Qr\HK = 0, т. е. РГ\Нк является плотным в
<2ПЯК для каждого К- Если Q открыто, то из s-плотности Р в Q следует
плотность Р в Q.

Будем рассматривать далее множество К(Ж) всех конечных семейств
•к из &(Н). Определим на К(Ж) операции V и Л . положив X i V ^ ^ W i U

QieEx,&Q2<=>cJ и ^Ax^lQiHQalQiexi&Qzex;,}. Множество
x = U{Q|Qe?<} назовём телом, а множество соЬо<1>с = Я\Ьос1 х на-

зовём котелом семейства к.
Скажем, что семейство y,'s={Qm'}<^3e является s-плотным окружени-

ем семейства %={С1т}^К(Ж), если Qm s-плотно содержится в Qm' и
Ьов.'к'е.ЖПсо-Ж. Если х/ и х2 ' являются s-плотными окружениями се-
мейств и4 и х2 соответственно, то х/Х/^г' и х / Д ^ / являются s-плотными
окружениями семейств XiV^z и Y.I/\Y.2 соответственно.

Семейство х назовём дополняемым, если существует семейство р е
^К{Ж) такое, что Ьос1хПЬос1р = 0 и bodxLJbodp является s-плотным
в Я.

Пусть в Ж выделена подоснова Ж. Рассмотрим множество К{Ж) всех
конечных семейств %а^{Ж), множество К0 {Ж) всех конечных семейств
%а^а{Ж) и множество Кс0(Ж) всех конечных семейств х с ? ° ( Х ) , до-
полняемых конечными семействами рс$°(Ж). Пусть л обозначает один
из символов: 0 , 0 и сО. Тогда вместо К (Ж), К0 {Ж) и Кса{Ж) можно пи-
сать/С" (J?).

о^-Пространство Я назовём 1*-несвязным относительно подосновы
Ж, если любое семейство к<=К"(Ж) имеет s-плотное окружение, При
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Ж=Ж получаем определение "Z"'-несвязного as^-пространства Н.
аЯц-Прообраз Т ч-*- Я назовём а2я-несвязным, если О5ц-пространство Я
является ^"-несвязным.

1.2.4. С л о ж н ы е т и п ы н е с в я з н о с т и и п о р о ж д ё н н о с т ь .
Пусть Я — as^-пространство с выделенной подосновой Ж. Рассмот-

рим множество 5Л(Ж) всех семейств %'(^Ж, являющихся s-плотными ок-
ружениями некоторых семейств к^К" (Ж). Множество 3Л(Ж) замкнуто
относительно операций V и Л- Каждое окружение х е 5 я ( Х ) порождает
покрытие xlj{cobod x} пространства Я. Рассмотрим семейство покрытий
С"(Ж), порождённое семейством {xU{cobodx}|xeS"(X)} и замкнутое
относительно операции Д. Обозначим через 2п(Ж) подоснову в Ж, со-
стоящую из множеств G e ^ , для которых существуют последовательно-
сти покрытий {кп}<=.Сл{Ж) такие, что G={J{|J{Qexn | Q<=G}|n}. Если
К^Ж, то {К, Н}<=С»(Ж). Поэтому XaZ*(X). Для п = 0, я = 0 и я = сО
получаем подосновы Z(X), Z°p?) и 1^{Ж).

Подоснова Z"(3!C) имеет следующее простое описание. Рассмотрим
в Ж подоснову Iя{Ж), состоящую из множеств й^Ж, для которых су-
ществуют окружения х4 и хг из 8"(Ж) и элемент Q e x 4 такие, что G =
= Qricobodx2. Тогда Iя(Ж) ="§°{Zn{Ж)). Следовательно, подоснова
Z" (Ж) замкнута относительно счётных объединений.

Пусть т : Т -«ч— Я — asM-npoo6pa3. Рассмотрим в 5^ подосновы

as^-Прообраз т : Г<-ч- Я назовём Z°Zc0-HeceH3HbiM,ecnR as^-простран-
ство Я является 2°-несвязным относительно подосновы %~^9~ и Zc0-He-
связным относительно подосновы Z0(T;~izr). Аналогично определим ZZc0-
несвязность.

а5ц-Прообраз т:Г«--е-Я назовём Z°Zc0-порождённым, если <5# =
=Z c 0 (Z°(T ' " 1 5 r ) ) . Аналогично определим ZZ^-порождённостъ.

1.2.5. Н е с в я з н ы е as^-накрытия т и п а Z°Zc01aZc0 и ZZc01°Zc:i.
Несвязным as^-накрытием типа Z°Zc0\aZc0 as^-пространства Т назовём
as^-прообраз, который является:

а) наибольшим из всех Z0Zc0-пopoждённыx os^-прообразов as^-npocT-
ранства Т;

б) наименьшим из всех Z°Zc0-HecBH3Hbix as,,-npoo6pa3OB а^простран-
ства Т;

в) ^о0-несвязным.
а5и-Пространство Т может иметь только одно (с точностью до изомор-

физма) несвязное аЯц-накрытие типа Z°Zc0|°Zc0. Несвязное ая^-накрытие
типа Z 0Z c 0 | aZ c e aSn-пространства Т является единственным Z°Zc0-HecBH3-
ным Z0Zc0-пopoждённым asM-npoo6pa3OM й5ц-пространства Т. Таким обра-
зом, это накрытие полностью определяется только относительными
свойствами, стоящими в левой части цепочки Z°Zc0\aZc0. Аналогичным об-
разом определяется несвязное as^-накрытие типа ZZc0\aZc0.

1.3 Топологические сг„-расширения и их универсальность.
1.3.1. сг„ - Р а с ш и р е н и я , с о о т в е т с т в у ю щ и е as»- п р о о б р а-

з а м. Рассмотрим на а^-пространстве (Н,Ж,Ш) с-кольцо О = О(Н, Ж)
а-пространства (Я, Ж) и измельчение 0 ^ { 0 А | / С ^ ^ Л такое, что ОК=
^ { / е О | / ( Я к ) ={0}}. стуКольцо (О, D) назовём сг^-кольцом as^-прост-
ранства Я. Пусть т:Гч-ч-Я — as,,-npoo6pa3. Рассмотрим сг^-расширение
их: (С, Ŝ ) )^-(О, О) такое, что «тс=с<>т. Назовёмего сг'^-расширением,
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соответствующим as^-прообразу т : Г< ̂ - Н. cr^-Расширения вида
uz: С>—>-0 будем называть топологическими.

Ясно, что из т : Т-*<-Н^х : Т -<ч-# следует и : С>^-О^м : С>->-д.
Докажем обратное утверждение.

П р е д л о ж е н и е 1. Если и: С)—>~О^п :)~*-О, то т. : Т-«-<

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть v:0)-*-0 — морфизм, вкладывающий
первое с/урасширение во второе. Для точки s e # рассмотрим множества

f} и P = T~'TS. Предложим, что РПс1сог/ = 0 . Тогда
т coz/ для некоторой функции /геС. Так как (/гот)/ = 0,

то, применив гомоморфизм о, получим (/iox)u/ = 0, ЧТО невозможно. Сле-
довательно, Pflcl сог[Ф0 для любого /еГ. Пусть /,, / г еГ. Тогда fJ^T
влечёт Pflcl согДПс1 c o z f , ^ 0 . Следовательно, Р5 = П{^Пс1 coz/|/еГ};#=
Ф0 в силу компактности Р.

Предположим, что существуют ru r2^Ps- Тогда существует функция
и^б такая, чтоО</ !

1 ^1, ^ e i n t {/"<=# |f, (О = 0} и /%&nt | re// | / , ( r ) = 1}.
Рассмотрим функцию /2 = 1—fi. Тогда vf, + vf2 = l. Предположим, что s e
ecozy/,. Тогда rjeclcoz/i, что неверно. Следовательно, secoz vfz вле-
чёт r 2 e c l coz/2, но это тоже неверно. Таким образом, Ps состоит из одной
точки. Поэтому мы можем корректно определить отображение ^ :Й-*~Н,
положив 4S=PS. Это отображение непрерывно.

Действительно, пусть G — открытая окрестность точки r^'ys. Рас-
смотрим функцию gi^O такую, что 0 ^ g , ^ l , r^int {s^H\gt(s) = 1} и
clcozgiCrG. Пусть g"2^ 1—g,. Предположим, что secozug 2- Тогда r e
eclcozg;2, что неверно. Следовательно, s^U^cozvg^ Пусть s1ell. Тог-
да Y^i^cl cozgtcG. Из определения следует, что т°ч = т. Отсюда в каче-
стве следствия мы получаем, что f является совершенным [12, гл. VI,
§2, п. 56].

Проверим, что t>/ = /of. Предположим, что существует точка s такая,
что (vf) (s)^(fo^) (s). Если (vf) (s) > (/of) (s), то рассмотрим функцию
g=f, в противном случае g= —f. Обозначим число ((vg) (s) + (g°4) (s)) /
/2 через х. Рассмотрим функцию / i= (g—xl)\/0. Возьмём окрестность G
точки s такую, что (vg) (г) >д; для всех r e G . Также возьмём окрестность
U точки «(S такую, что g(r)<x для всех ге£/ . Тогда получаем {/сгЯч

х

\cozh и GC)4~iU<^coz vh. Поэтому -ys^cl coz h и fseclcoz/i одновре-
менно. Из этого противоречия мы заключаем, что такая точка s не суще-
ствует. Из этого свойства следует, что ^ " ' G e ^ для любого бе<Ж. Кро-
ме того, отображение Y сюръективно. Действительно, в противном слу-
чае существует функция 0 < / G O такая, что с о г / с Я \ ^ Я . Но тогда
(vf) (Й) = (f°y) (Й) ={0} влечёт / = 0, что неверно.

Предположим, что Нк\^ЙкФ0. Тогда существует функция O ^ f e O

с конульмножеством G такая, что С\^\Нкф0 и вП"{йк = 0. Так как f0

фОк, то vf£fidK влечёт ч~1ОГ\Йкф0, что противоречит последнему ра-

венству. Наоборот, предположим, что ^Йк\НкФ0. Тогда существует

аналогичная функция такая, что ОП^ЙКФ0 и Gf]HK = 0. В этом случае

/ е б к влечёт vf^OK. Поэтому "f"1GfWK = 0 , что неверно. Таким обра-

зом, чЙк = Нк. Предложение доказано.
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1.3.2. Р е а л и з а ц и я с г ц - р а с ш и р е н и й . а-Прообраз х.Т-ы-Н
назовём реализующим с-расширение и : С)-*Л,если существует морфизм
г, вкладывающий это с-расширение в с-расширение ит : С)^-О, так что
Ж={coz га |а<= Л}.

as^-Прообраз т : Т-^(- Я назовём реализующим сг^-расширение и :С}-+
)->Л, если существует морфизм г, вкладывающий это с/урасширение в
с/урасширение ыт: С)~+О, так что Ж={согга\а^.А) и # K = { s e # | V a e
^AK(ra(s) =0)}. Этот морфизм г назовём реализующим морфизмом.
Если гА = О и /"'Ол^Л^, то г называется реализующим изоморфизмом.

1.3.3. С у щ е с т в о в а ние и п о с т р о е н и е р е а л и з у ю щ е г о
asv - п р о о б р а з а .

П р е д л о ж е н и е 2. Для любого сг ̂ -расширения и : С )->Л существу-
ет реализующий as^-прообраз х : Т -«-«- Я.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Я 0 =Мах5ресЛ и r o = M a x S p e c C =
= $Т — пространства максимальных идеалов колец А и С. По теореме
Дельфосса существует кольцевой изоморфизм г0: Л )-*->- С(Н0)=О„.
Рассмотрим кольцевой изоморфизм е0: С }—>->-С(То) = С0 такой, что euf
является продолжением функции [ е С на То. Рассмотрим инъективный
кольцевой гомоморфизм v : С0~+О0 такой, что v=r0oUoe0~

l. Для точки s e
е Я 0 рассмотрим множество r ^ { f ^ C 0 | s e c o z vf}. Пусть {fi\i= I, • • ., k}a
с:Г. Тогда ft. . .fk¥=O влечёт nclcoz/i=^=0. Поэтому Р 8 = П{с1 cozf |/еГ}-^=
^ = 0 в силу компактности Яо. Так же, как и при доказательстве предло-
жения 1, проверяется, что Ps состоит из одной точки, что можно коррект-
но определить непрерывное отображение х„:На-^Т0, положив T O S ^ P S ,

что у/=/°т0 и что to сюръективно.

Рассмотрим подпространство Н=ха-
1Т и сюръективное совершенное

отображение т : Я -v-^rтакое, что т = т о | Я . Рассмотрим а-основы <5^0=
={cozf |/eO 0 } и 3/g={Gf}H\ G e ^ 0 } . Рассмотрим гомоморфизм г:Л->-
->-О(Н, Ж)=О такой, что га=гоа\Н. Тогда <5^={cozга\а^А}. Если / е

, TO ruf = f°x. Рассмотрим замкнутые подмножества

K {rBa{s) =0)} и Я К = Я

к (ra(s)=0)}.

Легко проверить, что []Н«К плотно в Яо и т0Я«к = с1Гк. Следовательно,
т0Н°кГ\Т=Тк. Если Я к = 0 , то т0Н«к(=Т0\Т влечёт / С = 0 . Обратно, если
К = 0 , Т О Я я = 0 .

Пусть 0 < f e O 0 и /(Я»к)={0). Рассмотрим функцию fn= (f— l/n)\/0
и компактное множество Q n=clcozf n . Так как Я°кПРп = 0 , то для лю-
бой точки s(^Qn существует функция gs<=r0AK такая, что g3(s)Ф0. Беря
в случае необходимости квадрат функции, умноженный на соответствую-
щее натуральное число, можно считать, что gs^0 и gs(s)>l. Рассмот-
рим открытые множества G,==g,-l(]l, +oo[) . Из покрытия {Gs\s<=Qn}
множества Qn выделим конечное подпокрытие {Gs.}. Рассмотрим функ-
цию g=2g)C ЕЕГ0АК и множество G = g~l(]l, +oo[)z3Qn. Определим
функцию h, положив h(s)=fn(s)/g(s) для любого s(=G и h(s)=O для
любого S0G. Пусть s e e l G\G и е>0. Тогда s e [ / = / B - l ( [ 0 , e[) и А([/)с=
cz]^(s)—в, /i(s)+e[. Значит, функция /г непрерывна в точке s. Поэтому
h e O 0 . Отсюда получаем fn = hg<=r0AK. Так как идеал гаАк является замк-
нутым относительно равномерной сходимости, то f^.r0AK Следовательно
г0Лк
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Пусть га^Ок. Тогда гоа^г„Ак и, следовательно, а<=Ак. Обратная
импликация следует непосредственно из определения.

Предположим, что существует функция / е О 0 такая, что Q = cl coz /cr
<^Я0\с1 Я. Рассмотрим замкнутое множество F=r0Q(^T0\T. Так кяк
^Г)то#°л: = Л Ж = 0 , то <2Г)Я°К = 0 . Поэтому f<^r0AK для любого К вле-
чёт /=0. Значит, # 0 = с1#. Отсюда вытекает, что гомоморфизм г являет-
ся инъективным.

Предположим, что cl НкфН«к. Тогда существует функция / е О 0 та-
кая, что coz Ц]Н'кФ0 и cl coz/n#K = 0 . Рассмотрим замкнутое множе-
ство

^ТО(cl coz/ПЯ»к) czcl TK\T.

Тогда имеем /7ПтоЯ»К; = .РП-К=0- Следовательно, с1сог/ПЯ°к = 0 , что не
так. Значит cl НК = Н°К. Пусть б е Ж , т. е. G = Goi\H для некоторого GoeE
^Жй. Тогда ООГ\Н<>КФ0 для некоторого /С влечёт О[\НКФ0. Значит,
\JHK плотно в Я.

Ясно, что /С,с=/С2 влечёт Як,с=ЯК2. Пусть /С=top /С5. Тогда Н°к =
= cl U Я . ^ . Пусть G , e * , (7=С„ПЯи ОПНКФ0. Тогда GO П H.Kl=£0
для некоторого £ влечёт G [~| Нк,ф 0 . Значит, [J Ял>_ плотно в Я к . Тя-
ким образом, 3Rss={HK} является прикрытием. Далее, %НК= (т0Я»к) П^ =
= ТК. Следовательно, т : (Г, <7", ?м) -«-<- (Я, «Ж, SK) является реализующим
asw-npoo6pa3OM. Предложение доказано.

Отметим, что не любое с-расширение имеет реализующий а-прообраз
и именно наличие измельчения оказывается весьма существенным.

Таким образом, топологические с/"„-Расширения являются унивеп-
сальными в том смысле, что все сгурасширения вкладываются в них хо-
рошим образом. Это вложение (=реализация) является основным тех-
ническим средством при решении задач, сформулированных во введении.

1.4. Функционально-факторные сг^-расширения.
1.4.1. Э к в и в а л е н т н о с т ь ф у н к ц и й на м н о ж е с т в е по

м о д у л ю и д е а л а . Пусть 2/ — некоторый идеал подмножеств [3, § 1,
VII] множества Т; R-значные функции / и g на Т называются эквива-
лентными по модулю & (f~gmody), если {t^T\\f(t)—g(t) | ^ 1 / n } ^ ^
для любого « G N [2, п. 15.1.3]. Если % М'Ж — некоторые замкнутые, от-
носительно объединения семейства подмножеств в Т, то через <^, Ж}
обозначим идеал, состоящий из множеств Р, для которых существуют
множества / G E ^ И К^Ж такие, что Pcr/ |J^-

1.4.2. Ф у н к ц и о н а л ь н о - ф а к т о р н ы е с - к о л ь ц а . Пусть F
является с-подкольцом с-кольца всех ограниченных R-значных функций
на множестве Т. Класс эквивалентности в F функции f^F по модулю 3
будем обозначать через / m o d ^ или просто /, если ясно, какой идеал
имеется в виду. Множество классов эквивалентности /всех функций
будем обозначать через F\3'. Легко проверить [2, п. 15.3.1], что
является с-кольцом. с-Кольцо F/3? будем называть функционально-фак-
торным с-кольцом на множестве Т. При S/ = {0) слово «факторный» от-
брасывается.

1.4.3. Т о щ и е и д е а л ы н а а - п р о с т р а н с т в е и ф у н к ц и о -
н а л ь н о - ф а к т о р н ы е с - р а с ш и р е н и я . Идеал & на а-простран-
стве Т назовём тощим, если никакое открытое множество из Т не при-
надлежит & (см. [2, п. 15.1.1], где используется термин «идеал прене-
брежимых множеств»).
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Пусть F— функциональное с-кольцо на а-пространстве Т такое, что
Сс=/\ Рассмотрим гомоморфизм u:C-^-F\3 такой, что ис=с. Если иде-
ал & является тощим, то и : G-+F\3 является с-расширением. с-Расшире-
ние u\C)>FU, соответствующее тощему идеалу 3, будем называть
функционально-факторным с-расширением. П р и ^ = {0} слово «фактор-
ный» отбрасывается.

1.4.4. Ф у н к ц и о н а л ь н о - ф а к т о р н ы е сг»-кольца. Пусть Т —
а5и-пространство и F\& — функционально-факторное с-кольцо на Т. Трой-
ку (£ц, F, У) назовём согласованной, если:

а) ТК^Э для любого 0=£K<=s4»\
б) для любых ne=N И /e=F таких, что Pn={ts=T\ \f(l) \ >Цп}фЗГ,су-

ществует K^s4-» такое, что Тк^\РпфЗГ;
в) для любых n e N , /С&я^ и f^F таких, что ТкПР^У, существует

0фЬ<=$ф11 такое, что LczK и Ть\Рп<^У.
Рассмотрим отображение 51: M^'S'iF/jy) такое, что

где & | Тк обозначает след {1р\Тк 11^3^} идеала 9 на Тк-
ЛЕММА 2. Пусть ($;„, F, 9) —согласованная тройка. Тогда отобра-

жение % является насыщенным измельчением с-кольца F/9.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 51 (К) = F\2f. Тогда 1 ^Ш(К) влечёт Тк =

= {t<=TK\\l(t)\>l/n}&. Следовательно, К=0. Пусть q=f(=f}%(K) и
предположим, что q^O. Тогда существует п такое, что Pn = {t^T\ \f(t) \ >
>\/п}^9. Поэтому существует LerfM такое, что TL\Pn^9. Отсюда
следует q^%(L), что не так. Значит, ^=0.

Пусть K=top Kt. Тогда Щ,(К) cz Г№(Кг) • Предположим, что существует
элемент q^f, принадлежащий разности этих множеств. Тогда Qn =
===РпГ\Тк€1Ё& для некоторого п. По условию существует 0фЬ<^К такое,
что TL\Qn^jy. Поэтому найдутся | и М^зФ» такие, что 0ф
Отсюда следует q^8Si(M)^%{r\t), что не так. Значит,
= П21(/СЕ). Проверим насыщенность. Пусть Е = Е" и Е*<^М(К). Тогда
существует элемент f^E*\%(K). Для него существует число m такое,
что

По условию существует 0фЬ^^]Х такое, что L<^K и TL\Pm^9. Пусть
g^E. Тогда gf=O означает, что / n = { f e 7 | \g(t)f(t) \ >\/n}^9. Рассмот-
р и м м н о ж е с т в о J7l={t^TL\\g(t)\>\/n}. Е с л и t^Jnf]Pm, то \g(t)f{t)\>
>1/(тп) означает, что t^Imn. Следовательно, / „ е ^ . Поэтому geSl(L).
Лемма доказана.

сг^-Кольцо (F/У, Щ, соответствующее согласованной тройке (£„, F,
9), будем называть функционально-факторным сг^-кольцом на as^-npo-
странстве Т. При У={0} слово «факторный» опускается.

1.4.5. s - Т о щ и е и д е а л ы на « „ - п р о с т р а н с т в е и ф у н к -
ц и о н а л ь н о - ф а к т о р н ы е сги - р а с ш и р е н и я . Идеал 9 на as^-
пространстве Т назовём s-тощим, если никакое открытое множество из
подпространства Тк не принадлежит следу 2f\TK идеала & на Тк. s-To-
щий идеал является тощим. Если идеал & является s-тощим и тройка
(£„, F, У) является согласованной, то гомоморфизм и : (С, ©„)-»-(F/^, Щ
такой, что ис=с, является с/урасширением. с/уРасширение и : (С, 6Ц))—•
)-*(F№, 51), соответствующее согласованной тройке (£„, /, &) и s-тощему
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идеалу Э', будем называть функционально-факторным сг„-расширением.
При У = {0} слово «факторный» опускается.

1.4.6. Т о п о л о г и ч е с к а я с в я з ь э л е м е н т о в ф у н к ц и о -
н а л ь н о - ф а к т о р н ы х и т о п о л о г и ч е с к и х сг» - р а с ш и р е -
ний. В пп. 1.3.1 и 1.4.-5 мы описали два конкретных типа с/у расшире-
ний: топологические и функционально-факторные с/урасширения. Вве-
дём теперь важнейшее для доказательства всех последующих результа-
тов понятие топологической связи между элементами этих расширений.

Пусть их:С)~>0— с/урасширение, соответствующее а^-прообразу
%:Т-+*-Н, и : С) -> F /2? — функционально-факторное с/урасширение и
% — идеал на Я. Функцию а^О и элемент q^F/& назовём топологиче-
ски связанными по модулю & {а |—\ qmoA^), если a~/otmod (х~19', 9У
для любого /eg .

ЛЕММА 3. Пусть идеал (х~'&, 9} является s-тощиМ.; Тогда связь
а\—-\q mod^ между некоторыми элементами а^О и q^FlSf является
взаимно однозначной и а^Ок, если и только если q^(F/9)K.

Д о к а з а т е л ь с т в о . По условию существуют последовательности
и / „ е ^ такие, что

для некоторого f^q. Пусть q^%(K), т. е. Qn

Рассмотрим множество Sn = {s^HK\ \a(s) | ^ 1/п}. Так как

*n) U (Sn V?2n) с (НКП (т-7„и/»

то а\Нк~0\Нк. Отсюда следует а{Нк) ={0}, т. е. а^Ок. Обратно, пусть
а е О к и предположим, что q(£%.(K), т. е. Qn0^ для некоторого п. По
условию согласования существует непустое |л-компактное множество
LczK такое, что TLc^Qn. Если веЯь, то a ( s ) = 0 влечёт | a(s)—f(xs) | ;>
^l/п. Следовательно, H^Rn. Но это невозможно, поскольку используе-
мый идеал является s-тощим.

Если а\—\р и Ь\—\р, то а = Ь, поскольку идеал (х~13', $?} является
тощим. Если а\—\р==] и а|—| <7=1. то 01—| (р—q). Так как 0 е О к для
любого К, то по доказанному выше р—<7е П&(/С) ={0}- Лемма доказана.

Частично заданные отображения a^-q и q^a, существующие согласно
предыдущей лемме, будем называть топологически связывающими по
модулю 'З. Они сохраняют кольцевые операции.

1.4.7. К о н к р е т н ы е s - т о щ и е и д е а л ы в asa-прообразах.
Пусть т:Тч-«-Я —as^-прообраз. Через Я,°(Н) (3ls(H)) обозначим

идеал всех множеств R из Я, для которых существует s-плотное множе-
ство и^Ж (соответственно U^W{H)) такое, что R<^H\U. Ясно, что эти
идеалы являются s-тощими.

ЛЕММА. а-Идеалы x^gN», &*°(Н)} и {х~13?Ж», 525(Я)> являются
s-тощими.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть G<=36 и G[~\HKclM\Jx-lNr\HK. Для ц-из-
меримого множества K\N существует последовательность ц-компакт-
ных множеств Кп таких, что {JKnc:K\N и (K\N) \ {JK^S'JF». Так как
K=topKn, то [JHKn плотно в Нк. Но НКп с Нк П ( Я \ T 1 N ) влечёт
•G П Нкп а МП НКп. Тогда G (~) НКп = 0 . Следовательно, GHHK =
= 0 . Лемма доказана.
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§ 2. Описание расширения Лебега
и расширений Бэра и Бореля первого класса

2.1. Определение расширения Лебега. Пусть Г, С, JJ, и 9?ЛГ» такие же,
как в п. 1.1.2. За определением ^-измеримых множеств мы отсылаем чи-
тателя к [1]. Мы будем использовать следующее эквивалентное опреде-
лению свойство: множество S из Т является ^-измеримым, если и только
если S = R{JN для некоторых множеств R<=8a и N^SJf», где через <&,
обозначено семейство всех подмножеств из Т, представимых в виде счёт-
ного объединения компактных подмножеств. Семейство всех ^-измери-
мых множеств из Т обозначим через 3?М». Для того чтобы сделать все
доказательства пригодными и для семейств множеств первого класса
Бэра или Бореля, мы будем использовать только то, что &М^ является
решёткой, замкнутой относительно пересечения счётного числа элемен-
тов. Мера ц, имеет единственное продолжение на 3?М».

Функция f:7"-*-R является ^-измеримой, если и только если /~'(]*>
J / D G ^ / , ДЛЯ любого интервала ]х, у[. с-Кольцо всех ограниченных
(л-измеримых функций на Т обозначим через LM». Рассмотрим с-кольцо-
Lil=LMJ3'jFll). функционально-факторное с-расширение и-.С)-*-^на-
зывается расширением Лебега кольца С. Оно изучалось в [19].

2.2. Характеристические свойства расширения Лебега. Легко про-
верить, что тройка (£м, ЬМц, SJf^ является согласованной и идеал SJC^
является s-тощим. Поэтому согласно пп. 1.4.4 и 1.4.5 отображение 31:
: $£»-+'&' (Lw) такое, что

21 (К) = { / e l , | /1 Тк ~ 017Kmod Stf* \ TK},

является измельчением с-кольца Ь„ и и : (С, @J)->(LW) 51) является функ-
ционально факторным сГц-расширением.

Обозначим через &<,{$) класс всех с/уколец частных и :С)-+Атипа
Z"Zc0 (соответственно ZZc0) и через &0{&) класс всех г^-делимых (со-
ответственно ZZc<\i^HMbix)cr,l-paciiiHpeHHu п:С)-*Л. Ясно, что $'ас:&

и <Гс<Г0.

П р е д л о ж е н и е 3. Расширение Лебега и-.С)-*-^ принадлежит

классу {g£\&. Более того, сг^-кольцо /,„ является aZci*-делимым.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим £<„ через Л, Z°(uC) через В, и

Zc 0(5,) через В2. Пусть D — конульмножество функции с е С , g^=%(D)
и q=g. Рассмотрим идеал Е=(с) и гомоморфизм q>^homA(E, А) такой,
что ф£=е. Пусть p^f<=A и руЕсАк. Тогда рс^Ак влечёт KHcozfOG^
^S'Jf». Следовательно, pq^AK, и поэтому ptyqAaAK. Так как са = с, то
гр? является r-плотным продолжением ф. Значит, q^Bt. Пусть G — от-
крытое множество. Рассмотрим конульмножество DczG такое, что
G\D^2'Jfll. Из предыдущего свойства следует, что %(G)<=Bl. Следо-
вательно, %(F)^Bi для любого замкнутого множества F.

Пусть S — ц-измеримое множество, ft=%(S) и r=h. Рассмотрим по-
следовательности компактных множеств {Rm}, {Sn} такие, что [jRmc:Sc
czT\USn, S \ ( U # 4 J S , , ) e J ? . / n , функции fm^%(Rm), gn=x(Sn) и эле-
менты p m = / m , qn=gn. Рассмотрим в А идеалы £s=<{pm}> и Fs=({qn}>,
Пусть р = / е Л и p(E®F)c=AK. Тогда tfDcoz (f(fn+gn))ez&Jf,> влечёг

2) При рассмотрении на Z,,, нормы || \\„ пишут
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/CRcoz \^2JCV-, т. е. р^Ак. Следовательно, идеал E(BF является г-плот-
ным.

Рассмотрим гомоморфизм ф е п о т А ( £ , А) такой, что сре=е. Пусть
Р = / е Л и рср£с=Лк. Тогда р{рт}аАк влечёт /CDcoz/nSeS'./W Поэтому
р г е Л к и, следовательно, рфгЛс:Лк. Так как ег = <?, то я|>г является г-плот-
ным продолжением ф. Значит, г е В 2 . Аналогичным образом х г е В 2 для
любого ^ e R . Поэтому ^.ХГ%(8Г)<=В2 ДЛЯ любого конечного семейства
{Si} ^-измеримых множеств и любых чисел ХГ. Следовательно, с-подколь-
цо в А, порождённое кольцом Ви совпадает с А. Значит, « : С)-*-Л e<§V

Пусть {с}}^С, е^=исг, £=<{е,}>, ф<=ЬотА(£, Л) и ф{е,}с«С. Рассмот-
рим функции ^=с}и-\е^С. Определим функцию )^LM», положив
f(t)=dj(t)/c?(t) для любого t<^GjS=coz с, и f(t)=O для любого
= . (JGj. Рассмотрим элемент р = / и гомоморфизм \|>=1])р. Пусть
Тогда feGft для некоторого &. Поэтому (ck

zCjf) (t) = (cft

2w~^ej) (f) влечёт
(СЛ (0 = («~4ei) (0- Е с л и t^F==d G, то t^cozcczT\F для некоторого
с е С Поэтому (ее/) (t) =Q=u-1(p(ucej) (t) = {си-1сре^ {t) влечёт (qf) (t) =
= («"'фбз) (t). Таким образом, функция ctf непрерывна во всех точках
множества G\J(T\F).

Пусть t^F\G и е>0. Рассмотрим открытое множество £/=с3-~'(]—к/
In, efn[), где п = /г(ф) —число такое, что пе—ц>е и пе+\ц>е являются квад-
ратами в Л для любого е е £ . Если sef/, то (с/) ( s ) e ] — e , s[, поскольку
| / | ^ « 1 . Так как t^U, то тем самым функция csf непрерывна в точке t.

Значит, Cjf^C. Из равенства двух непрерывных функций на плотном мно-
жестве теперь следует, что с^=и-1(ре}. Поэтому е,/? = фе,. Пусть

— произвольный элемент из Е. Тогда имеем

Значит, ар является тотальным продолжением ф.
Пусть q=g<^A и q(pEcAK. Тогда ЛЦсог (gcjf)^2'Jfil. Беря объеди-

нение по всем /, получаем qp^AK. Следовательно, ij) является г-плотным
продолжением ф. Таким образом, Л является Z'-делимым относительно
кольца иС.

Пусть идеал £==<{р,}> дополняется идеалом F=<{<7J}>, где счётные
множества Pi^fi и £,=&• содержатся в Л. Пусть ф е Ь о т л ( £ , Л). В каж-
дом классе ур( выберем по представителю Ы. Определим функции w{: 7-»-
->R, положив ш ; ( ^ ) = ^ ( 0 / Д ( 0 для любого t^Ui=cozfi^S'Ji(llK ш((^) =
= 0 для любого t^Ui. Тогда ffw^fA. Далее, pk(fPi=p,<fph означает, что
существует ц-пренебрежимое множество Na такое, что fk(t)hi(t) =
=fi{t)K{t) для любого гфЫь. Отсюда получаем (f.-fft)

2(0a\-(0 =
= (fifh)2(t)wh(t) для t^Nih. Поэтому Wi(t)=wh(t) для любого f

\

Рассмотрим новое ц-измеримое множество V 4 =[/*\ U W n | H Если
t^Vif]Vh, то wl(t)=wh(t). Рассмотрим ^-измеримые множества U=
= {JUU V={JV{ и W=\Jcozgi. Ясно, что N = £ / \ V S E E 5 W V Предполо-
жим, что M=T\(U\JW)£2'JY'I1. Рассмотрим элемент г=х{М) и ц-ком-
пактное множество КаМ. Так как КПМПсог (U+g})=0, то r(E®F)cz
czAK. Отсюда должно следовать г е Л к > что не так. Значит, M^S'Jf „.
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Определим функцию f : 7"-̂ R, положив f(t)==Wi(t) для любого
и f ( 0 = 0 для любого t<£V. Если Оф]х, у[, то / - ' ( ] * , у[) = K
y[)\W<). Если х<0<у, то / - ' ( К y [ ) = , U ( ^ r 1 ( ] ^
Множество т~1(\х, y[)HVt во всех случаях представляет собой счётное
объединение ^-измеримых множеств. Например, если 0<х<у, то

щ1 ([х, у[)П Vi = Vt П (U {ft?1 (]z, + °° О П /71 (] - oo, z/*[) 12 e= Q}) П

П (U {ЛГ1 (] - oo, zf) П /71 (1 z/0, + oo [) 1 2 s Q»,

где Q обозначает множество всех рациональных чисел. Следовательно,

Рассмотрим элемент р = / и гомоморфизм ipssifij,. Имеем р^ррг = ргц>р:.
Если же q^pi', то q(tyPi—(fpt)=O. Следовательно, typ,—ц>р{^р*[)рГ=--
= {0}. Отсюда следует, что г|) является тотальным продолжением ср.
Пусть q^g^A и ^ф/ГсгЛх. Тогда K[~\coz(gwx) <=&Ж» влечёт /Cncoz(gf) e
eS ' i ' , , , т. е. qp^AK. Значит, хр является r-плотным продолжением. Та-
ким образом, А является ^"-делимым. Предложение доказано.

2.3. Расширения из <§Г0 и $ и соответствующие реализующие прооб-
разы.

П р е д л о ж е н и е 4. Пусть сг ̂ -расширение и : С)-+А из <£0{&) реали-
зовано на aSp.-npoo6pa.3e т : Т -«-«- Я. Тогда для любой функции а^А
существует элемент q^L^ такой, что а и q топологически связаны по мо-
дулю Sis0 {Н) (соответственно Ms (Я)).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем использовать метод построения гомо-

морфизма из [20]. Обозначим Z°(uC) через 5 4 и Zc0(Bl) через В2.

Пусть а — элемент из Ви для которого существуют идеал £^<{^}>,

порождённый элементами ег=исг для некоторого счётного множества

{cJcrC, и гомоморфизм cpehorn^f, А) такие, что ср{£;}с=иС и •ф = г|з,1 явля-

ется r-плотным продолжением ср. Рассмотрим идеал Е в ЛЕ=/, Ц , порож-

дённый элементами ег=ис{. Вместо аы '̂фб,- будем писать et. Пусть

{sVpi,,..,-^, . .. eik —произвольный элемент из Е. Рассмотрим элемент
о о о о

е = 2 P»i...tfcei» • • • eikeii- Так как е^ = е,еи то е& = ее{. Пусть элемент е

имеет другое представление: е = ^Р/,.../^/, . .. е,-г Рассмотрим элемент

б s ^ j p j ^ j ^ , . . . ejtej,. Тогда eib = eei влечёт ег(е—б) =0. Так как сре( =

= е{а, то coz ф^ссог ег. Поэтому coz ы^'фе.с^сог с,-. Отсюда следует, что

если q^A и ^е{е,|г'}*, то qe^O. Значит, eve{ej|i}**. Таким образом,
е—бе{е,|/}*П{^|г}** = {0}, т. е. элемент е, сопоставляемый элементу е,
не зависит от представления е. Из этого следует, что мы можем коррект-
но определить гомоморфизм q>^homA(E, А), положив фе==е. Тогда фе, =

о

= е{.
Рассмотрим элемент р = / е Л , множество G и гомоморфизм 1р=трр,

построенные по ф в предыдущем предложении. Рассмотрим конульмно-
жества Qs-r- 'G, Pn=a~l(\ — 1/п, 1/л[) и Vn = Q{jPn. Пусть Б<=Ж и
£TlVnn^K = 0 . По определению реализующего прообраза Z) = cozb для
некоторого Ь е А Из Я к Псог6ПР = 0 следует ЯкПсог {b(fet) = 0 , иба
cozфe jcrQ. Поэтому Ьц>е{^Ок. По определению реализующего прообраза
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K. Отсюда в силу r-плотного продолжения следует Ьа^Ак, т. е.
HKf]coz (ba) = 0 . Так как одновременно с этим HK{}cozb(~}Pn = 0, то
HKf]D = 0. Это означает, что множество Vn является s-плотным.

Если s^Q, то xseGj для некоторого /. Поэтому с учётом доказатель-
ства предыдущего предложения получаем

Cj (xs) a (s) = (xfe,) (s) --= (tT V/) (TS) = (tT1*,-) (xs) = (u~ V/) (TS) = (c//) (TS).

Следовательно, a(s) = (fox) (s). Если же s e / W Q , то ( / O T ) ( S ) = 0 . Та-
ким образом, \a(s) — (f°x) (s) \ <l/n для любого s e F n , Значит, а я р
связаны по модулю 32,°(Я).

Из описания подкольца, порождённого подмножеством, следует, что
для любого элемента а е В , существует элемент р е Л такой, что-
а |—\р mod 52S°(#). Пусть теперь a — элемент из Bz, для которого сущест-
вуют идеал Е=({а{}} и дополняющий его идеал F=({bj}}, порождённые'
некоторыми счётными множествами {а{} и {Ь3) из Ви а также гомомор-
физм cpehom (Е, А) такой, что 9{ai}cifi1 и if^i|}a является г-плотным
продолжением ф. По доказанному выше существуют элементы pt=fi и
qi=gi в А такие, что at\—\pt и bj\—\qh т. е. существуют последовательно-
сти s-плотных множеств {Uin\n} и {1^„|га} из Ж и множеств {Afin|n} и
{iVjn|n} и з З 7 ^ такие, что \at(s)—fi(xs) \ <1/я для любого sef/jn\x~'Afln,
и | ^ ( s ) — ^ J ( T S ) I < 1/га для любого х е ^ „ \ г ' ^ „ .

Рассмотрим конульмножества Qin=\ai\~l(]\/n, +oo[), P j m ^
= \bj\-1(]l/n, +оо[) и Q = Ucoza,UUcoz fci- Пусть G G ^ И С П Р П Я К =

= 0 . Тогда G = coz fc для некоторого Ь^А. Поэтому НкГ\сог (b(a.i + bj)) =
= 0 влечёт b(E(BF)<^OK. По определению реализующего прообраза
b(E@F)CZAK. Отсюда в силу г-плотности следует Ь^АК, т. е. G[^\HK = 0.
Значит, множество Q является s-плотным.

С помощью этого свойства докажем, что идеал E®F является г-плот-
ным для идеалов £ = <{pj> и F=({q3}y. Пусть q=g^A и q{E(BF) czAK.
Предположим, что q&AK, т. е. S = Kr\c-0zg&2?JfVL. Тогда существует
непустое ц-компактное множество Lcz5. Из условия следует, что Sf|
flcoz (fi+gj)<=2'JY'li- Поэтому P^LRcoz {fi+gj)^S'JfVL. Из s-плотности
Q следует, что Qf)HL=&0. Значит, (Qin\jPjn)nHL^0 для некоторых t, /
и п. По следствию к лемме 5 существует точка

\х-' (P\JMln\JNjn

Для неё имеем |a;(s)-f bj(s) | >2/п. Но (/i+&) (TS) =0. Кроме того,
|a;(s)— fi(xs) \<l/n и \bj(s)—gj(%s)\<\ln. Поэтому |a j(s) + bJ-(s)|<2/n,.
что противоречит первому неравенству. Значит, наше предположение не-
верно и q^A.

о

По доказанному выше существуют элементы р,-=Л,- в А такие, что
л о
Ф«{|—(р.-, Т. е. существуют последовательности {Win|n} и {Rin\n} такие,

л О
что \(pui(s)—h{(xs) | < 1/« для любого s^Win\r~lRin. Установим, что р ; е

о

е р 4 " . Пусть <7^^еЛ и qPi = O. Предположим, что qpi¥=O. Тогда сущест-
вует непустое ^-компактное множество /Cccoz (ght). Так как coz (gf{)^

v, то /Cflcoz f i ^ S 7 ^ означает, что р(еЛ к . По лемме 4 тогда а ( е
о о о

Так как ($аг = ага, то coz фа^схог af. Поэтому ф а 4 е 0 к . Далее, /СП



v. влечёт р&Ак. По той же лемме тогда ц>а{ф.Ок. Из
полученного противоречия и следует искомое утверждение.

Пусть е = 'У Pi^.j/tPh • • • Pik — произвольный элемент из Е. Рассмот-

рим элемент е н ^ р ; , . . . , ^ . . . pikPh. Так как а{уц = а$>а1 и топологиче-
О О

екая связь сохраняет кольцевые операции, то PiPj = PiPi. Поэтому р,е =

= epi. Пусть элемент е имеет другое представление: е = ^Ph-.JiPh • • • Pit-
о °

Рассмотрим элемент 6 = 2р/,.../,Рь • • • PiiPh- Тогда p& = ept влечёт
р<(е—6)=0. Из предыдущего абзаца следует, что г—6е{р(|г}**. Это оз-
начает, что 8=5. Поэтому мы можем корректно определить гомоморфизм

о

<pehomA(£', А), положив ц>е=г. Тогда фр (=р4. Так как А является Zc1-
делимым, то существует гомоморфизм г|)епотА(Л, А), r-плотно продол-
жающий ф.

Рассмотрим элемент р = / = -ф1. Пусть A,=sup{|f(O | \t<^T). Рассмот-
рим конульмножества

о

где (ям) обозначает произведение. Так как рф = ри то существует мно-
жество St^S'jf,, такое, что (ftf) (t)=hi{t) для любого t^St. Из Ь,<рщ = 0
и плотности продолжения следует, что Ь^а = 0. Аналогичным образом
<7jp = O. Поэтому gj{t)f(t) =0 для любой точки ,̂ не принадлежащей не-
которому множеству T^SJCyy.

Рассмотрим ц-пренебрежимое множество

Ln^ uWn i ouuw» i ли u(^ in i o u u w i о и д а I /}•

Пусть 8^ХЧтп)\х~*Ьп. Тогда из фа, = а(а следует, что a(s) = (фа<) (s)/
/ai(s). Поэтому

Пусть S E f j ^ ^ X r 1 ^ . Тогда из bja = O следует a ( s ) = 0 . Так как
|ft ,(s) |>l/m и |6,(s)— ft(TS)|<l/(mn), то ^ ( T S ) ^ . Поэтому / ( T S ) = 0 .

Таким образом, | a ( s ) — / ( T S ) | < ( Я , + 1)/П ДЛЯ любого s e [ / , \ r ' L , .
Проверим, что Un является s-плотным. Пусть в<=Ж, Gf]Unf]HK = 0 и

предположим, что 2==ОП# Й ¥=0. Тогда Zf]Q¥=0 влечёт Zn(QtmU^i-n)=^
=5̂ =0 для некоторых i, j и т. Отсюда либо 2{~\ХЧтп^Ф0, либо Zf)Y}(mn)=£
Ф0, что противоречит условию.

Итак, мы установили, что а\-—\pmod&s°(H). Значит, и для любого
элемента а е В 2 существует соответствующий элемент р^А. Более того,
из описания в п. 1.1.1 с-подкольца, порождённого подмножеством, сле-
дует, что и для любого элемента а е Л существует соответствующий эле-
мент р^А. Предложение доказано.

С л е д с т в и е 1. Пусть сг^-расширение и: С)-*-А изё^Ф) реализо-

вано на as^-прообразе т:Т -*-*-Н. Тогда существует топологически свя-

зывающий по модулю 32S°(H) (соответственно 52ДЯ)) морфизм v из
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с/урасширения и : С )-»-Л в сг ̂ -расширение и : С)-*-^, относительно ко-
торого первое сг ̂ -расширение меньше второго.

Справедливость этого утверждения вытекает из пст. 1.4.6, 1.4.7 и
данного предложения.

С л е д с т в и е 2. сг ̂ -Расширение Лебега и: С)->/,„ является наи-

большим в классах §"0 и &.
2.4. Расширения из «Го и <§ и соответствующие реализующие прооб-

разы.

П р е д л о ж е н и е 5. Пусть сг^расширение п : С)-+Л из |г 0 (|Г) реа-
лизовано на as„-прообразе т : Т-++-Н. Тогда для любого элемента q^Lv

существует функция а^Ж такая, что q\—\amodM,°(H) (соответственно-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим Z°(UC) через В,. Пусть Q —откры-
тое множество в Т. Рассмотрим конульмножество Q ' = c o z c c Q такое,,
что Q\Q'^2'Jfli. Рассмотрим идеал Е=(ис} в Ж и определим гомо-
морфизм ф £ homj (Е, Л), положив фйс=йс. По условию существует го-
моморфизм i|5ehom(J', Ж), г-плотно продолжающий ф. Рассмотрим эле-
мент a=ty\^Bt и множество £/==с1т""'<2'. Пусть Ь^Е*. Тогда ЫрЕ={0}:

влечёт Ьа = 0. Следовательно, oozaczU. Пусть s e i r ' Q . Тогда (йс)а =
= йс влечёт c(s) = 1. Поэтому a=%(U) и и^ЖГ\со-Ж.

Предположим, что существует открытое множество G такое, что
GczT~'Q\f/. Тогда пГ\НкФ0 для некоторого К. Возьмём последова-
тельности компактов {К/} и {L/} такие, что [jK/aKHQ', UA> / c = ^\Q.
tfriQ'XUtf/eSV^ и K\Q\UW^^^- Возьмём некомпактные мно-
жества Ki^K/ и L^L/ такие, что (/t/VQU lU./\b i)&2 : >./»'V Тогда,
K=top{Ku Lj\i, /} означает, что |J HKi U U HLJ ПЛОТНО В НК. При этом
Н^1 П G = 0 и Нг- П G = 0. Поэтому HK[~\G = 0, что не так. Следова-
тельно, U=o\%-lQ. Пусть Д Е ^ И £)Г)Т-1<2П#1, = 0 . Т а к к а к D = coz$
для некоторого d^A, то dUc^AL влечёт dtyAcAL. Поэтому DP\Ur\HL =
= 0. Значит, T~'Q является s-плотным в U.

Из всего этого следует, что для замкнутого множества R=T\Q
выполнено V=mtTr'./?&2#nco-<3#, 6=%(V)eBj и Я к с г ' ^ влечёт

Пусть 5 — ^-измеримое множество, f=%(S) и q=f. Рассмотрим по-
следовательности компактных множеств {Rt} и {5,} такие, что [ J ^ c 1

cS^TWJSj и S\(Ufl<UU-Sj)e=2VJ'V Рассмотрим множества Vt=
= intr~'R u W.-^intT-'Sj, функции а^%(У{), bj=%(Wj) из Б, и идеа-
лы £=<{а4}>, F=<{^}> в J". Пусть Ь<=Ж и 6(Б1©/7)сЖк. Рассмотрим
[г-компактные множества К,<^КГ\Я{ и LjdKDS] такие, что (/Cn^i\^Cf)U
U ( / C n S , \ L i ) . e 5 ' ^ Так как /C=top{^, L ; | i, /}, то U ^ U U ^
плотно в Нк. ИзЯ^. с т"1/?; следует, что HKi с V.. Аналогично, Я^. С W/.

Следовательно, ooz ЬП П (Нкс U ^ / ) П ^ к = 0 влечёт coz bf]
Г)Нк = 0- Значит, Ь^Жк. Таким образом, идеал E(BF является г-плот-
ным.

Определим гомоморфизм q>^hom(E, Ж), положив ф е = е для любого.
е е £ . Тогда ф({а1})с=В1. По условию существует гомоморфизм г|), гнплот-
но продолжающий ф. Рассмотрим элемент asstyl и множество.
Е 7 = и ^ и и ^ - Пусть G^3@ и Gf)UnHK = 0. Тогда по предыдущему аб-
зацу Gn(U^K / UU^ i /) = ^ влечёт Gf]HK = 0. Следовательно, U явля-
ется в-шютошм. Так как aia = ait то a(s) = l=f(xs) для любого seVj,
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Так как &,<р£={0}, то Ь,а = 0. Поэтому a ( s ) = 0 = /(rs) для любого s e
eli?,-. Значит, а~/от. Таким образом, для q существует а такое, что

g\~\a-
Так как Ж является алгеброй, то для любого ступенчатого элемента

q= V xk%(Sh) существует соответствующая функция а. Так как произ-
вольный элемент q^L^ равномерно приближается ступенчатыми элемен-
тами, то и для q существует соответствующее а. Предложение доказано.

С л е д с т в и е 1. Пусть сг\-расширение и : С)-»-Л" из &й(<&) реализо-
вано на as^-прообразе т : Т -*-*- Й. Тогда существует топологически свя-
зывающий по модулю М3°{Й) (соответственно 5?5(Я)) морфизм v из
сг ̂ -расширения и : С)—*-^ в сг^-расширение п : С)-*-Ж, относительно ко-
торого первое сvрасширение меньше второго.

С л е д с т в и е 2. сг^-Расширение Лебега и : C)->L,, является наи-

меньшим в классах &0 и <%.
2.5. Описание расширения Лебега и расширений Бэра и Бореля пер-

вого класса. Из предыдущих утверждений вытекает следующая
ТЕОРЕМА 1. Расширение Лебега С>—>-/,„ является делимой сг ̂ -обо-

лочкой типа Z°ZC<1 j"Zc0 и типа ZZc0\"Zc0.
Через 38° (ЗИ) обозначим о-поле всех бэровских (соответственно боре-

левских) множеств пространства Т, т. е. наименьшее семейство подмно-
жеств из Т, содержащее подсемейство 9° всех •конульмножеетв (соот-
ветственно *$ всех открытых множеств) и ваммнутое относительно опе-
раций счётного объединения и дополнения [2, п. 18.1.2; 3, 21]. Напомним
классификацию Юнга бэровских множеств (см. [3] или [21]):

Функция / : 7^-R называется измеримой по Бэру первого класса, если
f~'(]x, у{)^:ЗГа

й для любого интервала ]х, у[. с-Кольцо всех таких
ограниченных функций обозначим через S-M,0. Функциональное с-рас-
ширение и: C)-*-5Afj0 называется расширением Бэра первого класса
кольца С. В категории векторных решёток оно было охарактеризовано
в [19].

К сожалению, приведённые определения переносятся на борелевокие
множества и функции, измеримые по Борелю, только для совершенных
пространств, в которых открытые множества имеют тип Fa. Поэтому
для произвольных пространств введём следующую классификацию бо-
релевских множеств, которая для совершенных .пространств совпадает
с классификацией Юнга. Рассмотрим семейства

W^fFnGlFeEff-AGf^S} и 2>={F\JG\Ff=9-&Gf=8\.
Исходя из этих семейств определим методом Юнга семейства борелев-
ских множеств классов а:

ср(— qp — ср ,— ср — ар

Тогда ^ =
Функцию f : 7WR назовём измеримой по Борелю первого класса, если

/" 'О* ' у[)^Жа. с-Кольцо всех таких ограниченных функций обозначим
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через BMi. Функциональное с-расширение и: С)->-5М, назовём расши-
рением Бореля первого класса кольца С.

ц-Измеримые множества St и S2 называются эквивалентными, если
Si&S^&Jf». Так как для любого компактного множества R существует
нульмножество S e f ° такое, что Rc^S и S\R^2?wTll, то любое ji-изме-
римое множество эквивалентно баронскому (а значит, и борелввскому)
множеству первого класса. Сказанное наводит на мысль, что расшире-
ния С)->/,ц, С)—>-ВМ^ и C)->BAf4 должны, по-видимому, обладать сход-
ными свойствами. Развитая выше теория позволяет в точности подтвер-
дить эту гипотезу.

Через Мр обозначим семейство всех одноточечных подмножеств про-
странства Т. На е-кольце С рассмотрим новое фиксированное измельче-
ние 6р :^p-»-<g7(C) такое, что ©ДО = {c^C\c(t) = 0}. Так же, как в
п. 1.1.2, определяется категория сгр-расширений и: (С, ЕР))->(Л, 51)
кольца С. Отображение §(: з&р-^ё(ВМ?) такое, что 91(/) = {f^BMi°\
f(t)=O}, является измельчением с-кольца ВМ° и и : (С, SP) )->-(ВЛ11

0, Щ
является сгр-расширением С. Аналогично определяется сг^-расширение

Согласно [3, § 31.VIII] каждая функция f^BM," является пределом
равномерно сходящейся последовательности функций из /ШД каждая
из которых принимает только конечное число значений. Поэтому в вы-
шеприведённых рассуждениях (х-измеримые множества заменяются на
множества из ff~a

6, дополнение к которым тоже из SFa

a. Для /Ш4 исполь-
зуются двусторонние множества из Жа. Таким образом, почти полностью
аналогично теореме 1 доказывается

ТЕОРЕМА Г. Расширеие Бэра первого класса СУ-^ВМ,0 является
делимой сгр-оболочкой типа Z°Zc°\aZc0. Расширение Бореля первого клас-
са С)~УВМ{ является делимой сгр-оболочкой типа ZZc0\aZc0 кольца С.

Таким образом, делимые оболочки С )-»- /,„ и С )-»- ВМ^ (или С )-*•
)^-BMt) имеют одинаковый тип. Их удалось различить только благода-
ря выбору различных измельчений 6„ и 6Р на кольце С. И, наконец, от-
метим, что именно использование топологической связи на реализующих
прообразах позволило построить соответствующие морфизмы v и v.
Возможность чисто алгебраического доказательства остаётся совершен-
но неясной.

§ 3. Описание прообраза Ионеску Тулча и бэровского
и борелевского прообразов первого класса

3.1. Определение прообраза Ионеску Тулча. а-Прообраз
т : ( Г , <Г") -*ч- (/„Г, Ж), реализующий с-расширение Лебега и : С)r>-L»,
назовём прообразом Ионеску Тулча пространства Т. Для случая ком-
пактного пространства он был описан Ионееку Тулча через поднятие
меры [16, гл. X]. Наша цель —дать его топологическое описание.

Рассмотрение расширения Лебега как сг^-расширения и: (С, ©„))->-
>-v(Lj,, 91) даёт согласно п. 1.3.3 возможность рассматривать прообраз
Ионеску Тулча как а^-прообрав т: (Г, <Г\ 5;ц) •*-*- {ij, Ж, Ш). Обозна-
чим через 9>йф>) класс всех 202с0-порождённых (соответственно ZZ"°-
порождённых) asM-npoo6pa3OB т:Г-«-<-Я и через £Р0(£Р) класс всех
Z°Zc0-HecBH3Hbix (соответственно 22с0-несвязных) ав^прообразов т: Т -*•-*-
-*-<- Й. Пусть и : С )-> О и в : С)—*д обозначают с/урасширения, соот-
ветствующие а^прообразам.
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3.2. Построение as^-прообраза из Фй[\3*. Семейство классов эквива-
лентности S всех ц-измеримых множеств S обозна!чим через &$.. Для
того чтобы сделать все доказательства пригодными и для семейств 3~„
и Жа множеств первого класса Бэра или Бореля, мы будем использовать
только то, что SB* является решёткой с нулём 0 и единицей Т, вамкну-
той относительно и нф им умов счётных множеств. Можно только на се-
мействах @~„° или Жа ввести данное отношение эквивалентности и толу-
чить снова SB?.-

Рассмотрим в Sy, множество Яо всех максимальных идеалов Э, не
содержащих единицы. С каждым элементом S свяжем множество i0S
всех максимальных идеалов 8 таких, что £^Ё8. Введём на Я о топологию,
приняв семейство {i0S | «SeiZ7^} за базу открытых множеств. Будем да-
лее обозначать SB Ж?, через & и SBJ? „ через &. Доказательства приводи-
мых далее утверждений можно найти в [22, 23]. Пространство Я„ явля-
ется компактным. Если 5ф0, то 1аЕф0. Обозначим рГ через То и
^таТк через Т°к. Для точки s^H0, соответствующей максимальному
идеалу 0S, рассмотрим множества P 0 «^n{clr 0 S|5^8,} и Р„=П{с15 |
S^.QS}. Множество POs содержит только одну точку, а множество Ps—•
не более одной. Рассмотрим подпространство # = { s e # o | P s = / = 0 } , в ко-
тором множества iSz=Hf)i0S составляют базу открытых множеств.

Рассмотрим на Но a-основу Ж%, состоящую из конульмножеств всех
непрерывных функций на Яо, а на Я рассмотрим a-основу 3№= {Gf)H\
б е Д } . Тогда (Яо, Жо) и (Я, Ж) являются a-пространствами. Опре-
делим отображения т<,:Н0-+Т0 и т:Н-+Т, полагая tos^POs и %s=Ps.
Они являются сюръективными и совершенными, т = т о | Я и Я=т о ~'Г.
Следовательно, т 0 : (То, &~0) <~^ (Яо, Жо) и т : (Г, Т) •*-*- (Я, Ж) явля-
ются а-прообразами.

Рассмотрим отображения Шо: ^М.->^"(ЯО) и Ш: s^^-0~ (Я) такие,
что

Они являются насыщенными и отображение Ш?о является прикрытием.
Так как т0Н°к = Т°к, то тНк = Тк и Нк = 0, если и только если К=0.
Далее, Нк плотно в Я°к, Я плотно в Яо и отображение 24 является при-
крытием. Поэтому ЕФ0 влечёт [Еф0. Таким образом, т : (Г, £Г", £„) ^ч-
•<-«- (Я, 5^, ЭЯ) является авц-прообразом Т.

Если GeS 1 , то Ш^.ЖР>£о-Ж и /G = ST~'G. Следовательно, avnpo-
спранство Я является Z-окружаемым и Z0-oкpyжаeмым относительно
подосновы x~lST. Кроме того, из F^@~ следует iF^Z0(-x~l^')<^Z(x-l^~).
Если /Се^ц, SeS? и 8[~}Ткф&, то 15Г\НКФ0. Для любого конечного
семейства {Qj} из 5^ такого, что #=S(JQ,-, существует семейство {^j}c:
с ^ такое, что и { ^ } = Я и iSj=sQj.

П р е д л о ж е н и е 6. as^-Прообраз х: Т-*-«-Я принадлежит $[)&*•
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для множества £/&Э# определим семейство

O(i/, 5 )̂ функций d : t/-̂ -R таких, что d-'Qx, у[)^Ж для любого ин-
тервала. Пусть H=sU и й^О(и,Ж). Разобьём интервал ]—х, х[, содер-
жащий множество значений функции d, точками xnj так, что xnj+i—xnj=
= \\п. Рассмотрим множества

Qnj==d~ (]х^_ ь хп1+1[)^Ж.

Для них рассмотрим указанные множества Dnj=iSnj. Рассмотрим функ-
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ции fnj и gn} на Я такие, что f n i ( s ) = — х и g-nj(s)=x для любого
и fnJ(s) =*„,•-! и g n j ( s ) = x n j + 1 для любого s^Dnj. Определим функции
|„ и gn, положив fn(s)=sup{fnj(s)} и gn = inf{§•„,-(s)}. Тогда существует
функция с на Я такая, что |c(s)—/ n (s) |<16/n и |c(s)—g-n(s) | < 16/n
для любого s^H. Рассмотрим множества DC n 3=inSn,. Они покрывают
Яо. По ним аналогичным образом определим функции /0„, gOn и с0 на Яо.
Тогда функция с0 является продолжением функции с. Так как

с»1 (] *, £ I) = (U {/о» (1 * + 16/я, + оо [) | п}) П
П ( и { С ( ] - ° ° . У ~ 1 б / « [ ) | п } ) е ^ 0 ,

то с^.О(Н, Ж). Ясно, что c(s) =d(s) для любого SEE [Л
Пусть семейство x = { Q j | / = l , . . . , &}cz<3̂  дополняется множеством

<2 4 + 1 еЖ Рассмотрим множества V = b o d x и U=V\JQk+1. Тогда H=sU.
По определению Qj=Q0,riH для конульмножеств Q C J =cozc o j некоторых
непрерывных функций coj на Яо. Рассмотрим функцию е^еО (U, Ж) та-
кую, что e^s) ^Cj(s)/V {c,(s) | / = 1, . . . , &+1}. По доказанному выше
существуют функции f^O(H, Ж), продолжающие функции е^ Рассмот-
рим множества Q/ = coz/,-e<2^. Так как ^]f,(s) = l для любого s e t / , то
U{Q/|/=1> •••> k+\}=H. Рассмотрим семейства x ' ^ { Q / | / = l , .-., k)
я p' = {Qft+1}. Тогда bod к'^3>ёГ\со-Ж. Кроме того, Q/ = sQj. Следова-
тельно, aSu-npocTpaBCTiBO Я является а2с0-окружаемым.

Пусть iSej?,,. Рассмотрим последовательность {Fm}c=^" такую, что
[jFm~S. Тогда Qm=iFm^Z°(%-l&~)==Jifi. Рассмотрим множество
Q=\jQM^X'l. Тогда iS=sQ.

Пусть 0_^Ж. Тогда Q = coza для некоторой функции а^О(Н, Ж).
Поэтому существует последовательность покрытий х „ = {Qn!-1 /eE Jn) С %&
такая, что со (a, Qn!) <1/д. По оцределению Qn]- ={J{iSnn\l} Д л я

некоторой последовательности {Snit\ 1}<^z9p. По предыдущему свойству
найдутся множества Qnn^Jfi такие, что iSnjt = sQnjl. Поэтому Qn/ = s \J
\JQnji- Значит, xn ' = sxn, где x n^{Q n,}. Так как H=sbo&Kn, то х „ ' е

е С " 0 ^ ) . Значит, а^О{Н, О0{Ж,)). Поэтому QeZ'^Ji f .) . Следова-
тельно, аяц-прообраз т : Г-*ч- Я является пространством окружений типа
ZaZc0 и типа ZZc0 aŝ -inpocTpaHCTBa Т. Предложение доказано.

3.3. Прообразы из 3* и соответствующие расширения.

П р е д л о ж е н и е 7. Пусть т.: Г < - * - Я е ^ 0 ( ^ ) . Тогда для любой
функции а^О(Н, С°°(Z°{x~lST))) существует элемент q^L^ такой, что
а\— \qmod&s°(H) (соответственно для а^О(Н, C C 0 ( Z ( T - ' ^ " ) ) сущест-
вует q^L» такой, что a \—\q mod 5?s (Я).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим %~^Т через Х о , Z"(X0) через Jf4,
О (Я, С°(Т„)) через О„ и О (Я, С " 0 ^ ) ) через О..

Пусть а^О0. Тогда существует последовательность покрытий {рт '}с;
c C ° ( J , ) такая, что со (a, Q ) < l / m для любого Q e p m ' . По определению
для р т ' существует конечное множество покрытий {pmk\ k^ Km} такое,
что pmk = xmft U {^mft}, Rmk = cobod к ^ и p'm = Л Рт*. Далее,
xmfe является s-плотным окружением некоторого семейства Xmie/C^o)-
Обозначим множество всех подмножеств р в Km через Рт. Пусть
Xmk = {Qmky\y^rmk}, x m f t = { Q m A T | y e F m J , Qm M = T"1Gmftr для некоторого
G m i 7 e ^ ~ и /\n*=T\U{GmfcT| ^}- Обозначим через | т р множество все*ото-
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бражений i: p-^\J{Tmh\k^p} таких, что i(k)^Tmk. Рассмотрим множе-
ства

Qmpi = П {QmkHk) | * G p } , Qmpi = fl {Qmki{k) | £ £E p},

Gmpi = fl {Gmknk) \ k ?E P), Rmp = П {Rmk | k e Km\p},
Fmp=[}{Fmk\k~Km\p}

для всех p e P m . Рассмотрим ^-измеримые множества •SmJ,i = Gm

и множества Hmpi = Q m p i П #mP ЕЕ «Ж Тогда Q m p i = sQmpi-, QmPj =

Рассмотрим числа xm 3 ) t=inf{a(s) | 5 е Я т р ; } и y m p j ^sup{a(s)
е Я т г , } . Рассмотрим открытые множества

t/m p t- = Q m p i П ^mp С T-^mpf П ^mpf И Um = U {^тР« | I, P>-

Тогда Hmpi = sUmpu и поэтому t/m является s-плотным в Я.
Пусть а принимает значения о интервале ]—z, z[. Рассмотрим ц-кз-

меримые функции gmpi и hmpi такие, что gmpi(t)=—z и hmpi(t)=z для
любого t$z*SmPi и ^mp.^O^^pi и hmpi(t)=ympi для любого teSmp,. Опре-
делим ц-измеримые функции gm и /im, положив gm(t) =max{gmpi(t)} и

Предположим, что Nm==T\[jSmpitqEJ7. Тогда существует ц-компакт-
ное множество KaNm. Так как мы исходили из покрытия, то Q'mpif]

некоторых индексов. Поэтому итРгГ\Нкф0 «, значит,
, что не так. Следовательно, Nm является jx-пренебрежимым.

Пусть t0zNm. Тогда t^Smpi для некоторых индексов. Поэтому hm(t)—
—gm(t)<l/m. Пусть t, reESmpi. Тогда gm{t)—gm(r) ^hmpt(t)—gmpt(t)<
<l/m и gm{i)—gm(r)> — 1/m. Аналогично, ш(Лт,Sm p i)<l//n. Пусть s<^Um.
Тогда s-^Umpi Для некоторых индексов. Поэтому afs)—gm(xs)<;l/m и
/im(ts)—a(s)<l/m. Кроме того,

a (s) — gm (TS) ^ a ( s ) —/im (xs).^a (s) —/imp((xs) = a (s) —ympi> — l/m.
Аналогично, /im(xs)—a(s)>—1/m. Таким образом, \a(s)—gm(Ts)|<
<.\/m и \a(s)—hm(rs) \ <l/m для любого s^Um.

Пусть t0Nm\JNn. Тогда t^Smpif]Snvj для некоторых индексов. Можно
считать, что последнее множество не является |я-пренебрежимым, и уда-
лять при необходимости ц-пренебрежимые подмножества. Тогда суще-
ствует ц-комлактное множество KczSmptC\Snq}. Отсюда НK<^Qmpif)T;-lFmpr\
nQngiflt^Fng. Из s-шютноети тогда следует HK(zRmp f] Rnq. Поэтому
НK<^UтрГ\иnqi. Возьмём точку s^HK. Тогда получим

+ \gn(rs)—gn(t)\<4/m

для любого' п^-т. В силу полноты кольца LM^ относительно рае но мер-
ной сходимости цнпочти всюду существует функция f^LM» такая, что
1/(0—gm(t)\<5/m для любого гфЫ ={jNm<=f¥. Так как для любого
s<=Um\T-lN справедливо \a(s)— f(xs) \ ^ \a(s)— gm(is) \ + \gm(x(s)—
—f{xs)\<.6/m, то а~/от.

Пусть теперь, а^Ои т. е. существует последовательность покрытий
{ p m ' J c C 1 ' ^ ! ) такая, что co(a, Q ) < l / m для любого Q e p m ' . По опре-
делению для р т ' существует конечное множество покрытий {pmk\k£=Km}

такое, что pmk = ятк U {Rmk}, Rmk = cobodxmfc и pm = /\pmk. Далее, x'mk

является s-плотным окружением некоторого семейства ктк^К°(Жг), до-
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полняемого некоторым множеством Ятк^.Жи Рассмотрим семейство
pmb^XmtLK^mJe/C0^,). Тогда pmfc = spmk и bod ртк является s-шютным
в Н. Рассмотрим семейство р и ^ Д р ^ . Для него справедливо p m ' = spm,
рт^К°(Ж1) и H = sbodpm.

Далее, pm = {Qmi 11 e /т} и р т — {Qm, | ie/ m } <=-^i- Отсюда Qm,=
= cozam i для некоторых неотрицательных функций ami^O0. По доказан-
ному выше существуют неотрицательные функции f^^LM», s-шютные
множества ити^Ж и ^-пренебрежимые множества Мтп такие, что
|а«и—fmi°x(s) | <1// для любого 8^0тп=ити\1~1Мт11.

Будем параллельно строить некоторые функции на Я и на Т.
Пусть а принимает значения в интервале ]—z, z[. Рассмотрим
числа x m i = i n f { a f s ) | s e Qmi) и ymi=s\ip{a(s)\s^ Qmi}. Рассмотрим
функции b m i f t = — zl+kami/\(xmi+z)l и cmUt=z\—kami/\(z—ymi)\ из О,.
Ясно, что bmik^.a^cmih- Рассмотрим ц-измеримые функции

gmih = — Z\+kfmi/\ (Xmi+Z) 1,

hmih==zl—kfmi/\ {z—ymi)\.

Ясно, что gmik^hmik. Рассмотрим множества Smi=coz fmi. Предположим,
что Mm=T\\jSmi<EE&. Тогда существует |л-компактное множество Kcz
<^Мт. Так как мы исходим из покрытия, то Qm,- П Нк Ф 0 для некото-
рых индексов. Поэтому Qmf\Hкф0•

Рассмотрим множества Qm« =аш\ (] 1/1, + оо [). Тогда С}тц[~]НкФ0
для некоторого /. Из s-плотности следует QmuC\Uти[~\НКФ0. Так как
идеал (%~l3fy является s-тощим, то QmUr\CтиГ\Нк¥=0'• Возьмём точку г
из последнего множества. Тогда xr^SmiCl^t что невозможно. Значит,
Мт является (х-пренебрежимым.

Пусть индексы таковы, что Smif)Sn}$i!7. Рассмотрим множества
Smii=fni ( ] ! / ' . +°°[)- Тогда Smiif]Snji0J для некоторого /. Поэтому су-
ществует (j,-компактное множество KczT\(Mma{JMnji), содержащееся в
предыдущем множестве. Следовательно,

-' (SmiinSnjl\Mmi,{jMni!).

Из s-плотности следует, что итиПип11Г\НкФ0. Значит, ОтаГ\ОпП[\
- Возьмём точку s из последнего множества. Тогда

Поэтому xmi\/xnj^a(s)s^ymiAynj влечёт gmiks^xmt\^.
hnik для любого k.

Пусть теперь индексы таковы, что Smir\S^^3^. Для t^T\Smi спра-
ведливо gmik{t)=—z^ynj^hnjh{t). Аналогично, gmik(t)^xmi^z = hnlk(t)
для любого t^T\Sni. Рассмотрим }х-пренебрежимое множество

Тогда gmib{t)^hnji(t) для любого t£jENmn независимо от индексов.
Рассмотрим функции g и h такие, что g(t) =sup{gmik{t)} и h(t) =

Рассмотрим множество N=-{JMm\J\JNmn. Пусть ft£.N. Тогда из дока-
занного выше следует, что g(t)^h(t). Так как t0Mm для любого т, то
t^Smi для некоторого i = i(m). Поэтому найдётся k такое, что gmth(t) =
= xmi и hmih(t)—ymi. Следовательно, hmik{t)—gmih{t)<.\lm. Это означает,
что g(t)=h(t). Легко проверяется, что g^LM».
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Рассмотрим множества M=\JMmit, Vmu = QmuDUmu и Vm={jVmu- Мно-
жества Vm являются s-илотньши. Действительно, пусть в^Ж и GnVmfl
Г]Нк = 0. Тогда GRQm«rWK = 0 влечёт G П Qmi П Я к = 0 . Следова-
тельно, G\~]HK = 0. Пусть 5еУ т\т-'(ЛГи^). Тогда « е ^ Д г ' М для
некоторых индексов. Поэтому xs^Smi. Следовательно, найдётся k такое,
что bmik(s)=xmi=gmih(xs) и cmfh(s)=ymi = hmih(xs). Отсюда a(s)—g(xs)^.
^cniih{s)—gmih(xs)<llm и a(s)—g(xs)^bmik(s)—hmik(xs)> — l/m. Та-
ким образом, a~g°x. Предложение доказано.

С л е д с т в и е 1. Пусть х:Т-«-Яе^о(З'). Тогда для любой функ-
ции а^О существует элемент q^L^ такой, что а\—\qmou&s°(H) (соот-
ветственно mod 5?s (Я)).

С л е д с т в и е 2. Пусть х : Т -*-<- Я е ^ 0 (^) . ГогсЭа существует тополо-
гически связывающий по модулю $?/(#) (соответственно 528(Я)) лю/?-
0«зж v из сг»-расширения и : С )-^- О в сг^-расширение и : С )-*• LW

относительно которого первое сг^-расширение меньше второго.
3.4. Прообразы из ^ 0 и соответствующие расширения.
П р е д л о ж е н и е 8. Пусть т : Т •+-«- й е ^ (^) . Гогйа (5ля любого

элемента д^Ьц существует функция а^О(Н, Сс0 (Z" (x"lST))) (соответст-
венно а^О(Н, Cc0(Z(T-1^r')))) такая, что q\—|атос15г.0(Я).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Будем использовать обозначения из доказа-
тельства предложения 7. Пусть F^@~. Рассмотрим множество G = T\F
и конульмножество Goc=G такое, что G\G0^.3f. Тогда для семейства
х = {г 'С 0 }е/( 0 (Х) существует s-плотное окружение к''^S°(Ж\). Рас-
смотрим множества £/=bodx' и l/^cobodx'. Тогда fy = clx"1G0. Так
как х(У)еО0,

 т 0 VeJJd.
Предположим, что существует множество Qe<5^ такое, что QCZT^'GX

\f/. Тогда QC)HK¥:0 ДЛЯ некоторого /С. Возьмём последовательности
компактов {Щ и {̂ } такие, что U&<=/CDGo, U 5 i c ^ \ G . (КПОо)\
\ U ^ t e ^ и K\G\\jSj^y. Возьмём ц-компактные множества KiCzR{

и LjCzSj такие, что (R,\Ki)U(S}\Lj)*=3• Тогда /C=top{/(j, Lj\i, /} озна-
чает, что U нкс U ̂ i/ плотно в Нк. При этом (Я/<. U HL.) f] Q = 0 .
Поэтому Яв-ПС = 0, что не так. Следовательно, t/ = clx~1G и T"4G яв-
ляется s-плотным в U. Отсюда следует, что V=intx~lF и HKczx~lF вле-
чёт HKaV.

Пусть S —(х-измеримое множество, f = %(S) и q=f. Рассмотрим по-
следовательности компактных множеств {Q*} и {Rj} такие, что \JQi^
<^S<=T\{JR} и SXCUQdjU^)^^- Рассмотрим множества V^intT-'Q^
Wj^intx-iRj и дизъюнктные множества V=(J^. 1^=и^- из Jifj. Тогда
x={V, W}'e/C°(J8fi). Рассмотрим множество [/ = bodx.

Пусть G^3^ и ОП^Г|Як = 0 . Рассмотрим [х-компактные множества
XiCr/CnQi и IjC/СПЯ, такие, что (/CnQ.\^)U( / <'n^\b 3 )e^. Так как
/C=top{/Cf, L3|i, /}, то 1) Я*,-U U-^L/ плотно в Як. Из H^di'^-Qi следу-
ет ЯК( с V;. Аналогично,^ d W,-. Следовательно, G П ( ^ - U ^У-)П ^ к =
= 0 влечёт Gf)HK = 0. Значит, множество U является s-плотным
в Я. Поэтому хеЕ/С 0 0^).

По условию для х существует s-плотное окружение x's={V', W'}e
e S 1 0 ! ^ , ) - Так как X ' E C ^ I . ) И V'[\W = a, то a = x (V / )e0 1 . Если
s e F , то a(s) = l=/(Ts). Если s s f , то aCs)=0 = /(xs). Значит, а~/от.
Таким образом, /|—[а.
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Так как топологическая связь сохраняет кольцевые операции, то из
этого следует, что для любого ступенчатого элемента q^ 2**3C(SA) су-
ществует соответствующая функция а. Так как произвольный элемент
g^L» равномерно приближается ступенчатыми элементами, то и для q
существует соответствующее а. Предложение доказано.

С л е д с т в и е . Пусть т : Т-*~*- Я е ^ 0 {&). Тогда существует тополо-
гически связывающий по модулю &LS

O(H) морфизм v из сг^-расширения
и : С )->• £ц в сг^-расширение п : С )->- О, относительно которого
первое сг^-расширение меньше второго.

3.5. Описание прообраза Ионеску Тулча и бэровского и борелевского
прообразов первого класса. Пусть т:Тч-<-Я является as^-прообразом,
построенным в п. 3.2.

П р е д л о ж е н и е 9. as^-Прообраз т. Т+-<-Н является реализующим
ст„-расширение Лебега и: С)-*-Ь„ относительно топологически связыва-
ющего по модулю 0ls

a (Я) реализующего изоморфизма г. Значит,
т : Т-*г*г-Н является прообразом Ионеску Тулча т: Т ч-«- ij".

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как т: Т-*-<-Яе^оП^о, то иа следствий
к предложениям 7 и 8 вытекает, что существует топологически связы-
вающий по модулю 5?s°(Я) реализующий изоморфизм г между и: С )->- Z,M
и их: С )->- О(Н, Ж). Предложение доказано.

ТЕОРЕМА 2. Прообраз Ионеску Тулча Т -«-«- 1„Г является окружае-
мым as^-накрытием типа Z"ZC" \ aZc0 и типа ZZc01 aZc0.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть их: С)—>-0 обозначает с/"ц-расширение,
соответствующее ая^прообразу т: Т•*-*-i^T. Пусть т : Г - « - Я е ^ 0 и
п Г - н - Я е й 9 . Из предыдущего предложения и п. 3.3 следует, что
и: С )-»- 0^их: С )->• О относительно морфизма rot». Из п. 3.4 следует,
что ыт: С)-^О^.и : С )-*• О относительно морфизма vor~\ Отсюда в силу
предложения 1 следует, что х:Т -<•-«- Н^.% : Т -<-<- /„Г^т : Т -«-«- ff.

Теорема доказана.
Реализующий андрообрав т: (7̂ , ST) -«-(Ь^Т, Ж) с-расширения Бэ-

ра и: C)-^BMi° первого класса назовём бэровским прообразом первого
класса пространства Т. Аналогично определим борелевский прообраз
Т •<-*-Ь1Т первого класса.

Теперь на пространстве Т рассмотрим новое фиксированное прикры-
тие %,#: sfip—>-&~ такое, что £ р ( / ) = ^ . Так же, как в п. 1.2.2, определим
категорию asp-npoo6pa3oe т : (Т, &~, £р)-«-ч- (Я, Ж, Ж) пространства Т.

Точно так же, как в п. 3.2, по решётке 3~„ (соответственно Жа) по-
строим asp-прообраз т : Т -«-<- Я.

Почти аналогично предыдущему доказываются
П р е д л о ж е н и е 9. asp-Прообраз т г Г ^ - ^ Я является реализую-

щим сгр-расширение и: С )->- ВМ^ {соответственно и: С )->- В М ̂ относи-
тельно топологически связывающего по модулю 5?/(Я) (соответственно
Ms (Я)) реализующего изоморфизма. Значит, % : Т-*--<— Я является бэров-
ским (соответственно борелевским) прообразом первого класса.

ТЕОРЕМА 2'. Бэровский (борелевский) прообраз первого класса
7V*- 6,°Г (соответственно Т-t-t-bj') является окружаемым aSp-накры-
тием типа Z°ZC° | aZc0 (соответственно ZZc01 aZ c 0).

Таким образом, окружаемые накрытия Т •**- 1№Т и Т-^-b^T (или
T-t4- ЬГТ) имеют одинаковый тип. Их удалось различить только благо-
даря выбору различных прикрытий £ц и %р на Т.
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З а м е ч а н и е . Аналогичным образом можно определить и описать
бэровский и борелевский прообразы любого класса а.
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