
В.И.Камоцкий 

ОЦЕНКИ КОЭФФИЦИЕНТОВ В КЛАССЕ ФУНКЦИЙ ИЗ S 
С ФИКСИРОВАННЫМ ТРЕТЬИМ КОЭФФИЦИЕНТОМ 

1 . Пусть о - класс функций 

регулярных и однолистных в круге K=|Z>|Z|<1|, o ^ - подкласс фун­
кций "J (z)e S с вещественными коэффициентами Са,С^,, . . . Через 
Т обозначаем класс регулярных в круге К функций вида (I), удо­
влетворяющих условию: Jwf(Z,) = 0 при ЗГУЬЕ. =0,3nt'f(Z)'3iitZ>0 
при tinvZ ф 0 -

В работах Дж.Дженкинса [l\ , Ю.Е.Аленицына \_2\ , Е.Г.Голузи-
ной [з] решен ряд экстремальных задач в классе Т ( С г ) функ­
ций из Т с фиксированным вторым коэффициентом С^-Я-^С^-$2,, 
на основе интегрального представления для функций этого класса. 
Дж.Лимену [4] удалось найти точные оценки коэффициентов С ^ в 
классе Т (Ог,) при всех П- > 5 . Что касается класса S , то 
класс S (Сл) функций из S с фиксированным коэффициентом С 2 
рассматривался многими авторами (см., например, работы Н.А.Лебе­
дева и И.М.Милина \_Ь] , Дж.Дженкинса [б] . В настоящей работе 
находятся оценки коэффициентов СПг) П-^,2., в классе S ^ в зави­
симости от Сз . Именно, при помощи результатов метода площадей 
для "J (z) e S^ устанавливаются следующие неравенства 

Используя хорошо известные оценки для Cj в классе Ь^, , отсю­
да получаем значительно меньшие границы сверху для |СЯКч| и 
1^лкН 1 в J"18-006 функций из Оц с фиксированным коэффициентом 
О, по сравнению с оценками в классе Т(С а), полученными в [4J . 

2 . Пусть f (н) e S . Введем функцию 

Тогда 

где и^лл, - коэффициенты Грунского. В дальнейшем нам понадобит­
ся следующее неравенство для коэффициентов Грунского, полученное 
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Н.А.Лебедевым (см., например, [7] , стр.37): 
ОО . Гаа i _. ill /, 

P^^S <4/S te" <~ U' I* 
p=i P v^=.l 9 , (А) 

числа с здесь 3С,р,зсо,(рД=',2г..- произвольные комплексные 
V ° ° i lа/ г,* | /]»/ 
£р.{1хр1/р < °° > £^.,1^1 Л <~-
Справедлива 

ТЕОРЕМА I. Пусть f ( 2 ) e S v Тогда для любых точек Hf;..., Z 
•а К и для любых комплексных чисел 4 „ о/т имеет место н« круга 

равенство 
комплексных чиселс^..,..^ имеет место 

1 М 1 Ш ) а д д а . (2) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим сумму 

W1, 

h 
^Vv^^feAEv) = 

/ =?* = 

р.*И 
р р / — 

Полагая в неравенстве (A) X p = ^ Z ^ + . . . + ^ ^ 2 ^ ^ ODQ = X q 
(р7с^=^Я,...), получаем 

i-rv I ° ° '" 1 
Р ^ 2 ^ + . . . 4 о ^ 2 д а = 

то есть 
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Очевидно, что выражение под знаком модуля в левой части неравен­
ства (3) вещественно. Взяв это выражение со знаком минус и пере­
неся его в правую часть (3), находим 

Итак, имеем положительную эрмитову форму. С помощью известного 
результата (см., например, £?]» стр.314) из (4) получаем неравен­
ство 

Из (5) при замене oi ̂  на ot^ ДХ^/следует неравенство (2). Теоре­
ма доказана. */"' 

Рассмотрим разложение QQ „ , 

(2-"S)(1-2"S) ф * г к»* 5 
Непосредственным подсчетом легко убедиться, что 

fl/K)4*C|ic-H+<+C|Krt|+3+---- + C K + € - l • (к) 

то неравенство (2) можно записать в виде 

или 

Для доказательства следующих теорем нам понадобится 
ЛЕММА. Пусть оо _ / , . 

где Q^K g вещественные, С Ц ^ С ^ ^ к ^ Ц Я ^ . ^ и пусть для любых 
точек 2^ , . , - Е ^ из К и любых комплексных чисел о^ ... o L ^ 
имеет место неравенство 

93 



J ^ V v ^ Z , ) ^ ^ ( £ ^ 2,
H ) >, 0 . (7) 

Тогда для любых комплексных чисел 00. . х.р справедливо нера­
венство 

^^К^Л^0" (8) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Возьмем произвольные комплексные числа Xjr.. 

..^Х^. Заменяя в неравенстве (7)о^, Hao/„(a^ZM,*+X^+. .- + зо^); 
получаем неравенство I . г /^ -

JL^^V^'-^x)2^ zv м»> 
где Jf 

Пусть 2л=^вЬ^^;...^). Заменяя'в (9) о^нао^€" ь^'^ ? 
приходим, к неравенству 

Тогда в силу известного результата (см. [_7J , стр.316) имеем 
неравенство %ц ^ 

' 00 ' Отсюда находим, что 

следовательно, vO- кп3^,---;3^) ̂ 0 - Лемма доказана. 
3 .Как и выше, через S^, обозначаем класс функций из Ь 

с вещественными коэффициентами С^С,.„ в разложении (I). 
ТЕОРЕМА 2. Пусть f(Z)e S>j, • Тогда для произвольных комплек­

сных чисел Хц --ч^лт имеют место неравенства 

^(\е"скс0хЛ>° ' (10) 

£а/к.*,Л > 0 , (и) 
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где CLK о определяются равенствами (х), 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассматривая неравенство (6 ) и применив лем­

му, получаем неравенство (10). Это неравенство можно записать в 
виде М" _ X _ -К" I* • 

Отсюда следует (II). Теорема доказана. 
ТЕОРЕМА 3. В классе S^, имеют место неравенства 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Полагая в неравенстве (10) J ^ I I ^ X ^ l , 

или „ 
'П-,И/ 

Так как а^Ц+^+»-+с^,£ЬцйГС8*С5+"-:*,С11»нД^/iuty"C3+"+C,2ri+3J 
то из (13) получаем (12). Теорема доказана. 

4 . Хорошо известно [Bj , что в классе S^, имеют место точ­
ные неравенства—4-$Cj4 3 • Следующие теоремы дают оценки роста 
коэффициентов С^в классе S ^ B зависимости от C-j • 

ТЕОРЕМА 4. Пусть -J(£)e. £ г . Тогда справедливы неравенства 

| 4«H + C mJ*G + C > 5)" '> (I4) 

I с т -я + с J « V(1 + Сз) [1+ (!+<#-и,)] • к ^ Л - ^ > 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Полагая в (II) X ^ X ^ X / р . . р О С ^ О ^ Ц Х ^ ^ 

X«=~t » гД е "t ~ произвольное вещественное число, находим, 
что \%tz+az^+a^t + а г . М к ^ 0 , то есть Q^at* + 

+*й'аа.к^+сЧ.к'ак^0* СлеД°вательно' 
; • • •* 2 . 

Учитывая, что ^ г И ^ ^ ^ С ^ К ^ Д к д : С ^ + . . .+С4КН , 
из. (16) получаем 2, 

(ЧкЧ+^К-и) « O + a3)0 + V--':+4-0* (I?) 

Рассмотрим выражение i +С3 . Если 1 +C3=Q , то есть С3=~{у 
то из неравенства (17) следует, что С/1=-Сз=С5=--=("Л + С^_(=1. 
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Полагая в (10) >Г=Як 7 а < = Х я > = . , ' . = Х я , | с_<=0 )0^ |=н1, каходим 

С Я К ^ 1 + С 3 + С 5 + - - - + С 4 к - 3 + С ^ К - 1 • ( 1 8 ) 

Так как 1 + C 3 = C ,5+ c^=---= cZk tQj l c=0» т о С Й К = 0 . Следовательно, 
если i+c-a= о, то-KH;=&-ZS+ZS+ • +(н)*-иггм+... =г^+к г). 
Полагая в (II) Х=2., Х^=0, 0С-а = 1 , получаем известное нера­
венство 4+С 3^0 , то есть С,^.-1 . Случай, когда Cj=-1 , мы 
уже рассмотрели. Перейдем к случаю, когда С,>-1 , то есть 1 + +С*>0- Пс +с V 

Рассмотрим последовательностьjJ-JMi_M±i!|- . Очевидно, что 
эта последовательность ограничена. Пусть Kr= SU.I 
Я о н о . - - ^ - - M f + C 5 ) a ^ 

последовательность ограничена. Пусть у , — sup ^япн^м-ии 
V \ 4 0+Cs)H Jrv=l 

D, ЧТО K-j -^1 И ЧТО 

W c > ^ H k f (<+сзК *-<>;... аду 
Из неравенств (17) и (19) легко получаем, что 

то есть выполняется неравенство 

(^н+с^)1<к+0+с»)Л";*- {20) 

Из определения К^ следует, что для всякого сколь угодно малого 
Ь > 0 найдется такой номер JN , что имеет место неравенство 

Отсюда и из неравенства (20) при YI —К получаем 

или я, 

я Устремляя g. к нулю, получаем, чтоК^К^., а так как KJ>-(,TO 
отсюда вытекает, что Kj= 1 . Отсюда и из (20) получаем (14). 

Перейдем к доказательству неравенства (15). Полагая в (II) 
J f = f c H , W . Г ^ г х 3 = Х Г . . . = Х т . а = 0 , 0^ = t , где t -
произвольное вещественное число, получаем ̂ цял аа.и-1 ̂ +0тии г 

Ч;!тч« \ЛгЫ,т-1 • (21) 

Учитывая, что 
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aZ^,-~ ^ + C 3 ) °* ,2iH = C 2 f t - £ + C 2 H ) flarMjiln.-l ~ < l + C 3 + C 5 + - " t C ' i n . ^ 2 1 J 

из (21) получаем 

(СЯ^+С^Т^0 + С 3 ) 0 + С 3 + С 5 + - + С ^-3) , «-М,.- . (22) 

Из (22) и (14) находим 

С^-,+саЛНи+с5)р+С^с5)М+...+(^-2-))] = 
= (Uc3)[1+(i+c5)^-K,)], П И Л - •> 

то есть справедливо (15). Теорема доказана. 
ТЕОРЕМА 5. В классе S ^ справедливы неравенства 

KJ^V^H,, (23) 

|c m H|^s/i+(i+c^)(^ ; ц,=Н,!1,... (24) 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Полагая в (10)/=£и,,Ха~^=Х^..яЯ^_=0, 

получаем 
С И ^ 1 + С 3 + - - + САпл-5+СЫ-1 • (25) 

Применяя к правой части (25) неравенство (14) при к=1,Э,5,...,2п-1, 
находим 

Это и есть (23). Из (10) при X = a H , X , , = .,^CJCi|1_;j=0JX-iliftH = l 
вытекает неравенство 

Используя это неравенство точно также, как выше использовалось 
неравенство (25), находим 

<4,Н*< + 0 + с»)1> + 4 + - • •+(Яа-Я,)] = 1 + (1+с3)(^-п:),. 
т.е. приходим к неравенству (24). Теорема доказана. 
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