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ОСНОВЫ НОВОЙ АКСИОМАТИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ

Представлена новая аксиоматическая теория множеств, состоящая из
четырех аксиом. В этой теории выводимы в качестве теорем все аксиомы
системы Цермело — Френкеля с аксиомой выбора ZFC за исключением
аксиомы регулярности.

В статье излагаются основы новой теории множеств со следующей
системой аксиом в логике предикатов первого порядка с равенством:

Al. VfVxZ\yG(y,f,x),
А2. VxZlyF(x,y)-+a\fVxF(x,f(x)),
A3.
А4.

где х, у, z, t, и, w — переменные 1-го сорта, пробегающие множества, / —
переменная 2-го сорта, пробегающая функции, значением и единствен-
ным аргументом которых являются множества, G — базовое отношение
.функциональной связи между одной переменной 2-го сорта и двумя пе-
ременными 1-го сорта, f(x) —терм для множеств у таких, что G(y, f, x),
•е — базовое отношение принадлежности между двумя переменными
1-го сорта, F(x, у)—произвольная формула, не содержащая перемен-
ной /, входящей в формулировку аксиомы А2, C(t) —произвольная фор-
мула, не содержащая переменных z, x, f, входящих в формулировку
.аксиомы A3, и где по определению

Аксиома Al даёт определение функций от одной переменной, состоя-
щее в том, что любая функция / находится в базовом отношении G со
своим аргументом х и соответствующим значением у.

Асиома А2 задаёт правило образования функций от одной перемен-
ной, заключающееся в том, что для любой формулы F(x, у), для кото-
рой верно VxRlyF(x, у), существует функция f такая, что для любых х
и у базовое отношение G(y, f, x) эквивалентно F(x, у).

Теория А1—А2, получающаяся из аксиом Al, A2, суть общая теория
•функций от одной переменной.

Аксиома A3 задаёт правило образования множеств, согласно кото-
рому любая формула C(t), определяющая класс множеств, неравномощ-
ный классу всех множеств, определяет множество.

Теория А1—A3, получающаяся из аксиом Al, A2, A3, имеет простей-

шую модель, состоящую из единственного элемента 1-го сорта 0 и

•единственного элемента 2-го сорта / таких, что ~ ] 0 е 0 и G ( 0 , /, 0 ) ;

следовательно, она непротиворечива.
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Любое w такое, что M{w) образует транзитивную модель непротиво-
речивой теории А1—A3, так как по A3 для любого w

а если M(w), то

что является результатом оценки аксиомы A3 на до таком, что
Таким образом, аксиома А4 утверждает, что любое множество при-

надлежит некоторой модели непротиворечивой теории А1—A3.
В новой теории множеств, получающейся из аксиом Al, A2, A3, А4^

выводимы, как теоремы, следующие аксиомы системы Цермело — Френ-
келя: экстенсиональности, пустого множества, пары, степени, выделе-
ния, подстановки, объединения, бесконечности, а также аксиома вы-
бора.

Докажем этот, основной, и сопутствующие результаты. Но сначала
уточним некоторые детали.

Переменные 1-го сорта обозначаются буквами s, t, и, v, w, x, у, z с
возможными индексами. Переменные 2-го сорта обозначаются буквами
f, g, h с возможными индексами.

Логические связки обозначаются следующими символами: конъюнк-
ция— &, дизъюнкция — V> отрицание — ~|, импликация *-, эквива-
лентность— «-*. Квантор общности обозначается символом V, квантор'
существования —символом 3, квантор единственности существова-
ния— символом Я!.

Для обозначения некоторых конкретных формул вводятся сокраще-
ния, называемые производными отношениями, которые определяются
явным образом и записываются как B(f), x^y, xczy, M(x), x<y, PR(x),
ORD(x), где /, х, у — аргументы производных отношений, совпадающие
со свободными переменными соответствующих обозначаемых формул.

Для обозначения некоторых конкретных формул вида D(z), для ко-
торых доказано (или аксиоматизировано), что 'RlzD(z), вводятся сокра-
щения, называемые производными функциями, которые определяются
явным образом и записываются как z=f(x), z = 0, z={x}, z={x, у},
z=f[x], z = P(x), z=\Jx, z = x\J{y}, z = f]x, 2=i(o, где 2 —значения, a f, xy

у — аргументы производных функций, совпадающие со свободными пе-
ременными соответствующих обозначаемых формул. Правые части про-
изводных функций: f(x), 0, {х}, {х, у}, f[x], P(x)[jx, x{j{y), f>, со—
суть термы, а /, х, у — параметры этих термов.

Аксиомы новой теории множеств обозначаются А&, теоремы — Т/,
определения производных отношений — Rm, определения производных
функций — Fn, где k, I, m, n — порядковые номера соответственно акси-
ом, теорем, определений производных отношений и определений произ-
водных функций.

Аксиомы и теоремы, имеющие свободные переменные, предполага-
ются замкнутыми кванторами общности по всем этим переменным.

А1. А к с и о м а о п р е д е л е н и я ф у н к ц и й . Y/V*3!z/G(i/, /, х)~
Fl. y = f(x)^G(y,f,x).
А2. А к с и о м а о б р а з о в а н и я ф у н к ц и й . Для любой формулы.

F(x, у), не содержащей переменной f,
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ТЕОРЕМА 1. Для любой формулы. F(x, у), не содержащей перемен-
ной f,

VxZ\yF(x, y)&Vy(ttxF(x, y)-+n\xF(x, y))^n\f(B(f)&YxF(x, f(x))).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть посылка теоремы верна. Тогда по А-;

3L\fVxF(x, f{x)), т . е. "3.\fYxYy(y=f(x)++F(х, у ) ) , ч т о в м е с т е с п о с ы л -
кой теоремы влечет W.f(B(f)&VxF(x, /(*)))•

ТЕОРЕМА 2. YgYhR\f(Yx(f(x)=g(h(x)))&(B(g)&B(h)-+B{f))).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим произвольные g и h. Так как

Yxtt!y(y = g(h(x))), то по А2 R\fYx(f(x)=g(h(x))). Если B<ig)&B(h),
то Yy\'Kx(y = g(li{x)))-+-'3\x(y = g(h{x)))), откуда по т ! следует
Z\f(B(f)&Yx(f(x)=g(h(x)))).

A3. А к с и о м а о б р а з о в а н и я м н о ж е с т в . Для любой форму-
лы C(t), не содержащей переменных z, x, f,

ТЕОРЕМА 3 (пустого множества).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Эта теорема непосредственно следует из A3

(полагая в ней C(t)++~\t=t).
F2. z = 0
R2. t^w
R3. t<ш^Я/(В {f)&Vx(xe=t-*-f(x)<=w))&Yg(B(g)~

R4. M(f)«VI(/ea)«teffii&«u).
A4. Аксиома с у щ е с т в о в а н и я м о д е л е й . Yu3.w(M(w)&

ЛЕММА. VW/(fl(/)-»-ajcC!f(*)e=0)).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим произвольное w, получаемое по

А4 из u=v. Поскольку net», то по А4 Yf(B(f)^>~'3.x(x^w&~\f{x)^v)),
откуда следует эта лемма.

ТЕОРЕМА 4 (экстенсиональности). YV3.\zYt(t^z^t<=v).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Эта теорема непосредственно следует из A3

(полагая в ней C(t)<-*t^v) и леммы.
ТЕОРЕМА 5 (выделения). Для любой формулы D(t), не содержа-

щей переменной z,

Д о к а з а т е л ь с т в о . Эта теорема непосредственно следует из A3
(полагая в ней C(t)*-+t^v&D(t) и выбирая переменные х и f такими,
чтобы они не входили в D(t)) и леммы.

Т Е О Р Е М А 6 ( п а р ы ) . YuVoK\zYt{te=z~{t=*u\/t = v ) ) .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из А4 и Т5 (полагая в ней D(t)<-*t=u и v = w)

непосредственно следует, что Yu3.\zYt(t^z-^-t = u). Положим, по
определению,

F3. z={u}<-*Yt(te=z*-*t = u),
и предположим что теорема неверна. Тогда по A3 для некоторых и и v
должна существовать f такая, что B(f)&Yx(f(x)=u\/f(x)=v). Но это
невозможно, так как П 0 = {0}&П0= {{0}}&П{0} = {{0}}, откуда сле-
дует

= v V П / ({{0}}) = " & И / ({{0}» = о.
F4. z={u, v}^Yt(t(Eiz^(t = u\/t = v)).
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ТЕОРЕМА 7 (подстановки). VvYg'3.lzVt(t^z*-*3.s(s^v&t=g(s))).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что для некоторых v и g эта

теорема неверна. Тогда по A3 существует / такая, что B(f)&Vx3s(seu&
kf(x)=g(s)). По Т5 R\yYs{s<=y^s<=v&'£x(f(x)=g(s)&~^s<=x)). Так
как Yx'3.s(s^v&f(x)=g(s))&B(f), то и для этого у должно существо-
вать s такое, что s^v&f(y)=g(s)&Vx(f(x)=g(s)^*-x = y), что вместе с
определением у влечёт s^y<->~\s^y, откуда следует эта теорема.

F5. z = g[v]^Vt(t^z<^'3.s(s^v&t = g(s))).
ТЕОРЕМА 8. Vg'Z\f(Vx(f(x)=g[x])&(B(g)-*B(f))).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим произвольную g. Так как по Т7

Yx'3.\y(y = g[x]), то по А2 3!fVx(/(x) =g[x]). Если B(g),ToVyC&x(y =
= g[x])^-R\x(y = g[x])), откуда по Т1 следует R]f{B{f)&Vx(f(x) =
= g[x])).

ТЕОРЕМА 9 (степени). VuK\zVt(t€=z+-*t^u).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим w, получаемое по А4 из некото-

рого и. Поскольку u^w, то по А4 Vt(t^u-*-t^w) (так как t<=u влечёт
t^w, a u<w и t^u влекут t<w). Отсюда и по Т5 (полагая в ней v = w
и D(t)^t^u) следует эта теорема.

F6. z = P(u)^Yt(t<=z^tc=u).
ТЕОРЕМА 10 (Кантора). Yv(v<P(v)).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что для некоторого v сущест-

вует / такая, что B(f)&Yx(x^v-^-f(x)^v). По Т5

3 \zYt (teEz^t^v&Rx {f (x) = tSf^ fejc)).

Для этого z: z^=v, и, следовательно, в силу предположения f (г)ео. В ре-
зультате, полагая в определении z: t=f{z) и учитывая B(f), получаем
/(2)ег^~|/ (2JE2, откуда следует эта теорема.

ТЕОРЕМА 11 (объединения). YuR\zYt{t<=z^'3.s(si=u&.tEEs)).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим до, получаемое по А4 из некоторо-

го и. Поскольку «ею, то по А4 YsYt(s^u&t^s->~t^w). Отсюда и по
Т5 (полагая в ней v = w и D(t)^+'3.s(s^u&t^s)) следует эта теорема.

F7. z=\Ju<-*Vt{teEZ<-+'3.s(s(=u&ts=s)).
F8. z = u[J{v}^Yt(t^z^'Rs(s^{u, {v}}&t<=s)).
R5. PR(w)^0<=w&Yv(v<=E:W^v\J{v}<^w).
ТЕОРЕМА 12 (бесконечности). Ядо(РИ(до)).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим w, получаемое по А4 из и такого,

что ~\и = 0 (например из и= {0}).
Так как 0^w, u^w и Yf (~\f(u)^0), то по A4 0еда.
Рассмотрим произвольное оеш. По А4 v=w и, следовательно,

v{j{v}^w. Остаётся доказать, что

Предположим, что это не так, т. е. что существует g такая, что B(g)&
=ti)). Тогда по Т1 существует f такая, что

&(-\X = {V}&1 g(x) = v-+f(x) =

Так как {v}<=w (поскольку {v}^w&Yh(B(h)^>-(~\h(0) =v\f~]h{u) =
= w))), то для этой f: Yx(x<=w-+{f(x)<^v\/f{x)<=x)) (поскольку

f({v})=v и, с л е д о в а т е л ь н о , f({v})^{v}, а д л я о с т а л ь н ы х x^w: f ( x ) ^
G i i ) . О т с ю д а и п о Т 5
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Для этого z: г е о и, следовательно, г е ш . Теперь, полагая в определе-
нии z: t=f(z) и учитывая B(f), получаем f(z)^z<-*~\f(z)^z, откуда сле-
дует эта теорема.

ТЕОРЕМА 13 (пересечения). Для любой формулы D(v), не содержа-
щей переменных t, z,

+Yv (D (v)-

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть посылка теоремы верна. Тогда (учиты-
вая лемму и выбирая переменные х я f такими, чтобы они не входили
в D(v)) Yf(B(f)-+'3.v'3.x(D(v)&~~\f(x)^v)). Отсюда и по A3 (полагая в.
ней C(t)^>Yv(D(v)->~tt=v)) следует эта теорема.

F9. z =
F10. ~\
R6.
R7.
ТЕОРЕМА 14. V«(ORD(«)~V/(fe=u~-/c:u&ORD(/))).
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть и таково, что ORD(w), т. е.

+->Yx(x^t*-*xc=t&x^u)). Так как Yt(t^u-+~}t = u) (поскольку иначе
было бы: и^и&иаи) и так как Yx(x^u<-+Yy(y^x^y<^x&y^u)), то

и))),

откуда следует
Yt(t(=u^CZu&Yx(x(^t<->Vy(y^x*->yc:x&y<= t))),

что означает Yt(t^u-*-*-tciu&ORD (t)).

Пусть и таково, что Yt{t^u^-tc:u&ORD(t)), т. е.

Yt(t^u^tau&Yx(x(^t<->Vy(y<=x^y(Zx&ycB t))).

Тогда

<̂  у с х & V г (z е У <-* г с У & z е 0))).
откуда следует

V t (t GE и *-> Yx (x e /«->* e u & x C ^

Поскольку по предположению

то У^(^еы<->Ул;(хе^^^л;(=^&л:еы)), что означает ORD(w).
ТЕОРЕМА 15. Vu(Vf(fe«*-*-ORD(O)&~la = 0-»-n«e«
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим ы такое, что

&~\и = 0. Тогда по Т14

(x))).

Докажем, сначала, что ORD(H«). В силу того, что
~Yt(t(=u-+x^t)), получаем Yx(x(=r}u^Yt(t<=u-+xczt&ORD(x))), a
поскольку ~\и=0, то Yx{x^f)u~^>~Yt(t^u>-+x<^t)&ORD(x)), что ввиду
ORD(x)-+^\x<=x влечёт Yx(x^[~]u<->xczf)u&ORD{x)). Следовательно, по
Т14 ORD(n«).

Теперь докажем, что f]u^u, т. е. что Ш{г^иЫ={~\и). Предположим,
что это не так, т. е. что Yt(t^u-+f}uct). Тогда, ввиду ORD(fl«):

u-+f]u^t), т. е. П м ^ П " . что невозможно, так как по Т14
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ТЕОРЕМА 16 (обобщённая теорема полной упорядоченности;.

Zf(B(f)&Vx(ORD(f(x)))).

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что это не так. Тогда по A3 су-
ществует z такое, что Y/(fez^ORD(^)). Учитывая Т14, получаем
V / ( t e 2 « V i ( ; t : e ^ x c t o e 2 ) ) , т. е. ORD(z), что влечёт гег, Но это
невозможно, так как по Т14 V^(te2->fo2).

ТЕОРЕМА 17 (обобщённая теорема выбора).

Д о к а з а т е л ь с т в о . По Т16 существует / такая, что B(f)&
&Vx(ORD(f(x))). По Т8 существует h такая, что B(h)&Vx(h(x) =f[x\).
Поскольку для любого х V^(/e/i(x)->~ORD(£)), то по Т15 Ух{~\х=
= 0*+ПЦх)е=Н(х)). Тогда, в силу B(f) и B(h)&Vx(h{x) =f[x])

Отсюда и по А2 следует, что существует g такая, что

Новая система аксиом полностью и адекватно выразима в теории
Гёделя — Бернайса. Аксиомы А1 и А2 фактически доказаны в этой тео-
рии. Вопрос о доказуемости — недоказуемости аксиом A3 и А4 в этой
теории (конечно, с включённой в неё аксиомой выбора) пока открыт.
Если они доказуемы, то новая аксиоматическая теория множеств, по
существу, равносильна теории Гёделя — Бернайса, а значит, до извест-
ной степени, и теории Цермело-—Френкеля. Если хотя бы одна из них
недоказуема, то новая аксиоматическая теория множеств мощнее этих
теорий.

В любом случае, новая система аксиом имеет неоспоримые преиму-
щества перед другими системами аксиом теории множеств:

—всего четыре аксиомы, из которых
— первые две аксиомы образуют самостоятельную общую теорию

функций от одной переменной и не используют базовое отношение при-
надлежности;

— первые три аксиомы образуют непротиворечивую теорию;
—-четвёртая аксиома утверждает, что любое множество должно при-

надлежать некоторой транзитивной модели непротиворечивой теории,
получаемой из первых трёх аксиом.
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