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В рамках многомерного функционального исчисления генераторов полугрупп, ос-
нованного на классе функций Бернштейна нескольких переменных («многомерного
функционального исчисления Бохнера–Филлипса»), устанавливается теорема об отоб-
ражении спектра Тейлора набора коммутирующих генераторов.

§1. Введение и предварительные сведения

Одномерное функциональное исчисление Бохнера–Филлипса является суще-
ственной частью теории полугрупп операторов (см., например, [1]–[5]) и нахо-
дит важные применения в теории случайных процессов (см. [6, гл. XIII, §7],
[7, гл. XXIII, §5], [8]). Основы многомерного исчисления были заложены ав-
тором в [9]–[11]. В данной статье мы определяем совместный спектр Тейлора
набора коммутирующих генераторов полугрупп операторов класса C0 в бана-
ховом пространстве и устанавливаем теорему об отображении этого спектра для
многомерного исчисления Бохнера–Филлипса. Эта теорема выводится из тео-
ремы об отображении коммутантного спектра. Для формулировки результатов
напомним необходимые понятия и факты из [9] и [11].

Определение 1 [9]. Будем говорить, что неположительная функция ψ ∈
C∞((−∞; 0)n) принадлежит классу Tn (или является функцией Бернштейна
n переменных), если все ее частные производные первого порядка абсолютно мо-
нотонны (функция из C∞((−∞; 0)n) называется абсолютно монотонной, если
она неотрицательна вместе со своими частными производными всех порядков).

Очевидно, что Tn есть конус относительно поточечного сложения функций
и умножения на скаляр.

Известно [11], что каждая функция ψ ∈ Tn допускает интегральное пред-
ставление (здесь и ниже точкой мы обозначаем скалярное произведение в R

n
+ ;

запись s→ −0 означает, что s1 → −0, . . . , sn → −0):

ψ(s) = c0 + c1 · s+
∫

R
n
+\{0}

(es·u − 1) dμ(u) (s ∈ (−∞; 0)n), (1)

где c0 = ψ(−0) := lims→−0 ψ(s), а c1 из R
n
+ и положительная мера μ на R

n
+ \{0}

определяются по ψ однозначно.
Всюду далее через T1, . . . , Tn будут обозначаться попарно коммутирующие

однопараметрические C0 -полугруппы (т. е. сильно непрерывные на R+ полу-
группы) в комплексном банаховом пространстве X , удовлетворяющие условию
‖Tj(t)‖ � M (t � 0, M = const). Через Aj обозначим генератор полугруппы

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Государственной программы фундамен-
тальных исследований Республики Беларусь, договор №20061473.
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Tj с областью определения D(Aj) и положим A = (A1, . . . , An). Далее комму-
тирование операторов A1, . . . , An означает коммутирование соответствующих
полугрупп. Через Gen(X) мы будем обозначать множество всех генераторов
равномерно ограниченных C0 -полугрупп в X , а через I — единичный оператор
в X .

Операторнозначная функция T (u) := T1(u1) · · ·Tn(un) (u ∈ Rn
+) является

n-параметрической полугруппой класса C0 , а потому линейное многообразие
D(A) :=

⋂n
j=1D(Aj) плотно в X [7, §10.10].

Определение 2 [11]. Определим значение функции ψ из Tn вида (1) на
наборе A = (A1, . . . , An) при x ∈ D(A) формулой

ψ(A)x = c0x+ c1 ·Ax+
∫

R
n
+\{0}

(T (u)− I)x dμ(u), (2)

где c1 ·Ax :=
∑n
j=1 c

j
1Ajx.

Пусть ψ ∈ Tn , t � 0. Тогда функция gt(s) := etψ(s) будет абсолютно мо-
нотонной на (−∞; 0)n . Очевидно также, что gt(s) � 1. В силу многомерного
варианта теоремы Бернштейна–Уиддера (см., например, [12]) существует та-
кая единственная ограниченная положительная (вероятностная, если ψ(0) = 0)
мера νt на Rn

+, что при s ∈ (−∞; 0)n

gt(s) =
∫

R
n
+

es·u dνt(u). (3)

Определение 3. Используя обозначения, введенные выше, положим

gt(A)x =
∫

R
n
+

T (u)x dνt(u) (x ∈ X) (4)

(интеграл понимается в смысле Бохнера).
Очевидно, что ‖gt(A)‖ � Mn. Поскольку gt+r(s) = gt(s)gr(s), то νt образуют

сверточную полугруппу ограниченных мер на R
n
+ . Поэтому g(A) : t �→ gt(A) есть

равномерно ограниченная полугруппа операторов на X . В частности, g(A) есть
C0 -полугруппа. В одномерном случае она называется полугруппой, подчиненной
полугруппе T (терминология восходит к теории вероятностей, см. [6, §X.7], [8]).

В [13] было замечено, что основная теорема из [11] может быть уточнена
следующим образом.

Теорема 1. Замыкание оператора ψ(A) существует и является генерато-
ром полугруппы g(A) класса C0 , определенной формулой (4).

В самом деле, в [11] было доказано, что оператор ψ(A) замыкаем и его расши-
рением является генератор G C0-полугруппы g(A). Поэтому ψ(A) ⊆ G (черта
обозначает замыкание оператора). Покажем, что здесь имеет место равенство.
Поскольку операторы gt(A) коммутируют с Tk(s) при всех k, то, как легко
проверить, gt(A) : D(Ak)→ D(Ak) при всех k, а потому и gt(A) : D(A)→ D(A).
Отсюда следует, что D(A) есть существенная область для генератора G (см.
[14, следствие 3.1.7]). С другой стороны, D(A) есть существенная область для
оператора ψ(A), причем сужения операторов ψ(A) и G на D(A) совпадают.
Поэтому ψ(A) = G, что и завершает доказательство.
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Предыдущая теорема мотивирует окончательный вариант определения опе-
ратора ψ(A).

Определение 4 [11]. Под значением функции ψ из Tn на наборе A =
(A1, . . . , An) коммутирующих операторов из Gen(X) будем понимать генера-
тор полугруппы g(A). Это значение мы далее обозначаем через ψ(A). Возника-
ющее функциональное исчисление будем называть многомерным исчислением
Бохнера–Филлипса или Tn-исчислением.

Введенные выше обозначения и ограничения далее будут применяться без
дополнительных пояснений.

§2. Определение спектра Тейлора
и формулировка основной теоремы

Уже для функции ψ ∈ T1 теорема об отображении спектра может не выпол-
няться в том смысле, что равенство ψ(σ(A)) = σ(ψ(A)), где A ∈ Gen(X), σ(A)
— спектр оператора A, может не иметь места, в чем нас убеждает следующий
пример.

Пример 1. Пусть ψ(s) = es − 1. В этом случае представляющая мера μ
равна ε1 , мере Дирака на R , сосредоточенной в единице. В силу определения 4 и
теоремы 1 тогда ψ(A) = T (1)−I . Но известно, что существует такая равномерно
ограниченная полугруппа T2 класса C0 , для которой σ(A2) = ∅ (см., например,
[15, пример 9.6]). Тогда σ(T2(1)) 	= eσ(A2) , а потому σ(ψ(A2)) 	= ψ(σ(A2)).

Определение 5. Обобщенный комплекс Кошуля K (X,A) набора A опре-
делим как последовательность пространств и операторов

0←− X0
d0←− X1 ←− · · · dn−1←− Xn ←− 0,

где Xm = X ⊗∧m
C
n (m = 0, . . . , n), а каждый оператор dm = dm(A) имеет об-

ласть определения D(dm) ⊂ Xm+1 , являющуюся линейной оболочкой векторов
вида x⊗ ei1 ∧ · · · ∧ eim+1 , где (ek)nk=1 — стандартный базис в C

n , 1 � i1 < · · · <
im+1 � n, а x ∈ D(Aj1 · · ·Ajm+1) для любой перестановки (j1, . . . , jm+1) мульти-
индекса (i1, . . . , im+1). Для каждого m = 0, . . . , n − 1 оператор dm однозначно
определяется на D(dm) равенством

dm(x⊗ ei1 ∧ · · · ∧ eim+1) =
m+1∑
k=1

(−1)kAikx⊗ ei1 ∧ · · · ∧ êik ∧ · · · ∧ eim+1

(«крышка», как обычно, означает, что стоящий под ней вектор опущен).
Хотя обобщенный комплекс Кошуля формально выглядит так же, как и ком-

плекс Кошуля для набора ограниченных операторов (см., например, [16]), отли-
чие состоит в том, что дифференциалы dm не ограничены. При этом их области
определения D(dm) выбраны, как легко проверить, таким образом, что

dm : D(dm)→ D(dm−1).

Последовательность K (X,A) является комплексом в том смысле, что
dm−1dmx = 0 для всех x ∈ D(dm) и всех m. Это проверяется непосредственно
с помощью следующего утверждения.

Лемма 1. Если вектор x принадлежит D(AiAj) ∩D(Ai) , то он принадле-
жит D(AjAi) и AiAjx = AjAix (i, j = 1, . . . , n).
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Доказательство. Лемма прямо следует из теоремы 10.9.4 в [7].
(Последовательность

0←− X0
d0←− D(d0)←− · · · dn−1←− D(dn−1)←− 0

является комплексом векторных пространств и их морфизмов, но не являет-
ся комплексом нормированных пространств и их морфизмов в классическом
понимании термина «комплекс».)

Все сказанное выше о K (X,A) остается верным для любого набора (A1, . . . ,
An) неограниченных операторов в X , обладающих свойством, сформулиро-
ванным в лемме 1. В частности, это относится к набору λ − A := (λ1I −
A1, . . . , λnI − An), λ ∈ Cn , где A (как и всюду в данной работе) — набор
попарно коммутирующих генераторов полугрупп, описанный выше. При этом
D(dm(λ−A)) = D(dm(A)) для любого m.

Определение 6. Спектр Тейлора σT (A) набора A состоит из тех λ ∈ Cn ,
для которых комплекс K (X,λ−A) не является точным.

Ясно, что при n = 1 спектр σT (A1) совпадает с обычным спектром σ(A1)
оператора A1 .

Отметим, что, вообще говоря,
pr1 σT (A) 	= σ(A1),

т. е. проекционное свойство для нашего спектра Тейлора может нарушаться
(в качестве примера можно взять T (u) = T2(u2), где T2 — полугруппа из при-
мера 1; здесь σT (A) = ∅, σ(A1) = {0}).

Основным результатом работы является следующая
Теорема 2. Для любой функции Бернштейна ψ от n переменных справед-

ливо включение
σ(ψ(A)) ⊇ ψ(σT (A)).

При ψ(s) = et·s − 1 (t ∈ R
n
+) получаем

Следствие. Имеет место включение

σ(T (t)) ⊇ et·σT (A) (t ∈ R
n
+).

Теорема 2 вытекает из теорем 3 и 4, устанавливаемых ниже.

§3. Отображение коммутантного спектра

Определение 7. Будем говорить, что точка λ = (λ1, . . . , λn) ∈ C
n является

регулярной для набора A (и писать λ ∈ ρш(A)), если найдутся такие ограни-
ченные операторы Bk в X , Im(Bk) ⊆ D(Ak), k = 1, . . . , n, коммутирующие со
всеми Aj (т. е. BkAj ⊆ AjBk ), что

n∑
j=1

(λjI −Aj)Bj = I.

Коммутантный спектр набора A определим равенством1) σш(A) = Cn \
ρш(A).

1)Это понятие для случая ограниченных операторов введено в [17] (на это указал рецен-
зент).
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Очевидно, что в случае одного оператора σш(A1) совпадает с σ(A1).
Легко проверить также, что σш(A) ⊆ σ(A1) × · · · × σ(An) (рассуждая, как

в доказательстве предложения 1.9 из [17], можно показать, что σш(A) есть
замкнутое подмножество в C

n , однако этот факт нам далее не понадобится).
Теорема 3. Для любой функции Бернштейна ψ от n переменных справед-

ливо включение
σ(ψ(A)) ⊇ ψ(σш(A)).

Доказательство. Докажем, что

ρш(A) ⊇ {λ ∈ C
n : Re λ < 0, ψ(λ) ∈ ρ(ψ(A))}. (5)

При λ ∈ Cn , Reλ < 0 и x ∈ D(A) имеем в силу (1) и (3)

ψ(λ)x− ψ(A)x = c1 · (λI −A)x+
∫

R
n
+

(eλ·uI − T (u))x dμ(u). (6)

Для любых ограниченных операторов Bj , Cj , j = 1, . . . , n, в X справедливо
тождество
n∏
j=1

Bj −
n∏
j=1

Cj = (B1 − C1)
n∏
j=2

Bj + C1(B2 − C2)
n∏
j=3

Bj + · · ·+
n−1∏
j=1

Cj(Bn − Cn).

С учетом коммутирования полугрупп Tj получаем отсюда, что

eλ·uI − T (u) =
n∑
j=1

(eλjujI − Tj(uj))Uj(u), (7)

где
Uj(u) =

∏
1�l<j

Tl(ul)
∏

j<k�n
eλkuk

— ограниченные операторы в X , коммутирующие с Ti , i = 1, . . . , n, ‖Uj(u)‖ �
Mn−1 . Известно (см., например, [18, формулы (8.1a), (8.1b)]), что равенства

Vj(uj)x =
∫ uj

0

e(uj−s)λjTj(s)x ds

определяют ограниченные операторы в X , Im(Vj(uj)) ⊆ D(Aj), также комму-
тирующие со всеми Ti , причем ‖Vj(uj)x‖ � M‖x‖(euj Reλj − 1)/Reλj и

(eλjujI − Tj(uj))x = (λjI −Aj)Vj(uj)x при x ∈ X.
Подставляя это в (7), а результат — в (6), имеем

(ψ(λ)I − ψ(A))x =
n∑
j=1

cj1(λjI −Aj)x+
n∑
j=1

∫
R

n
+

(λjI −Aj)Vj(uj)Uj(u)x dμ(u)

=
n∑
j=1

(λjI −Aj)Wjx, (8)

где операторы

Wjx = cj1x+
∫

R
n
+

Vj(uj)Uj(u)x dμ(u)
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ограничены в X , так как

‖Wjx‖ �
(
cj1 +Mn−1

∫
R

n
+

‖Vj(uj)‖ dμ(u)
)
‖x‖

�
(
cj1 +

Mn

Reλj

∫
R

n
+

(euj Reλj − 1) dμ(u)
)
‖x‖

(интегралы сходятся, поскольку последний выражается через ψ((Reλj)ej), где
(ej)nj=1 — стандартный базис в R

n). Кроме того, Im(Wj) ⊆ D(Aj) и Wj комму-
тируют со всеми Ti , а потому и с ψ(A).

Если ψ(λ) ∈ ρ(ψ(A)), то, заменяя в (8) x на (ψ(λ)I − ψ(A))−1x, x ∈ X ,
получаем

x =
n∑
j=1

(λjI −Aj)(Wj(ψ(λ)I − ψ(A))−1)x при x ∈ X,

т. е. λ ∈ ρш(A), что доказывает (5).
Рассмотрим теперь случай, когда σ(Aj) ⊆ {Reλj < 0} при всех j . Если

мы предположим, что в этом случае теорема неверна, т. е. найдется число из
ψ(σш(A)), не принадлежащее σ(ψ(A)), то ψ(λ) ∈ ρ(ψ(A)) при некотором λ ∈
σш(A), а это противоречит (5).

Перейдем к общему случаю. В силу ограниченности рассматриваемых полу-
групп при всех j = 1, . . . , n справедливо включение σ(Aj) ⊆ {Reλj � 0}. Тогда
для любого δ > 0 операторы Aj − δI принадлежат Gen(X) и σ(Aj − δI) ⊆
{Reλj < 0} при всех j . Кроме того, ψδ(s) := ψ(s− δ̄) ∈ Tn и ψδ(A) = ψ(A− δ̄I),
где δ̄ := (δ, . . . , δ). По доказанному выше

σ(ψδ(A)) = σ(ψ(A− δ̄I)) ⊇ ψ(σш(A− δ̄I)) = ψδ(σ(ш(A)). (9)

Далее, в доказательстве основной теоремы из [11] показано, что ψ(A)x =
ψδ(A)x+Fδx при x ∈ D(A), где Fδ — ограниченный оператор. Но тогда ψ(A) =
ψδ(A) +Fδ , поскольку по теореме 1 D(A) есть существенная область для обеих
частей этого равенства. Кроме того, в [11] показано, что ‖Fδ‖ → 0 (δ → 0), а
потому по теореме о спектре возмущенного оператора (см. [19, теорема IV.3.6];
ρH обозначает метрику Хаусдорфа)

ρH(σ(ψδ(A)), σ(ψ(A)))→ 0 (δ → 0).

Следовательно, для любого ε > 0 при достаточно малых δ > 0 имеем σ(ψδ(A)) ⊆
Bε[σ(ψ(A))]; здесь Bε[N ] := {z ∈ C : inft∈N |z − t| � ε} для любого множества
N ⊂ C . А тогда ψδ(σш(A)) ⊆ Bε[σ(ψ(A))] в силу (9).

С другой стороны, при достаточно малых δ > 0 имеет место включение
ψ(σш(A)) ⊆ Bε[ψδ(σш(A))]. Это следует из того, что ψ(λ)−ψ(λ− δ̄)→ 0 (δ → 0)
равномерно по λ ∈ {Reλ � 0}, так как

|ψ(λ)− ψ(λ− δ̄)| � c1 · δ̄ +
∫

R
n
+

(1− e−u·δ̄) dμ(u)→ 0 (δ → +0)

по теореме Б. Леви. Следовательно, ψ(σш(A))⊆Bε[Bε[σ(ψ(A))]]⊆B2ε[σ(ψ(A))],
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а потому
ψ(σш(A)) ⊆

⋂
ε>0

B2ε[σ(ψ(A))] = σ(ψ(A))

в силу замкнутости множества σ(ψ(A)).

§4. Сравнение коммутантного спектра и спектра Тейлора —
окончание доказательства теоремы 2

Основная теорема вытекает из теоремы 3 и следующего утверждения.
Теорема 4. Имеет место включение

σш(A) ⊇ σT (A).

Для доказательства нам понадобятся две леммы.
Лемма 2. Пусть ограниченный оператор B : X → X коммутирует с каж-

дым из операторов Tk(t) . Тогда B отображает линейное многообразие
D(Ai1 · · ·Aim) в себя для любого набора индексов 1 � i1 < · · · < im � n и

BAi1 · · ·Aimx = Ai1BAi2 · · ·Aimx = · · · = Ai1 · · ·AimBx
для любого x ∈ D(Ai1 · · ·Aim) .

Доказательство. Оператор B коммутирует с каждым из генераторов Ak ,
откуда следует справедливость утверждения леммы при m = 1. Предположим
теперь, что m � 2, и покажем, что BAi2 · · ·Aimx ∈ D(Ai1) при любом x ∈
D(Ai1 · · ·Aim) и

BAi1 · · ·Aimx = Ai1BAi2 · · ·Aimx.
Для доказательства достаточно заметить, что для вектора y := Ai2 · · ·Aimx,
принадлежащего D(Ai1),

Ti1(h)By − By
h

= B
Ti1(h)y − y

h
,

причем правая часть стремится к BAi1y при h→ 0.
Применяя теперь доказанное утверждение к BAi2 · · ·Aimx и т. д. (и учитывая

коммутирование B с Ak ), получаем требуемое.
Лемма 3. Пусть ограниченный оператор B : X → X коммутирует с каж-

дым из операторов Aj , j = 1, . . . , n , и Im(B) ⊆ D(Ak) для некоторого k . Тогда
для любого набора индексов 1 � j1 < · · · < jm � n справедливо включение

D(Aj1 · · ·Ajm)

⊆ D(AkAj1 · · ·AjmB) ∩D(Aj1AkAj2 · · ·AjmB) ∩ · · · ∩D(Aj1 · · ·AjmAkB).

При этом, если x ∈ D(Aj1 · · ·Ajm) , то
AkAj1 · · ·AjmBx = Aj1AkAj2 · · ·AjmBx = · · · = Aj1 · · ·AjmAkBx.

Доказательство леммы проведем индукцией по m.
Рассмотрим сначала случай m = 1. Пусть x ∈ D(Aj1). Тогда Aj1Bx =

BAj1x ∈ D(Ak), т. е. x ∈ D(AkAj1B). Кроме того, Bx ∈ D(AkAj1) ∩ D(Ak) ⊆
D(Aj1Ak) по лемме 1. Значит, x ∈ D(Aj1AkB) и по той же лемме Aj1AkBx =
AkAj1Bx.

Переходя к случаю m = 2, предположим, что x∈D(Aj1Aj2). Тогда по лемме 2
AkBAj1Aj2x = AkAj1BAj2x = AkAj1Aj2Bx, причем все значения существуют.
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Следовательно, x ∈ D(AkAj1Aj2B) и, кроме того, BAj2x ∈ D(AkAj1) ∩D(Ak).
Поэтому по лемме 1 Aj2Bx = BAj2x ∈ D(Aj1Ak), т. е. x ∈ D(Aj1AkAj2B). Сно-
ва применяя лемму 1, выводим отсюда, что Bx ∈ D(AkAj2)∩D(Ak) ⊆ D(Aj2Ak)

и AkAj2Bx = Aj2AkBx. А так как существует Aj1AkAj2Bx, то существует и
Aj1Aj2AkBx и справедливы равенства

AkAj1Aj2Bx = Aj1AkAj2Bx = Aj1Aj2AkBx,

что доказывает наше утверждение при m = 2.
Предположим теперь, что утверждение леммы верно при некотором m � 2,

а x ∈ D(Aj1 · · ·Ajm+1). Тогда x1 := Aj3 · · ·Ajm+1x ∈ D(Aj1Aj2) и в силу рас-
смотренного выше случая m = 2

AkAj1Aj2Bx1 = Aj1AkAj2Bx1 = Aj1Aj2AkBx1, (10)

причем все значения существуют. Но по лемме 2 Bx1 = Aj3 · · ·Ajm+1Bx. С уче-
том (10) отсюда следует, что

AkAj1Aj2 · · ·Ajm+1Bx = Aj1AkAj2 · · ·Ajm+1Bx = Aj1Aj2AkAj3 · · ·Ajm+1Bx
(11)

и все значения существуют. А так как x ∈ D(Aj3 · · ·Ajm+1), то по индуктивному
предположению

AkAj3 · · ·Ajm+1Bx = Aj3Ak · · ·Ajm+1Bx = · · · = Aj3 · · ·Ajm+1AkBx,

где все значения также существуют. Подстановка этих равенств в (11) завершает
индуктивный переход.

Доказательство теоремы 4. Достаточно показать, что обобщенный ком-
плекс Кошуля K (X,λ−A) точен для любого λ ∈ ρш(A). Пусть Bk — операторы
в X , фигурирующие в определении 7. Как и для случая ограниченных опера-
торов (см. [20, гл. 1, предложение 2]), положим

sm : Xm → Xm+1 : x⊗ ei1 ∧ · · · ∧ eim �→ −
n∑
k=1

Bkx⊗ ek ∧ ei1 ∧ · · · ∧ eim , x ∈ X.

Точность комплекса K (X,λ−A) будет следовать из справедливости равенств

dm(λ− A)smy + sm−1dm−1(λ−A)y = y (m = 1, . . . , n)

при всех y ∈ D(dm−1(A)). Формально они проверяются непосредственно, одна-
ко, в отличие от случая ограниченных операторов, мы должны убедиться еще в
том, что smy ∈ D(dm(A)) (напомним, что D(dm(λ− A)) = D(dm(A))). Но если
y = x⊗ei1∧· · ·∧eim , где x ∈ D(Aj1 · · ·Ajm) для любой перестановки (j1, . . . , jm)
мультииндекса (i1, . . . , im), то по лемме 3 для любого k = 1, . . . , n

Bkx ∈ D(AkAj1 · · ·Ajm) ∩D(Aj1AkAj2 · · ·Ajm) ∩ · · · ∩D(Aj1 · · ·AjmAk),
т. е. Bkx ∈ D(Al1 · · ·Alm+1) для любой перестановки (l1, . . . , lm+1) мультииндек-
са (k, i1, . . . , im). Последнее и означает, что smy ∈ D(dm(A)).

Отметим, что включение в теореме 4 может быть строгим даже в случае
ограниченных операторов (см. [21, теорема 4.1]).

Автор благодарит рецензента за замечания, способствовавшие улучшению
изложения.
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