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Для устойчивой аппроксимация негладкого (разрывного) решения линейного операторного уравнения 
1-го рода предлагается двухэтапный регуляризующий алгоритм. На первом этапе проводится тихонов­
ская регуляризация, где в качестве стабилизирующего функционала используется полная вариация (total 
variation) в совокупности с нормой LP(D), D с Rm- Это позволяет установить сильную сходимость регуля-
ризованных решений в LP(D) и сходимость их вариаций без каких-либо ограничений на размерность m. 
На втором этапе для решения регуляризованной задачи применяется и обосновывается субградиентный 
метод с итерациями в более гладком пространстве W£(D). Кроме того, формулируется и доказывается 
теорема сходимости дискретных аппроксимаций для регуляризованной задачи. 

1. Введение 

При устойчивом восстановлении негладких, в частности, разрывных решений некоррект­
ных задач, рассматриваемых в виде операторного уравнения 

Au = f, (1.1) 

принципиальным вопросом является выбор стабилизирующего функционала в вариационных 
методах регуляризации. Требования, предъявляемые к стабилизатору, носят в определенном 
смысле противоречивый характер. С одной стороны, этот функционал должен обладать доста­
точно сильным стабилизирующим эффектом, чтобы гарантировать сходимость в подходящей 
топологии, а с другой, не слишком заглаживать решение, чтобы не потерять тонкой структу­
ры. 

В случае, когда пространство решений — пространство функций одной переменной, для 
этой цели во многих работах в методе Тихонова использовались стабилизаторы вида ft (и) — 
сх\\и\\ + 7 V [ u ] , где а2 + 7 2 > 0, V[u] — вариация функции и на сегменте, а | |и|| — некоторая 
норма, как правило, Lp (р > 1 ) . На этом пути удается получить кусочно-равномерную сходи­
мость регуляризованных решений к нормальному решению уравнения (1.1) (см., например, [1] 
и библиографию в ней). 

В цикле работ [2,3] результаты по кусочно-равномерной аппроксимации обобщены на дву­
мерный и многомерный случаи. В качестве второго члена стабилизатора здесь берется вариа­
ция на m-мерном параллелепипеде D, определяемая по аналогии с функцией одной перемен­
ной, a ||u|| = • Случай т < 3 изучался в [4] с использованием стабилизатора 

np(u) = \\u\\Ll + Jp(u), -

1 Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований 
(проект 00-01-00325) 
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где 

Jp(u) = sup{ J(u(x)divv(x) + у/0(1 - \v{x)\2))dx : v € С $ ( Д R m ) , \v(x)\ < 1} . 
D 

При 0 = 0 Jp (и) может быть переписан в форме 

J(u) = sup{Ju(x)divv(x)dx : 1 ) £ С } ( Д Г ) , \v(x)\ < 1 } . (1.2) 

Функционал J(u) носит название полной вариации (total variation) функции и (см. [5]). Дока­
зана сильная сходимость регуляризованных по Тихонову решений в пространстве Lp, 1 < р < 
т/(т — 1) и слабая сходимость в Lp при р = т/(т — 1 ) . 

В настоящей работе для произвольной размерности т и произвольной области D с ку­
сочно-гладкой границей используется стабилизирующий функционал в виде 

n(u) = a\\u\\p

Lp{D)+-/J(u) ( р > 1 ) (1.3) 

и доказывается сильная сходимость регуляризованных решений в пространстве Lp(D) для 
любого р > 1 вместе со сходимостью по функционалу J(u). Кроме того, дается обоснование 
устойчивости (сходимости) конечномерных аппроксимаций для тихоновского регуляризато-
ра. Наконец, устанавливается теорема сходимости в LP(D), р > 2, целого класса итератив­
ных методов субградиентного типа для задачи минимизации регуляризующего функционала 
с негладким (недифференцируемым) стабилизатором (1.3). Заметим, что проблема обоснова­
ния алгоритмов негладкой оптимизации для регуляризованной задачи в упомянутых выше 
работах не затрагивается. 

Стабилизатор (1.3) при р = 2 ранее рассматривался в работе [6]. Однако, как и в [4], 
сильная сходимость регуляризованных решений здесь получена только при р < т/(т — 1 ) . В 
общей ситуации сильная сходимость в L% и оценка погрешности устанавливаются при допол­
нительных условиях на гладкость решения. 

При дальнейшем изложении для простоты полагаем а = 7 = 1 и, как правило, опускаем 
индекс Lp(D) при норме. 

2 . Сходимость регуляризованных решений 

Пусть А — линейный ограниченный оператор, действующий из Lp(D) в Lq(S), где 
l < p , 9 < o o , D C Шт, S С Шк. Обратимость А или непрерывность обратного к А оператора не 
предполагается, поэтому уравнение (1.1) относится к числу существенно некорректных задач. 
Пусть уравнение (1.1) разрешимо в пространстве U = {и € Lp(D) : J(u) < 00} для точных 
данных А, / , которые заданы своими приближениями Ah, fs с условиями аппроксимации 

\\f-fs\\<S, \\A-Ah\\<h. (2.1) 

Заметим, что U, наделенное нормой = | | U | | L P + J(u), является банаховым пространством, 
что устанавливается аналогично случаю р = 1 (см. [5], замечание 1.12). Рассмотрим метод 
регуляризации Тихонова в форме 

mm {\\Ahu-fs\\q + aCl(u-и0) : и е U} , (2.2) 

где стабилизирующий функционал С1(и) определен формулой (1.3) с J(u), заданным соотно­
шением (1.2). 
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Теорема 2 . 1 . Пусть A, Ah — линейные ограниченные операторы. Тогда для любой пары 
Ah, fs с условием (2.1), для любого а > 0 и u° G U задача (2.2) имеет единственное решение 
иа, и при связи параметров а(6, h) —> 0, (6 + h)q/a(5, h) 0 имеет место сходимость 

lim ||u e(''h> - u\\Lv = 0, lim J{ua{6'h) - и0) = J{u - и 0 ) , 

где й — нормальное решение уравнения (1.1) относительно строго выпуклого функционала 
П ( и - « ° ) . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разрешимость. Обозначим через Ф а ( и ) целевой функционал в 
задаче (2.2), а через Ф" — его нижнюю грань. Пусть ит — минимизирующая последователь­
ность, т.е. Фа(ит) - » Ф", т —)• с о . Тогда {ит} ограничена по норме Lp и поэтому слабо 
компактна, т.е. umk —rueLp. Принимая во внимание слабую непрерывность оператора Ah и 
слабую полунепрерывность снизу функционала J(u) (см. [5], теорема 1.9) в Lp, имеем цепоч­
ку неравенств 

< Ф в ( « ) < liminf Фа{итк) < 1ш18ирФ а (и т *:) = Ф?, 

из которой следует, что й реализует минимум в задаче (2.2). 
Так как функционалы 

JV(u) = | | j4 h t i - /* | |« , J(u-u°) 

выпуклые ([4], теорема 2.4), a и ° | | р — строго выпуклый как степень р > 1 строго выпуклой 
нормы, то экстремальный элемент й единственен. 

Сходимость. Переобозначим й через иа. Пусть й — нормальное решение уравнения (1.1) 
относительно функционала С1(и — и0) = \\и — и°\\р + J(u — и0), т.е. 

П(й - u°) = min{ft(u - u°) : Аи = /}. 

Поскольку множество решений уравнения (1.1) выпукло и замкнуто, a Q(u — и0) — строго 
выпуклый слабо полунепрерывный снизу функционал, то нормальное решение существует и 
единственно. 

Из очевидного неравенства 

Ф > ° ) = \\Ahua - fs\\q + а(\\иа - и°\\г + J(ua - и0)) < 

< Ф в ( в ) < (Л||в|| + S)9 + а{\\и - u ° | | p + J(u - и0)) 

имеем оценку 

| | « E - U°\\P + J(ua - и0) < Щ\и\\ + ёу/а + \\и - u ° | | p + J(u - и0), (2.3) 

из которой при связи параметров a(S, h), оговоренных в условиях теоремы, следует ограни­
ченность { и а ^ ' Л ) } . Поэтому для некоторой подпоследовательности ct(Sk, hk) = ctf. 

иак -г и*, к - » со , (2.4) 

т.е. сходится слабо в Lp. Тогда с учетом предыдущих соотношений получаем 

\\Аи* - / | | < liminf \\Аиак - /|| < Ътт£[Фак(иак)]г^ < l i m s u p [ $ Q * ( u ) ] 1 / 9 = 
к-¥оо k-too k—yoo 

= l imsup[(/ i f c | |u | | + 6кУ + ак(\\й - uY + Ай - « ° ) ) ] 1 / 9 = О, 
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т.е. it* — решение уравнения (1.1). 
Из соотношений (2.3), (2.4) находим, что 

||u* - и°\\р + J(u* - и0) < l iminf[ | |u a * - « ° | | р + J(uak - и0)] < 
к-*оо 

< l imsup[| |u a * - « ° | | р + J(uak - и0)} < \\й - и°\\р + J(u - и0), 
к-юо 

Последнее означает, что и* совпадает с нормальным решением й. Кроме того, справедливо 

lim [ | | « а * - « ° | | р + J(uak - и0)] = \\и - и°\\р + J(u - и0), 
к-¥оо 

что с учетом слабой полунепрерывности снизу функционалов влечет сходимость 

lim | |u a*-u 0 | |P = ||u-u0||p, lim J(uak - и0) = J{u - и0). (2.5) 
к-too k-yoo 

Так как Lp при р > 1 — равномерно выпуклое пространство, то (2.4), (2.5) влекут сильную 
сходимость в Lp ([7], стр. 37) 

lim | |u a * = 0. (2.6) 
к-уоо 

Поскольку из доказательства следует, что й — единственная предельная точка, то (2.5) и (2.6) 
справедливы и для всей последовательности. 

Теорема доказана. 

Следствие 2.1. Пусть известна априорная информация о принадлежности нормального 
решения й выпуклому замкнутому множеству К С U. Тогда утверждение теоремы сохра­
няет силу, если в методе регуляризации (2.2) заменить пространство U на множество К. 

Полученные результаты по сходимости регуляризованных решений обобщаются на случай 
нелинейных операторов А, а именно: справедлива следующая теорема. 

Теорема 2.2. Пусть A, Ah — нелинейные секвенциально слабо замкнутые операторы ([7], 
стр. 61) гбз LP(D) в Lg(S) с условием аппроксимации: для любого ограниченного множества 
QCU 

sup{p(u) - Ah(u)\\ : и е Q} 0, h 0. 

Тогда справедливо заключение теоремы 2.1 в части сходимости регуляризованных решений 
с заменой обычной сходимости в Lp на fi-сходимостъ оптимальных множеств Ua^'h^ ко 
множеству нормальных решений U, т.е. 

sup inf I \ u a W _U |H0, S, h -»• 0. 
ua(S,h)&ua(S,h) uev 

Д о к а з а т е л ь с т в о можно получить, следуя с несущественными изменениями мето­
дике, изложенной при доказательстве теоремы 2.1. 

Следствие 2.2. Утверждение теоремы 2.1 сохраняет силу, если вместо непрерывности 
операторов A, Ah потребовать лишь их замкнутость. 

В некоторых случаях при восстановлении разрывных решений уравнения (1.1) возникает 
необходимость в привлечении стабилизатора Щи), обладающего большим регуляризующим 
эффектом для получения сходимости приближенных решений в более сильной норме, чем Lp, 
но более слабой норме, чем Wp (n > 1). Для этой цели (в одномерном случае) естественно 
использовать пространство Соболева с дробной производной. Остановимся на этом подробнее. 
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Как известно [8], односторонний интеграл Римана-Лиувилля дробного порядка /3 функции <р 
определяется по формуле 

t 

а 

На множестве функций u(t), представимых в форме (2.7), где <р € Lp(a, b), введем норму 

ь ь 

\\U\\P = J К * ) | р dt + J \Dp

a+u{t)\P dt, 

где 

r>P п\ 1 d f u(s) 
D°+U(t) = ToTT) d~t J w^7ds 

a 
левосторонняя дробная производная порядка /3. 

Полученное пространство обозначим через Wp{a, Ь). При 1 < р < оо это — полное рав­
номерно выпуклое пространство, а при р = 2 — гильбертово, причем его норма сильнее, чем 
норма Lp(a,b), но слабее, чем норма Wp(a, b) (см. [9]), и все пространства непрерывно вложе­
ны. Таким образом, в нашем распоряжении целая шкала пространств, нормы которых можно 
использовать в качестве стабилизатора в тихоновской регуляризации при аппроксимации раз­
рывных решений. 

Теорема 2.3. Пусть в задаче (2.2) стабилизатор С1(и — и0) = \\и — и°\\р ~ (0 < 0 < 1, 

1 < р < оо) , а пространство U = Wp(a,b). При выполнении условий теоремы 2.1 или 2.2 
задача (2.2) однозначно разрешима и имеет место сильная сходимость регуляризованных 
решений 

lim \\uaW-u\\ в=0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку Wp, Lq (1 < р, q < оо) — равномерно выпуклые про­
странства, то при установлении сходимости экстремалей иа можно воспользоваться известной 
методикой (см. например, [7]). 

Следствие. Если нормальное решение й € Lq, где q — р/(1 — (Зр), то 

lim \ \ u a ^ - u \ \ L q = 0 . -

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из известного факта, что при данной связи параметров 
оператор / f + : Lp —»• Lq ограничен (см. [8], теорема 3.5). 

3 . Субградиентные методы решения регуляризованной задачи 

Возможность применения итерационных процессов градиентного типа в задачах миними­
зации может быть реализована в условиях существования, по крайней мере, субградиента 
целевого функционала. В нашем случае исследование субдифференцируемости функционала 
полной вариации J (и), который входит в целевой функционал задачи (2.2), в пространстве Lp 

крайне затруднительно. Поэтому основная идея, которая здесь предлагается, заключается в 
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том, чтобы строить минимизирующую последовательность в задаче (2.2) на основе субгради­
ентного метода не в пространстве Lp(D), а в более гладком пространстве Wp(D), в частности, 
W\- Тогда для функций и G W^iD) функционал (1.2) на основании формулы Грина прини­
мает вид 

т 

t=i 

что обеспечивает его субдифференцируемость на W%(D) ([10], стр. 210) и позволяет использо­
вать технику гильбертова пространства при доказательстве сходимости целого класса методов 
субградиентного типа. 

3.1. Принципиальная возможность построения в задаче (2.2) минимизирующей последо­
вательности из более гладких функций и € W\ (D) вытекает из следующей леммы. 

Лемма 3.1. Для любой функции конечной полной вариации и € U = {и : и € Lp(D), 
J(v) < о о } существует последовательность функций Uj G C°°(D), для которой 

lim \\UJ — U\\LV = 0 (р > 1), lim J {и А = J(u). 
j-УОО V j-УОО ^ 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы можно получить, например, несколько модифицируя ме­
тодику, разработанную в [5] (теорема 1.17) для случая р = 1. 

Для обоснования сходимости субградиентного метода рассмотрим случай гильбертовых 
пространств, т.е. р = q = 2 . 

Для аппроксимации регуляризованного решения иа, т.е. решения задачи (2.2) (р = q = 2), 
рассмотрим один из вариантов субградиентного метода 

= uk-Xk ЭФа(ик) J P * e ( u * ) | | , (3.1) 

где дФа(ик) — произвольный субградиент целевого функционала в точке ик. 
оо 

Теорема 3.1 . Пусть \ к > 0, А*. —»• 0, ^ А* = оо, и0 6 W%- Тогда для итераций (3.1) 
к=0 

справедливы следующие свойства: 

1) lim Ф а ( г Л ) = Ф£, где /с,- определяется условием: min Фа(ик) = Ф а ( г Л ) ; 
i-too 1<&<» 

2) Urn \\uki -иа\\ = 0 ; 
i-yoo 

3) lim J(uki - и0) = lim f |V(u k i - u°)\dx = J(ua - u°). 
i—yoo i—yoojy 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как функционал Фа(и) непрерывен в пространстве W%, 
то для доказательства того факта, что и** — минимизирующая последовательность, можно 
использовать стандартную технику, развитую для случая пространства Ш.т (см., например, 
[11-13]). А именно, аналогичным образом показывается, что для любого е > 0 найдется индекс 
к* — k*(s) такой, что 

ик' eGe = {ue Wl : Фа(и) < Ф? + е}. 

Тогда Фа(ик') < Ф" + е при /с,- > к*, поскольку Ф а ( г Л + 1 ) < Ф а ( г Л ) . Тем самым установлено, 
что ик* — минимизирующая последовательность, т.е. доказано свойство 1). 

Из последнего факта следует, что {uki} ограничена в Li и, следовательно, найдется слабо 
сходящаяся подпоследовательность, которую для простоты будем считать совпадающей со 
всей последовательностью, 

Uki —т й 6 L%, * —* ОО. 

J(u) J | V « | dx, | V « | 



Регуляризация и итеративная аппроксимация 195 

С учетом слабой полунепрерывности снизу норм и функционала полной вариации J(u) полу­
чаем 

Ф? < Ф а ( б ) < liminf Ф(гЛ) = lim Ф(и*<) = Ф?, (3.2) 
1—юо t—юо 

т.е. й совпадает с иа. Кроме того, имеем 

\\Ahuki - М|2 < l iminf \ \A h u k i - M|2, | | « a | | 2 < Hminf \ \u k i \ \ 2 , J(ua) < liminf J(u**). 
i—yoo i—yoo i—yoo 

Объединяя последние соотношения с (3.2) и принимая во внимание, что й = иа — единственная 
предельная точка последовательности гА , получаем свойства 2), 3) . 

Анализ доказательства теоремы 3.1 показывает, что при обосновании сходимости субгра-
диентного метода для задачи (2.2) рассмотрение случая р = q = 2 было обусловлено тем, что 
такой выбор обеспечивал непрерывность целевого функционала в пространстве W% (D). Это 
свойство гарантировало субдифференцируемость функционала и существенно использовалось 
при доказательстве свойства 1). Поэтому, привлекая теоремы вложения W£(D) -> LP(D) (см. 
[14]), можно рассмотреть общий (негильбертов) случай в задаче (2.2) и установить сходимость 
итераций в Lp(D) при некоторых дополнительных условиях на размерность пространства и 
область D. Для этого достаточно, чтобы соответствующий оператор вложения был непреры­
вен. 

Теорема 3.2. Пусть область D удовлетворяет условию конуса ([14], стр. 66), для ите­
рационного процесса (3.1) выполнены условия теоремы 3.1. Тогда справедливо заключение тео­
ремы 3.1 с заменой свойства 2) на 
2') l i m | | u * i - t t e l | i p = 0 , 

I—юо 

где 
a ) 1 < 9 < Р, 2 < р < 2т / (т — 2), если т > 2; 

b) 1 < q < р, 2 < р < оо, если т < 2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о следует из теоремы 3.1 и теоремы вложения (см. теорему 5.4 

из [14]), согласно которой при принятых соотношениях на параметры р, т оператор вложения 
/ : W% ~* Lp непрерывен. 

З а м е ч а н и е 3.1. Вариант субградиентного метода в форме (3.1) был выбран исключи­
тельно в качестве иллюстрации предлагаемой методики. При дополнительном условии огра­
ниченности субдифференциала дФа(х) теорема 3.1 сохраняет силу, если вместо процес­
са (3.1) использовать его различные модификации: релаксационные методы, методы усред­
нения, е-субградиентный метод и другие более эффективные схемы (см. [11-13]). 

В частности, справедлива 

Теорема 3.3. Пусть субдифференциал дФа(и) в задаче (2.2) (при р = q = 2) — ограни­
ченное отображение в W%- Тогда 

а) если в условиях теоремы 3.1 последовательность параметров \ к удовлетворяет допол-
оо 

нительному соотношению 53 А | < оо, то свойства 1)-3) имеют место для всей последова­
ло 

тельности ик; 
б) если Ф" известно и А*. = (Фа(ик) — Ф") / | | У Ф а ( и * ) | | , то для всей последовательности ик 

справедливы свойства 1)-3) и верна оценка 

\тгш£у/к(Фа(ик)-Ф^) = 0. 
к-уоо 
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Д о к а з а т е л ь с т в о свойства 1) устанавливается так же, как и в случае М т (см. 
[11,12]), а свойства 2), 3) — аналогично теореме 3.1. 

З а м е ч а н и е 3.2. В негильбертовом случае при условиях теоремы 3.2 заключение тео­
ремы 3.3 остается справедливым с заменой свойства 2) на свойство 2 ' ) . 

3.2. Пусть наряду с базовым уравнением (1.1) известна дополнительная информация о 
нормальном решении в виде системы выпуклых неравенств 

й € К = {и е Li[D) : hi(u) < 0, г = 1 ,2 , . . . , т } . 

Если ввести выпуклый недифференцируемый функционал h(u) — т а х { / ц ( и ) : 1 < г < т } , 
то априорное множество К можно переписать в эквивалентной форме К = {и б L-i(D) : 
h(u) < 0 } . Если мы хотим учесть в алгоритме априорную информацию о решении, естественно 
вместо (2.2) рассмотреть задачу на условный экстремум 

т ш { Ф а ( « ) : и Е К}. (3.3) 

Предположим, что функционалы hi(x) полунепрерывны снизу в LP(D) и непрерывны в W^D). 
Кроме того, полагаем, что для системы выпуклых неравенств, определяющей множество К, 
выполнено условие Слейтера. 

Для приближенного решения системы (3.3) можно использовать субградиентный метод 
(3.1), если предварительно его модифицировать [13], заменив субградиент дФа(ик) на элемент 
gk Е G(uk), где 

{ дФа(и), если h(u) < 0; 

conv {дФа(и) U dh(u)}, если h(u) = 0; 

dh(u), если h(u) > 0, 

где conv {В} — выпуклая оболочка множества В. 

Теорема 3.4. Для модифицированного метода справедливо заключение теорем 3.1-3.3. 

Д о к а з а т е л ь с т в о в основном повторяет схему рассуждений из теоремы 3.1. 

З а м е ч а н и е 3.3. Поскольку оператор / : W% —>• W$ непрерывен, то для задачи (2.2) 
со стабилизатором П(и — u°) = \\и — и ° | | 2 а (р = q = 2) справедливы аналоги теорем 3.1-3.4 

Щ 
о сильной сходимости субградиентного метода и его модификаций в пространстве W%. 

Теоремы 2.1, 3.1-3.4 позволяют сформировать двухэтапньгй регуляризующий алгоритм 
(РА) для задачи (1.1), в котором на первом этапе к уравнению применяется метод Тихо­
нова с негладким (недифференцируемым) стабилизатором П(и), а на втором при подходяще 
выбранном параметре а применяется итерационный субградиентный метод (3.1) или его мо­
дифицированный аналог. 

4 . Дискретная аппроксимация экстремальной задачи 

При численной реализации изложенного выше РА неизбежен также еще один этап — 
этап конечномерной (дискретной) аппроксимации процесса (3.1) или бесконечномерной за­
дачи (2.2). 

Пусть D — m-мерная область прямоугольных очертаний, для определенности, например, 
единичный куб. Построим равномерную сетку с шагом h = 1/п по каждой переменной, введем 
сеточный аналог К^* в пространстве Rm 

1С = { х 6 Rm : х е (hh,... ,jmh), л , . . . , j m = 0, ± 1 , ± 2 , . . . } 
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я сеточные функции ип : —>• К, здесь ТЩ? — п т -мерное пространство векторов ип, индекс п 
означает, что функция задана на сетке с шагом h = 1/п. 

Введем семейство связывающих операторов 

7> = { р „ : (рпи)(х) = ЪГт J u(y)dy}, (4.1) 

где шп(х) — элементарная ячейка объемом hm с узлом х = (х\,Х2,... ,хт), т.е. шп(х) = 
{yeRm: Xj-h<yj < Xj}. 

О п р е д е л е н и е 4.1 [15]. Последовательность пространств {Un} образует дискретную 
аппроксимацию пространства U, если существует семейство V = {рп} связывающих операто­
ров рп : U —>• Un, удовлетворяющих следующим свойствам: 
l ) V n pnU = Un; 

2) lim | |p„u| | i /„ = \\и\\и; п—юо 
3) lim | | p n ( a u + 0,'и') — арпи — а'рпи'\\ип = 0 Vu, и' € U, Vo, о ' € R. 

п—юо 

Как известно [15-17], семействоV , задаваемое формулой (4.1), порождает дискретную ап­
проксимацию пространства LP(D) последовательностью пространств {1р} с нормой 

I K I l i ? = Е Л Г О | " п ( х ) | р , Dn = D D K -

Аналогичным образом вводится дискретная аппроксимация пространства Lq(S) последова­
тельностью {1д} с помощью связывающих операторов Q = {qn}. Дискретная аппроксима­
ция пространств Lp, Lq порождает дискретную и дискретную слабую сходимость элементов 
(функций) и операторов [15-18]: 

V 
и п У и -Ф=Ф- lim | |tt n — p n i i | | = О, 

П - Ю О 

V V 
ип г и -Ф=Ф- Vu n г v => lim (г>„, ип} = (и, и), 

П - Ю О 
VQ V Q 

An > A <=> V u n > и =Ф- Anun > Au, 
VQ V Q 

An T A <=>• V u n т и ==> Anun r Au; 

здесь ( , ) — соотношение двойственности или скалярное произведение (в гильбертовом слу­
чае), V1 — семейство связывающих операторов, которое задает двойственную аппроксимацию 
Lpi (1/р + 1/р')> согласованную с аппроксимацией Lp (см. [15-17]), символы " > п , " >•" 
обозначают дискретную и дискретную слабую сходимость, соответственно. 

В дальнейшем, как правило, будем опускать буквы V, Q над символами дискретной схо­
димости и знаки при нормах, когда это не вызывает недоразумений. 

Лемма 4.1 [16]. Если пространство U рефлексивно и сепарабельно, то любая ограни­
ченная последовательность {ип}, ип £ Un дискретно слабо компактна, т.е. существует 
подпоследовательность {ипк} « элемент и € U, для которых выполнено иПк т и. 

Кроме того, для дискретной слабой сходимости справедливы следующие свойства [15-17]: 

a) ип у и =>• ип т и; 

b) ип т и => \\и\\ < liminf | | и п | | ; 
п—юо 

с)ип т и => \\ип\\ < С] 
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d) ип т и, и'п т и', о „ - ) • а, а!п о ' a n u n + a^w^ г au + а'и'. 

О п р е д е л е н и е 4.2 [18]. Пара {7, {£/"„} обладает дискретным свойством Ефимова-
Стечкина (Е—С), если пространства U, Un рефлексивны и 

ип г и, lim | |u n | | = ||u|| =Ф- ип т и. 
п—юо 

Функцию, определенную при 0 < £ < 2 соотношением 

fc,(e)=irf{l-||« + » | | / 2 : ||u|| = | |e | | = 1, | | u - « | | > e } , 

называют модулем выпуклости (Кларксона) пространства U. Ясно, что U равномерно вы­
пукло тогда и только тогда, когда 6ц(£) > О при е > 0 . Как известно, пространства Lp, Wp 

при р > 1 равномерно выпуклы. 

Лемма 4.2. Пусть пространства Un, образующие дискретную аппроксимацию простран­
ства U, равномерно выпуклы, причем 

ш£бип(е) = 6(e) > 0 Ve > 0. (4.2) 

п 

Тогда пара U, {Un} обладает дискретным свойством Е-С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ип € Un, и € U и выполнено 
ип г и, lim \\un\\ = ||u||, (4.3) 

где ипфвп (вп — нулевой элемент пространства ) . Обозначим vn — ип / \\ип\\, v = и/ [|и||. 
Из свойства d) дискретной слабой сходимости и (4.3) вытекает, что vn г v. Покажем, что 
vn т v. Действительно, если предположить противное, то.для некоторых е > 0 и последова­
тельности {vnk} выполнено | |u n f c — P n k

v \ \ > £ > 0 . Поскольку | K f e « | | —т 1, то можно считать, 
что \\vnk — pnkv J | |p n f c w|| || > £ > 0 . Тогда в силу равномерной выпуклости Un и условия (4.2) 
будем иметь 

ПК + Т Г ^ Т Т ) /211 < 1 " < 1 " «М-

Очевидно, что (vn, + -п—*-тг) / 2 г v, поэтому, согласно свойству б ) , 
llPnJI 

1 = |Н| < liminf ЦК +pnkv)/2\\ < l i m s u p | | K +Рпк*)/Щ\ < 1 - S(e). 
«-•оо к-юо 

Полученное противоречие показывает, что vnft т v, а следовательно, ип > и. 

Следствие. Пара Lp, {lp} обладает дискретным свойством Е-С. 

Действительно, если обозначить через г п : lp —> L p операторы кусочно-постоянного вос­
полнения, то | | г п г б „ | | ^ р = | |u n | | jn и гп1р С Lp. Поэтому 

inf <J/n(e) > SLp(s) > 0 Ve > 0. 

Лемма 4.2 была анонсирована (без доказательства) в работе автора [19]. 

Обратимся теперь к конечномерной аппроксимации задачи минимизации (2.2), поставив 
ей в соответствие семейство конечномерных экстремальных задач 

тт{\\Апип - / п | | ? п + a [ I K - и°п\\р

п + J „ K - u°n)] : un € £ } , (4.4) 
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где 
m 

Jn(un) = sup{ ]Г ктип{х)^дрзп{х) •• v" Е Cj(D„,C), Ы * ) | < 1 } , 

djUn(x) = U n i x ) - U ^ X - h e j ) , ej = ( 0 ^ 0 , 1 , 0 , . . . , 0 ) , 

u„(x) = ( » i „ ( x ) , v2n(x),vmn(x)), Dn = D Г) 1С, 

An : Zp —»• — линейные ограличенные операторы, fn El", u° € lp. 
Для доказательства основной теоремы о сходимости дискретных аппроксимаций нам по­

надобится одно свойство функционалов J, (Jn), которое устанавливается в следующей лемме. 

Лемма 4.3. Пара функционалов J, (Jn) дискретно слабо полунепрерывна снизу, т.е. 

ип т и => J(u) < liminf Jn(un). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначала убедимся, что 

то 

^2,djVjn(x) т divv(x). (4.5) 

Определим семейство связывающих операторов V = {рп}, рп '• LPC\ С°° -t lp, формулой 

(p„u)(x) = и(х), х Е Dn = D П К™. (4.6) 

Как известно [17], это семейство порождает дискретную сходимость, эквивалентную введенной 
ранее сходимости с помощью семейства V из (4.1). Поэтому достаточно доказать, что для 
v Е С°° 

m 
hm(Y^ djVjn(x) - div v(x)) -* 0, П —т CO. 

x£Dn j=l 

Последнее же соотношение следует из очевидной оценки \djVjn — dvj(x)/dxj\ = 0(h) для 
vjEC°°. 

Пусть теперь \v(x)\ < 1, v Е C o ° ( D , R m ) , ип г и, тогда с учетом (4.5) и определения 
дискретной слабой сходимости имеем цепочку неравенств 

/

тп 

u(x)divv(x)dx = lim hmun(x) У3^?^'"(ж) — 
D xeDn i= i 

< Uminfsupj hmun(x)f^djvjn : vn E Cl(Dn,M%), \vn(x)\ < 1 j < liminf Jn(un). 

Переходя в левой части к верхней грани по v(x), \v(x)\ < 1, получаем нужное свойство. 
Примем обозначения Ф " ( « ) , йп для целевого функционала и решения задачи (4.4). Как 

и прежде, иа — решение задачи (2.2), а г „ — операторы кусочно-постоянного восполнения 
сеточного решения. На основании введенной выше дискретной аппроксимации определены по­
нятия дискретной сходимости элементов и операторов. В следующей теореме формулируются 
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достаточные условия дискретной сходимости конечномерных аппроксимаций, т.е. условия, га­
рантирующие сходимость (при п —т о о ) решений конечномерных экстремальных задач (4.4) 
к решению регуляризованной бесконечномерной задачи (2.2). 

Теорема 4 .1 . Пусть выполнены условия аппроксимации: 

А п у А, А п г А; (4.7) 

fn-->f, и°п-^и°. 

Тогда задача (4.4) имеет единственное решение йп и справедливы следующие свойства схо­
димости: 

йп • иа, lim ||г„й„ - ua||.tp = 0; 

Urn J n ( u n - и°п) = J(ua - и0), lim Ф£(й„) = Фа(иа) = Ф?. 
n—too п—юо 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Разрешимость. Обозначим через dn нижнюю грань в задаче (4.4) 
при фиксированном параметре п. Пусть {ип} — минимизирующая последовательность, т.е. 
ип € 1р и Ф%(ип) —т dn при к —т оо. Так как все три слагаемых целевого функционала Ф" 

положительны, то { м „ } ограничена в 1р. Поэтому найдется подпоследовательность {ип

1}, схо­
дящаяся к некоторому элементу йп € 1р: 

.lim | |u n

l - un I Iff = 0 . 
1—s-oo v 

Для любого допустимого вектора vn(x) € С1(Оп,Ш^) имеем соотношения 

m то 

J2 hmun(X)J2djVjn(X)=hm ]Г hmt^(x)^2djvjn(x) < 
x€Dn j=l 1 x€Dn j= l 

< liminfsup< V"1 hmUn(x)y^djVjn(x) : \vn(x)\ < 1 > = liminf J n ( u n

l ) . 
i—юо I ' ^ ' ^ I i—юо 

*>х€Лп 3=1 J 

Переходя в левой части к верхней грани по vn, получаем 

Jn(un)< liminf J „ ( u £ ) . (4.8) 
г-юо 

Теперь, принимая во внимание непрерывность оператора Л п и установленное свойство полу­
непрерывности снизу функционала Jn (4.8), приходим к цепочке неравенств 

dn < К(йп) < liminf Ф^(и п ' ) = dn, 
i -юо 

что означает, что йп — решение задачи (4.4). Единственность решения следует из выпуклости 
первого и третьего слагаемого в Ф ° ( и п ) и строгой выпуклости нормы ||tt n | | p

n. 
р 

Сходимость. Согласно лемме 3.1, для любой функции и € U = {v : v € LP(D), J(v) < о о } 
существует последовательность Uj € C°°(D), для которой 

lim | | U J ( X ) — u ( x ) | | i „ = 0, lim J(UJ) = J(u). 
i -юо y з'-юо 
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< 

Поэтому для любого е > 0 найдется функция ие в C°°(D), удовлетворяющая свойству 

Ф. = Ф ° ( и

а ) < Фа(и£) < Ф? + £. (4.9) 

Убедимся,что 

Ф а ( « £ ) = lim ФЖпЩ), (4.10) 
п->оо 

где {рп} — семейство связывающих операторов (сноса на сетку), заданное формулой (4.6). С 
учетом условий теоремы и свойств дискретной сходимости для этого достаточно проверить 
сходимость 

И*П Jn(pnu£) = J(u£). 

/]^иЪтвителБно, таж-катги е € С™Хп}, vn € C^(J7n>M^j, то, привлекая суммирование по 
частям, получаем 

\-*(ие) - JnipnUt)\ = 

= Г \Vu£(x)\dx-suJ hmun(<x)f^djVjn(x) . V n G cl(Dn,R%), \vn(x)\ < l) 

= \f \Vue(x)\dx-suJ- h m ^ V j n { x ) d - j U £ n ( x ) : vn 6 Cl(Dn, 1С), l«n(x)| < l } 

= I / | V « e ( x ) | d x - 53 hm\Bu£n(x)\ 
D хелп 

< 5 3 / \Vue(X)-dUen{x)\dx = 0{h) - + 0 , Л - > 0 ( n - > C O ) . 

Здесь использовано обозначение 

d t i £ n (x ) = ( d i u £ n ( x ) , 5 2 u e n ( 2 ; ) , • • • , ^uen(x)), d]u£n(x) = (u£n(x + hej) - uen{x))/h. 

Объединяя соотношения (4.9), (4.10), Приходим к оценке 

Urn sup d n = lim $<*(йп) < 1ш1зирФ°(р п « £ ) < Ф? + £ 
n-+oo n-Юо n-+oo 

для произвольного е > О, что влечет 

lim sup dn < Ф". 
n-+oo 

Из установленного факта следует, ч т о последовательность {йп} ограничена и, следователь­
но, согласно лемме 4.1, дискретно слабо компактна, т.е. для некоторой { п ' } С {п} 

йп, - -г й е LP(D). (4.11) 

На основании условий теоремы, лемм^ 4.3 и свойства б) дискретной сходимости приходим к 
неравенствам 

Ф? < Ф а ( й ) < liminf Ф° , (й п , ) < Цт8ирФ£,(йп') < lim sup dn> < Ф. , 
n ' - + ° ° n ' -юо n'-t-oo 
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откуда вытекает, что й — решение задачи (2.2), т.е. й = и а , кроме того, 

lim ||Un'|lP = I K I I P > (4-12) 
7 V - + 0 0 

lim Jn,(Un, - <,) = J(ua - и0), (4.13) 
7 V - + 0 0 

lim \\An.unl - /Я|||« = \\Аиа - / | | « . (4.14) 
п ' - ю о 

В силу леммы 4.2 и ее следствия, соотношений (4.11), (4.12), заключаем 

й п , - - т и а . (4.15) 

Поскольку и а — единственная предельная точка, то свойства (4.12)-(4.15) верны для всей 

последовательности. Как установлено в [20], операторы кусочно-постоянного восполнения в 

пространстве Lp обладают свойством 

и п >и => lim \\rnun - u\\L = 0. 
n-+oo 

Это завершает доказательство теоремы. 

З а м е ч а н и е . В случае гильбертовых пространств и квадратичного стабилизатора усло­

вия (4.7), (4.8) являются необходимыми и достаточными условиями сходимости дискретных 

аппроксимаций в методе регуляризации Тихонова (см. [20]). 

Поступила 02.11.2001 
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