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Рассмотрим следующую несамосопряженную краевую задачу: 

A w - g e ~ , ( m ' x ) w + At£=:0, х G G = ( 0 , 2 * ) N w|X i=o = « | I j S = 2 t r , du/dxj\XjSs0 = ди/дхЦх^п, j = l , (1) 

Здесь q — произвольное комплексное число, га = ( т 1 , . . . , т ^ ) — целочисленный вектор такой, что mj > О, 

; = 1,...,ЛГ, и Н = ( £ ш ? ) ^ 2 > 0 , ( т , х ) = £ > , • * , • . 

Т е о р е м а 1. Резольвента R\f оператора (1) имеет полюсы не выше второго порядка. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из работы [1] следует, что спектр задачи (1) такой же, как и при q = 0 , т.е. он 

состоит из целых чисел, представимых в виде суммы N квадратов целых чисел. В [2] показано, что резольвента 
R\f имеет вид 

р 

где fk = (2ir)~N J exp(—i(k,y))f(y)dy , FP(X) = Y\(\n + lm\2 — А), а ряд в правой части (2) сходится в норме 
a 1=0 

L,2(G) при любом А , лежащем вне спектра оператора (1). 
N N N 

Так как \n + lrn\2 = ]Р п* + 21 Yl(n^7nj)'r^2 ]С ш ? » т о У Р а в н е н и е |«Ч-Ьп|2 = А при любых п, т , А имеет 
не более двух решений. Данное утверждение будем называть утверждением 1. 

Обозначим через Хк (к = 1 , 2 , . . . ) собственные значения задачи (1), взятые в порядке возрастания и 
занумерованные без учета кратности. В силу утверждения 1 в произведении Fp(Xk) обращается в нуль не 
более двух сомножителей. Тогда из сходимости ряда (2) вытекает справедливость теоремы 1. 

З а м е ч а н и е . Из георемы 1 следует, что задача (1) не может иметь присоединенных функций выше первого 
порядка. 

В каждом из корневых подпространств Sk , отвечающих собственным значениям А* , произвольным обра­
зом выберем ортонормированный базис ад* (j' = 1, . . . , dirn5fc). Имеет место 

Т е о р е м а 2. Система функций {UJ} образует базис Рисса в пространстве L2(G) . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть к £ Q , где Q — произвольное конечное множество натуральных чисел, Г* 

— окружность радиуса 1/2 с центром в точке А*, Г = U Гк • Оценим норму проектора 

^/(*) = ™- J Rxf(x)dX 
г 

на объединение корневых подпространств S Sk • Из (2) и равенства Парсеваля следует неравенство 

ОО л 

№sn*)uA(G)<±m*)\\w)Y^MPiip\j щ%\> ю 
в правой части которого оценим интеграл. Легко видеть, что 

dX 

где Г' = U Г* ,а П' есть подмножество Q , состоящее из тех номеров к , для которых собственные значения 

Хк являются корнями функции FP(X) . Так как F P ( A ) имеет не более р+1 различных корней, то 

dX 
(4) 
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Пусть максимум абсолютной величины интеграла в правой части последнего неравенства достигается при 
некотором к-к. Представим функцию FP(X) в виде произведения Fp(\) = F^ (X) F^l\X) F^^X) , где 

4 0 ) ( A ) - П (l» + H 2 - A ) , Fll\X)=Y[ ( |»+/mf-A), i f > ( A ) = Д ( |n+lm| 2 -A), J = 0,l,.-.,p. 
In+impssAg |п+(т|2<Д й |n+im|2>A& 

Обозначим через p, (г = 0 ,1 ,2 ) число сомножителей в произведении i ^ ( A ) . Очевидно, 1 < р 0 < 2 , р \ > 0 , 
> 0 , ро -f Pi + Р2 = р + 1. (Если pi = 0 , то формально считаем F ^ ( A ) = 1 .) Легко видеть, что для любою 

А 6 имеют место неравенства 

\F{

p°\X)\>l/4r (5) 

l 4 3 ) W I > П Н» + М 2 - А й + 1/2|. (6) 
jn+fm|2<A^ 

Из утверждения 1 вытекает, что JJ ||n -f / т | 2 - А^ 4 - 1 / 2 | > (l/4)([(pi - 2 ) / 2 ] ! ) 2 , если pi > 2 . Очевидно, 
|п+*т|2<А£ 

что YI \\п + * т 1 2 ~~ + > 1/4, если рг < 2 .Отсюда и из (6) следует что 
|n+im|2<A£ 

I^WI^O/lXIb-OT) 3 . (7) 
Аналогично получим, что для любого A G 

l 4 2 ) W I > ( l / 4 ) ( [ b 2 - 2 | / 2 ] ! ) 2 . (8) 

Из (5), (7), (8) и известного неравенства (a-f 0}\ < 2а*^а\0\, справедливого для любых неотрицательных а и 
2 

р , вытекает, что для любого А € |F P (A)| = f~{ |Fp^(A)| > р!/с^ , где с\ > 0 , тогда имеем 
х = 0 

I / d X I < / rfA < i f ? ^ 
1У F p ( A ) | - y |F,(A)| - P ! • W 
Г 

Из оценок (3), (4), (9) получаем неравенство 

l | f t / ( . ) | | M O ) < ( l / 2 ) | | / ( x ) | U , ( 0 ) f ; ( f + < саЦ/C xilUa(G). 

из которого следует (см.[3]), что подпространства S* образуют в L2(G) базис, эквивалентный ортогональному. 
Отсюда в силу выбора функций и) (см. [3]) вытекает утверждение теоремы 2. 

З а м е ч а н и е . В работе [4] показано, что при дополнительном условии \q\ < 1/2 корневые подпространства 
Sk образуют в L2{G) базис, эквивалентный ортогональному (более подробные литературные ссылки приведены 
в [2]). 

Автор выражает глубокую благодарность В. А. Ильину и Е. И. Моисееву за внимание к настоящей работе. 
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