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ЭКВИВАЛЕНТНОСТЬ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ
ДВУМЕРНОЙ МЕЛКОЙ ВОДЫ

НАД ГОРИЗОНТАЛЬНЫМ И НАКЛОННЫМ ДНОМ

А. В. Аксенов1

Получено точечное преобразование, определяющее эквивалентность систем уравне-
ний двумерной мелкой воды над горизонтальным и наклонным дном. Найдены симметрии
этих систем уравнений.

Ключевые слова: двумерная мелкая вода, эквивалентность систем уравнений, точеч-
ное преобразование, оператор симметрии, линеаризация.

A point transformation determining the equivalence of systems of equations of two-dimen-
sional shallow water over horizontal and sloping bottoms is obtained. The symmetries of these
systems of equations are found.

Key words: two-dimensional shallow water, equivalence of systems of equations, point
transformation, symmetry operator, linearization.
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В безразмерных переменных система уравнений двумерной мелкой воды над горизонтальным
дном имеет следующий вид [1]:

ut + uux + vuy + ηx = 0, vt + uvx + vvy + ηy = 0, ηt +
(
u(η + h)

)

x
+
(
v(η + h)

)

y
= 0 . (1)

Здесь u = u(x, y, t), v = v(x, y, t) — компоненты средней по глубине горизонтальной скорости; η =
η(x, y, t) — отклонение свободной поверхности; η + h, η + h > 0, h = const, — глубина жидкости.
Систему уравнений двумерной мелкой воды над наклонным дном запишем в виде

u′t′ + u′u′x′ + v′u′y′ + η′x′ = 0, v′t′ + u′v′x′ + v′v′y′ + η′y′ = 0,

η′t′ +
(
u′(η′ + ax′ + by′)

)

x′ +
(
v′(η′ + ax′ + by′)

)

y′
= 0.

(2)

Здесь u′ = u′(x′, y′, t′), v′ = v′(x′, y′, t′) — компоненты средней по глубине горизонтальной скорости;
η′ = η′(x′, y′, t′) — отклонение свободной поверхности; η′ + ax′ + by′, η′ + ax′ + by′ > 0, a, b = const, —
глубина жидкости.

Справедливо следующее

Утверждение. Точечное преобразование

x′ = x+
at2

2
, y′ = y +

bt2

2
, t′ = t ,

u′ = u+ at , v′ = v + bt , η′ = η − a
(

x+
at2

2

)

− b
(

y +
bt2

2

)

+ h

(3)

определяет эквивалентность систем уравнений (1) и (2).
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Доказательство. Найдем симметрии систем уравнений (1) и (2). Операторы симметрии ищем
в виде

X = ξ1(x, y, t, u, v, η)
∂

∂x
+ ξ2(x, y, t, u, v, η)

∂

∂y
+ ξ3(x, y, t, u, v, η)

∂

∂t
+

+ η1(x, y, t, u, v, η)
∂

∂u
+ η2(x, y, t, u, v, η)

∂

∂v
+ η3(x, y, t, u, v, η)

∂

∂η
. (4)

Применяя критерий инвариантности [2] к системам уравнений (1) и (2), получим переопределенные
линейные однородные системы определяющих уравнений относительно коэффициентов оператора
симметрии (4). Системы определяющих уравнений здесь не приводятся ввиду их громоздкости.
Исследуя их на совместность, находим алгебры Ли операторов симметрии систем уравнений (1)
и (2).

Базис алгебры Ли операторов симметрии системы уравнений (1) можно записать в следующем
виде:

X1 =
∂

∂x
, X2 =

∂

∂y
, X3 =

∂

∂t
, X4 = t

∂

∂x
+

∂

∂u
, X5 = t

∂

∂y
+

∂

∂v
,

X6 = y
∂

∂x
− x

∂

∂y
+ v

∂

∂u
− u

∂

∂v
, X7 = x

∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ t

∂

∂t
,

X8 = t
∂

∂t
− u

∂

∂u
− v

∂

∂v
− 2(η + h)

∂

∂η
,

X9 = xt
∂

∂x
+ yt

∂

∂y
+ t2

∂

∂t
− (tu− x)

∂

∂u
− (tv − y)

∂

∂v
− 2t(η + h)

∂

∂η
.

(5)

Базис алгебры Ли операторов симметрии системы уравнений (2) запишем следующим образом:

X ′
1 =

∂

∂x′
− a

∂

∂η′
, X ′

2 =
∂

∂y′
− b

∂

∂η′
, X ′

3 =
∂

∂t′
,

X ′
4 = t′

∂

∂x′
+

∂

∂u′
− at′

∂

∂η′
, X ′

5 = t′
∂

∂y′
+

∂

∂v′
− bt′

∂

∂η′
,

X ′
6 =

(

y′ − bt′2

2

) ∂

∂x′
−
(

x′ − at′2

2

) ∂

∂y′
+ (v′ − bt′)

∂

∂u′
−

−(u′ − at′)
∂

∂v′
+ (bx′ − ay′)

∂

∂η′
,

X ′
7 =

(

x′ +
at2

2

) ∂

∂x′
+
(

y′ +
bt2

2

) ∂

∂y′
+ t′

∂

∂t′
+ at′

∂

∂u′
+ bt′

∂

∂v′
−

−
(

ax′ + by′ +
(a2 + b2)t′2

2

) ∂

∂η′
,

X ′
8 = at′2

∂

∂x′
+ bt′2

∂

∂y′
+ t′

∂

∂t′
− (u′ − 2at′)

∂

∂u′
− (v′ − 2bt′)

∂

∂v′
−

− 2
(

η′ + ax′ + by′ +
(a2 + b2)t′2

2

) ∂

∂η′
,

X ′
9 =

(

x′t′ +
at′3

2

) ∂

∂x′
+
(

y′t′ +
bt′3

2

) ∂

∂y′
+ t′2

∂

∂t′
−
(

t′u′ − x′ − 3at′2

2

) ∂

∂u′
−

−
(

t′v′ − y′ − 3bt′2

2

) ∂

∂v′
− t′

(

2η′ + 3ax′ + 3by′ +
(a2 + b2)t′2

2

) ∂

∂η′
.

(6)

Анализ коэффициентов операторов симметрии (5) и (6) показывает, что преобразование пере-
менных, переводящее систему уравнений (1) в систему уравнений (2), можно искать в виде

x′ = x+ f , y′ = y + g , t′ = t ,

u′ = u+ ḟ , v′ = v + ġ , η′ = η + h− a(x+ f)− b(y + g) ,
(7)

где f = f(t), g = g(t). Преобразование (7) можно интерпретировать как переход в неинерциальную
систему отсчета в предположении равенства глубин: η + h = η′ + ax′ + by′.
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В переменных (7) система уравнений (1) принимает следующий вид:

u′t′ + u′u′x′ + v′u′y′ + η′x′ − f̈ + a = 0 ,

v′t′ + u′v′x′ + v′v′y′ + η′y′ − g̈ + b = 0 ,

η′t′ +
(
u′(η′ + ax′ + by′)

)

x′ +
(
v′(η′ + ax′ + by′)

)

y′
= 0 .

Откуда заключаем, что

f =
at2

2
+ c1t+ c2 , g =

bt2

2
+ c3t+ c4 ,

где c1, c2, c3, c4 — произвольные постоянные. Тогда преобразование

x′ = x+
at2

2
+ c1t+ c2 , y′ = y +

bt2

2
+ c3t+ c4 , t′ = t ,

u′ = u+ at+ c1 , v′ = v + bt+ c3 ,

η′ = η + h− a
(

x+
at2

2
+ c1t+ c2

)

− b
(

y +
bt2

2
+ c3t+ c4

)

(8)

переводит систему уравнений (1) в систему уравнений (2). Полагая c1 = c2 = c3 = c4 = 0, получаем
преобразование (3).

Утверждение доказано.

Замечание 1. Преобразование, обратное преобразованию (3), имеет вид

x = x′ − at′2

2
, y = y′ − bt′2

2
, t = t′ ,

u = u′ − at′ , v = v′ − bt′ , η = η′ + ax′ + by′ − h .

Оно преобразует систему уравнений (2) в систему уравнений (1).
Замечание 2. Алгебры Ли операторов симметрии систем уравнений (1) и (2) конечномерны,

поэтому эти системы уравнений не могут быть линеаризованы точечным преобразованием. Одномер-
ные системы уравнений мелкой воды линеаризуются точечным преобразованием: система уравнений
мелкой воды над горизонтальным дном линеаризуется преобразованием годографа [1], а система
уравнений мелкой воды над наклонным дном — преобразованием Карриера–Гринспэна [3, 4] (см.
также [5, 6]).

Замечание 3. Преобразование, определяющее эквивалентность систем уравнений двумерной
мелкой воды над горизонтальным и наклонным дном, не единственное. Преобразуя правые части
соотношений (3) с помощью симметрий системы уравнений (1), получим девятипараметрическое
семейство таких преобразований. Частным случаем этого семейства является преобразование (8).
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