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VEWESTVENNOE KVADRATIQNOE POLE I

GIPOTEZA ANKENI��ARTINA��QOVLY

Pam�ti �� V� Uspenskogo�
B� A� Venkova i A� A� Kiseleva�

�sv�zki	 peterburgskih teoretikoqislovikov

Rassmatrivaema� ni�e gipoteza Ankeni�Artina�Qovly �v
dal�ne�xem AAQ�gipoteza	 mo�et traktovat�s� kak izuqenie
qastnogo sluqa� bolee obwe� zadaqi rassmotreni� arifmeti�
qeskih svo�stv qisel Bernulli �i ih obobweni�	
 V obzore av�
tora ��
 priveden r�d primerov� v kotoryh figuriru�t sv�zi
me�du qislami Bernulli Bi�� � i � p � � dl� fiksirovanno�
go prostogo neqetnogo qisla p	 i razliqnymi voprosami teorii
qisel� algebraiqesko� geometrii� funkcional�nogo analiza� to�
pologii
 Odnako� v celom� naxi znani� otnositel�no individu�
al�nyh qisel Bernulli ves�ma skudny
 Esli byt� toqnymi� my
mo�em upom�nut� lix� dva fakta �poluqennyh� kstati� odnovre�
menno v ���� godu	�
�	 teorema Xtaudta�Klauzena dl� znamenatele� qisel Ber�

nulli ���
 ili ��
	 i
�	 B�p����� �� ��mod p�� p � ��mod ��� sledstvie sravneni� Ko�

xi ��


h��p� � ��B�p������ mod p�� p � �� mod ��� ��	

Obsudim zdes� lix� odin special�ny� sluqa� i � �p������ p �
��mod ��

��
 Kak izvestno� s pomow�� analitiqeskih metodov� razra�

botannyh matematikami XIX veka� byli poluqeny klassiqeskie
formuly dl� qisla klassov absol�tno abelevyh qislovyh po�
le�
 V obwem sluqae �da�e dl� vewestvennyh kvadratiqnyh po�
le��	 oni soder�ali transcendentnye funkcii
 No qislo klas�
sov est� qislo natural�noe� tak qto voznikaet neskol�ko zadaq�

�i� poluqit� formuly dl� qisla klassov arifmetiqeskim pu�
tem�

���
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�ii� pridat� formulam arifmetiqeski� harakter� ili hot� by

�iii� predlo�it� arifmetiqeski� metod vyqisleni� qisla
klassov

Zdes� my ostanovims� na proste�xem sluqae � vewestvennom

kvadratiqnom pole� sv�zannom s obsu�daemo� AAQ�gipotezo�


Kak izvestno� dl� mnimogo kvadratiqnogo pol�Q�
p
d� s funda�

mental�nym diskriminantom d � � pervy� suwestvenny� vklad
v �tom napravlenii prinadle�it B
 A
 Venkovu ���
 ili ��
	
 K
���� godu� ispol�zu� lix� arifmetiqeskie metody� on predlo�
�il dokazatel�stvo formul dl� qisla klassov mnimyh kvadra�
tiqnyh pole� v sluqae d �� ��mod 	� �na �zyke binarnyh kvadra�
tiqnyh form	
 Zametim� qto nekotoroe uprowenie �i dopolne�
nie	 �tih rezul�tatov mo�no na�ti v rabotah R
 Devisa ��� �


Qto kasaets� vewestvennogo kvadratiqnogo pol�� to k ���� godu
serie� rabot� prinadle�awih H
 Tige� H
 Hasse i G
 Bergstremu
�sm
� naprimer� ��
	 byl postroen algoritm dl� arifmetiqesko�
go vyqisleni� qisla klassov h�d�� d � �� ishod� iz formul Di�
rihle
 Zadaqa racionalizacii formul Dirihle v �tom sluqae
ostavalas� nerexenno� �detali sm
 v ���
	

V ���� godu A
 A
 Kiselevym ���
 opublikovana horoxo iz�

vestna� v nasto�wee vrem� zametka� soder�awa� sravnenie

h�p�U� � T�B�p������ mod p�� p � �� mod ��� ��	

Zdes� h�p� i �� � T� 
 U�
p
p � sootvetstvenno qislo klassov i

glavna� edinica vewestvennogo kvadratiqnogo pol� Q�
p
p�� a qi�

sla Bernulli Bn privedeny v qetno� numeracii� tak qto B� � ��
B� � ����� B�n�� � � dl� n � N

Dalee v ��������� gg
 Kiselev ���� ��
 publikuet seri� po�

dobnyh sravneni� �mod p�� sv�zyva�wih qislo klassov h�d� s
qislami �i polinomami	 Bernulli v sluqa�h�

�	 d � �� d � �np� n �N i �n� p� � ��

�	 d � �� p � d�

�	 d � �� d � np� n � N i �n� p� � ��
�	 d � �� p � d�

gde d � fundamental�ny� diskriminant sootvetstvu�wego kva�

dratiqnogo pol� Q�
p
d�


Zametim� qto pervy� sluqa� soder�it nekotorye qastnye re�
zul�taty A
 Gurvica ���
� a imenno d � ��p i d � ��p




���

V qastnosti� esli h�d� � p i ko�fficient h�d� �v pravo� qasti
�tih sravneni�	 vzaimno prost s p� my poluqaem arifmetiqe�
ski� sposob vyqisleni� qisla klassov h�d�
 Kstati� napomnim�

qto k tomu vremeni u�e bylo izvestno� qto h�d� � O�
p
d� dl�

vewestvennogo kvadratiqnogo pol�
 V de�stvitel�nosti my te�
per� imeem bolee toqnye rezul�taty� naprimer� h�p� �

p
p�� dl�

prostogo neqetnogo qisla p � ��mod �� �sm
 ���
	
 Po�tomu� esli
U� �� ��mod p� �qto to �e samoe� B�p����� �� ��mod p�� kak �to sle�
duet iz sravneni� Kiseleva ��		� to dl� pol� Q�

p
p� my poluqaem

arifmetiqeski� sposob vyqisleni� h�p�� odnako lix� v sluqae�
kogda U� �� ��mod p��
V to vrem� Kiselev zatrudn�ls� skazat� qto�libo otnositel��

no uslovi�
U� �� �� mod p�� ��	

V ��������� gg
 N
 Ankeni� �
 Artin i S
 Qovla publiku�t
dve raboty ���� ��
� v kotoryh s pomow�� p�adiqeskih metodov
avtory poluqa�t sravnenie dl� qisla klassov kvadratiqnogo
pol� Q�

p
d�� no tol�ko v sluqae d � � i pjd
 Kak vy�snilos� vpo�

sledstvii� �ti raboty okazalis� oqen� va�ny pri postroenii
xiroko izvestnyh v nasto�wee vrem� konstrukci� p�adiqeskih
L�funkci� Kuboty�Leopol�dta

Otmetim� qto prava� qast� AAQ�sravneni� soder�it funk�

ci� � celu� qast� qisla
 �kvivalentnost� �tih rezul�tatov i
sravneni� Kiseleva� soder�awih qisla i mnogoqleny Bernul�
li� mo�et byt� ustanovlena s pomow�� obobwennogo sravneni�
Voronogo �sm
 ���
 i ���
	
 Kstati� v sluqae d � p � ��mod ��
dl� dokazatel�stva �kvivalentnosti �tih rezul�tatov dostatoq�
no ispol�zovat� odin stary� rezul�tat M
 Lerha ���


Otmetim� qto po povodu vseh �tih rezul�tatov Hasse ���
 za�

metil� qto oni trebu�t sistematizacii� a rexenie �to� zadaqi
mo�no na�ti v nedavno opublikovanno� rabote avtora ���
� si�
stema qetyreh sravneni� estestvennym obrazom svedena k dvum
�po modul� pl� l �N	

V citirovanno� rabote ���
 avtory ukazyva�t� qto uslovie

��	 bylo imi provereno dl� p � ��mod 	�� p � ����� i predpolo�
�ili� qto ono vypoln�ets� dl� l�bogo takogo prostogo qisla
p
 Zametim dalee� qto v ���� godu neskol�ko bolee obwee pred�
polo�enie bylo sformulirovano v ���
 �i nezavisimo neskol�ko
poz�e v zametke ���
	�
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Esli svobodnoe ot kvadratov �dro fundamental�nogo diskri�
minanta d vewestvennogo kvadratiqnogo pol� �vl�ets� prostym
neqetnym qislom p� t�e� Kern�d� � p� to dl� glavno� edinicy
�� � T� 
 U�

p
p �togo pol� vypoln�ets� uslovie U� �� ��mod p�


Vyxe my videli� qto sravnenie ��	 sootvetstvuet sravneni�
��	 dl� qisla klassov mnimogo kvadratiqnogo pol�
 Teper� my
rassmotrim qastny� sluqa� drugogo sravneni� Kiseleva�

h��p�U� � �

�

��
p

�
T�E�p������ mod p�� p � �� mod ���

gde En � qislo ��lera �sm
���
 dl� l � �	
 Kak izvestno� zdes�
tak�e h��p� � p
 Togda� esli

�
p��
� � p

�
ne �vl�ets� irregul�rno�

paro� dl� qisel ��lera� to U� �� ��mod p�
 Rassmatrivaemy�
�e teper� sluqa� sootvetstvuet mnimomu kvadratiqnomu pol�
Q�
p��p�� p � ��mod ��� gde� v qastnosti� sravnenie Kiseleva ����


ili ���
� sm
tak�e bolee pozdn�� rabotu Karlica ���
	� imeet
vid

h���p� � �

�
E�p������ mod p�� p � �� mod ���

Zdes� h���p� � p �sm
� naprimer� ���
	� tak qto E�p�����
�� ��mod p�

Otmetim� qto� kak informiroval Mordell ���
� privedenna�

vyxe rasxirenna� AAQ�gipoteza byla proverena dl� prostyh
qisel p � �	���
 Obratim tak�e vnimanie na to� qto esli da�e
Kern�d� � �p� rasprostranenie gipotezy oxiboqno
 Naprimer�
d � 	 � �� i U� � �� � ��

Zakl�qim �tu qast� raboty zameqaniem� qto upom�nutye vy�

xe rezul�taty avtora da�t arifmetiqeskoe predstavlenie for�
mul Dirihle dl� qisla klassov vewestvennyh kvadratiqnyh po�
le�
 De�stvitel�no� pust� p � � � prostoe neqetnoe qislo i � �
simvol Kronekera �s sootvetstvu�wim konduktorom	
 Dokazano�
qto

h�d�Ul�p
l�� � �TlBm�����m�� mod pl�� m � �p � ��pl��� � mod n�

gde �� � T� 
 U�

p
d � glavna� edinica pol� Q�

p
d�� d � np � ��

�l � Tl
Ul

p
d � �p

l��

l � Bn�� � obobwennye qisla Bernulli� pri�
nadle�awie harakteru �� a l� n � N ����
� ���
	
 Esli my zame�
tim� qto ordp U� � ordp�Ul�p

l��� i p � Tl ����
� lemma	� to my mo�
�em rexit� poslednee sravnenie s odno� neizvestno� veliqino�



���

h�d�
 De�stvitel�no� dostatoqno tol�ko vybrat� l � 	 
 
� gde

	 � ordp U� i h�d� �
p
d � p�

My hoteli by zakonqit� �tu qast� neskol�ko bolee obwim
zameqaniem o sv�zi komponenty U� osnovno� edinicy vewestven�
nogo kvadratiqnogo pol� Q�

p
d�� d � np� s obobwennymi qislami

Bernulli
 V vybrannyh oboznaqeni�h vypoln�ets� ravenstvo

ordp U� � ordp�Bm���m�

dl� � � n � p
 Zdes� m � p��
� pl��� p � �� l � N i �mod n � simvol

Kronekera
 V de�stvitel�nosti� otmeqennoe ravenstvo verno dl�
� � n � �p� kak �to sleduet iz nedavno dokazannyh rezul�tatov
���



Zameqanie� Oqevidno� qto dl� prostogo diskriminanta p �
a�
� ili a�
� utver�denie AAQ�gipotezy verno
 No my ne zna�
em otveta na vopros� suwestvuet li beskoneqno mnogo prostyh
qisel� naprimer� formy a�
�
 Sm
 tak�e nedavn�� zametku ���
�
prinadle�awu� R
 Haximoto


��
 Mo�et okazat�s�� qto utver�denie B�p����� � ��mod p��
p � ��mod �	 �ili� qto to �e samoe� U� � ��mod p�	 vstretits� dl�
dostatoqno bol�xogo prostogo qisla p �sm
 ���
� gl
 �	
 �to ob�
sto�tel�stvo �vl�ets�� vero�tno� odnim iz stimulov dl� po�vle�
ni� rabot� soder�awih daleko prodvinutye vyqisleni�
 Nedav�
no po�vivxa�s� rabota gruppy avtorov ���
 pereqisl�et osnov�
nye �tapy processa proverki AAQ�gipotezy dl� vseh prostyh
qisel p � L�L � N
 Pri �tom vsegda podsqityvalos� znaqenie
U��mod p�
 V citiruemo� publikacii primen�ls� algoritm� is�
pol�zovavxi� dva sovmewennyh komp��tera i proverivxi� in�
terval ����� �����
 Tak qto k nasto�wemu momentu AAQ�gipoteza
proverena dl� p � ����


��
 AAQ�gipoteza byla sformulirovana v vide ��	 ili

B�p����� �� �� mod p�� p � �� mod ��� ��	

K nasto�wemu momentu izvestno dovol�no mnogo �kvivalentnyh
form gipotezy
 Ni�e kratko pereqisleny nekotorye iz nih


I� Sledstvie formuly Bernulli i nekotorye rezul
taty�
sv�zannye s qastnymi summami garmoniqeskogo r�da ��
���
�
���
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Naprimer�

B�p����� �� �� mod p���
p��X
i	�

i�p����� �� �� mod p��

��
p��X
i	�

i��p����� �� �� mod p���

Imeets� i mnogo drugih podobnyh rezul�tatov� v qastnosti� sm

raboty Lerha ���
 i T
 Ago� T
 Xo�i ���



II� Proizvedeni� kvadratiqnyh vyqetov i nevyqetov �modp�

Esli A �
Q
r
r� � � r � p�

�
r
p

�
� �� i B �

Q
n
n� � � n � p�

�
n
p

�
� ���

gde
�
�
p

�
� simvol Le�andra� to

B�p����� �� �� mod p��� �A 
B��p �� �� mod p��

sm
 ���
 �dokazatel�stvo privodits� v rabote Karlica ���
	


III� Predstavlenie natural
nogo qisla summami neqetnogo
koliqestva celyh kvadratov

To�destvo Mordella dl� predstavleni� natural�nogo qisla
n summami s kvadratov soder�it ko�fficienty 	s�k�� � � s
 Zdes�
s � 	 i k � �� � � � � e� gde e �N i odnoznaqno opredeleno usloviem
	e � s � 	�e 
 ��

V sluqae s � p� p � ��mod ��� dl� pervogo ko�fficienta 	p���

spravedlivo

B�p����� �� �� mod p��� 		p����p �� �� mod p��

Detali sm
 v zametke ���



IV� p�adiqeskie L�funkcii� prinadle�awie simvolu Le�an�
dra

Rassmotrim vnov� vewestvennoe kvadratiqnoe pole Q�
p
p� s

fundamental�nym diskriminantom d � p� p � ��mod ��
 Kak iz�
vestno�

�h�p�Ul�p
l�� � �TlBm�m� mod pl��m �

p� �

�
pl��� l � N� ��	



���

a Tl 
Ul

p
d � �T� 
U�

p
d�p

l��

����
	
 Metodami� razvitymi v ���
�
byl poluqen p�adiqeski� variant formuly Dirihle dl� qisla
klassov pol� Q�

p
p� v forme

�h�p�
log ��p

p
� Lp��� �

�p������� ��	

predstavl��wi� sobo� qastny� sluqa� teper� horoxo izvestno�
go obwego rezul�tata G
 �V
 Leopol�dta �sm
� naprimer� mono�
grafi� ���
	
 Zdes� � � harakter Te�hm�llera mod p� znaqeni�
kotorogo prinadle�at pol� p�adiqeskih qisel Qp
 Togda ha�

rakter � � ��p����� �
�
p
�

�
predstavl�et sobo� simvol Le�andra


Dalee ordp�Ul�p
l��� � ordp U� i Ul��Tlp

l��� � log ��p
p

pri uslovii�

qto l �	� tak qto iz ��	 i ��	 sleduet

��Lp

�
��
�p
�

�� ��
p
� ��� U� �� �� mod p��

No� k so�aleni�� naxi znani� o Lp�s� �� nedostatoqny i lix�
izvestno� qto Lp

�
��
�
p
�

�� �� � �otnositel�no detale� sm
 ������
	


V� Kol
ca vewestvennogo kvadratiqnogo pol�

Odno trivial�noe zameqanie ���
� fAAQ�gipoteza vernag ��
fglavna� edinica vewestvennogo kvadratiqnogo pol� Q�

p
p��

p � ��mod ��� ne sovpadaet s glavno� edinice� kol�ca diskri�
minanta d � p�n�� n � N� rassmatrivaemogo pol�g

VI� Nerazvetvlennoe rasxirenie prostogo krugovogo pol�
�N�Nakagoxu �
���

Pust� p � ��mod �� � prostoe qislo� �� � T� 
 U�
p
p � glavna�

edinica vewestvennogo kvadratiqnogo pol� Q�
p
p�
 Esli obozna�

qit� k � Q�exp���i�p��� to

U����mod p���fk� p
p
��� � nerazvetvlennoe pole

stepeni p nad kg�

Zametim� qto dokazatel�stvo avtora ne ispol�zuet gipotezu Van�
divera o vtorom mno�itele qisla klassov pol� k� a r�d inte�
resnyh zameqani� sdelan v predpolo�enii� qto glavna� edinica
pol� Q�

p
p� udovletvor�et uslovi� ��	
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VII� Giperboliqeskie otra�eni� klassiqeskogo uravneni�
Pell�
Ishod� iz izvestno� sv�zi glavno� edinicy �� � T�
U�

p
p ve�

westvennogo kvadratiqnogo pol� Q�
p
p�� p � ��mod ��� i sootvet�

stvu�wego uravneni� Pell� �sm
� naprimer� ��
	� M
 Xe�ngorn
���� ��
 sootnosit arifmetiqeskie svo�stva komponenty U� �v
qastnosti� vypoln�ets� ili net uslovie ��		 s geometriqeskimi
svo�stvami opredelennyh otra�eni� na sootvetstvu�wu� gi�
perboliqesku� poverhnost�
 Arifmetiqeska� qast� rabot avto�
ra ispol�zuet rezul�taty state� ������� ��


��� V zakl�qenie my privodim ewe odno zameqanie� kasa�we�

es� nule� p�adiqeskih L�funkci� ����� ��
	

Rassmotrim p�adiqesku� L�funkci�� prinadle�awu� harak�

teru � � ��s
 Togda dl� � � s � p� �� p � ��mod ��� verna impli�
kaci�
f
 � s
 ��mod p� �vl�ets� nulem p�adiqesko� L�funkcii� pri�

nadle�awe� harakteru ��sg � B�p���p�s � ��mod p��

Dalee� ispol�zu� sravnenie Kummera

B�p���p�s � p�p� ��� s

p� s � �
Bp���s� mod p�

dl� p � �� i s � �p� ����� my zakl�qaem

f
 � �p
 �����mod p� �vl�ets� nulem Lp�s� �
��p������g

� B�p����� � ��mod p��

ili

Lp

�

�
�p
�

��
� �� AAQ�gipoteza oxiboqna�

Zdes� my ispol�zovali to� qto harakter ���p��������p������
�
p
�

�
�vl�ets� simvolom Le�andra
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