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Ìåòðè÷åñê îå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñ ÿ ïîëíîñòüþ î äíîðî äíûì, åñëè

ëþáàÿ èçîìåòðèÿ ìåæäó åãî ïî äìíî æ åñòâàìè ïðî äîëæ àåòñ ÿ äî èçîìåò-

ðèè âñåãî ïðîñòðàíñòâà. Ìû êëàññèôèöèðó åì îïðåäåë¼ííûé ïî äêëàññ

ïîëíîñòüþ î äíîðî äíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèê îé.

Ÿ1. Îñíîâíîé ðåçó ëü òàò

Ð àññòî ÿíèå ìåæäó òî÷ê àìè x è y ìåòðè÷åñê îãî ïðîñòðàíñòâà M áó äåò

îáîçíà ÷àòüñ ÿ ê àê jx � yjM . Ìåòðèê à íà M íàçûâàåòñ ÿ âíóòðåííåé ( ãåîäå-

çè÷åñêîé ) åñëè ëþáûå äâå òî÷êè x; y 2 M ìî æíî ñîåäèíèòü ïóò¼ì 
 ò àêèì,

÷òî ðàññòî ÿíèå jx � yjM ïðîèçâîëüíî áëèçê î ê äëèíå 
 (èëè, ñîîòâåòñòâåí-

íî, ðàâíî ýòîé äëèíå). Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ ãåî äåçè÷åñê àÿ ìåòðèê à âíóò-

ðåííÿÿ, íî íå íàîáîðîò .

Ìåòðè÷åñê îå ïðîñòðàíñòâî M íàçûâàåòñ ÿ ïî ëíîñòüþ îäíîðîäíûì , åñëè

ëþáàÿ èçîìåòðèÿ A ! A0
ìåæäó åãî ïî äìíî æ åñòâàìè ïðî äîëæ àåòñ ÿ äî

èçîìåòðèè M ! M âñåãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåðû ãåî äåçè÷åñêèõ ïîëíîñòüþ î äíîðî äíûõ ïðîñòðàíñòâ âêëþ÷à-

þò î äíîñâÿçíûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòî ÿííîé êðèâèçíû è îêðóæ-

íîñòè ñ âíóòðåííåé ìåòðèê îé. Ýòè ïðèìåðû áó äóò íàçûâàòüñ ÿ êëàññè-

÷åñêèìè ïðîñòð àíñòâàìè , îíè òåñíî ñâÿçàííû ñ êëàññè÷åñê îé åâêëèäî-

âîé/íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé.

Ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî áåñê îíå÷íîìåðíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî íå ïî-

ëíîñòüþ î äíîðî äíî � ýòî ñëåäó åò èç òîãî, ÷òî îíî èçîìåòðè÷íî ñâîåìó

ñîáñòâåííîìó ïî äìíî æ åñòâó . Äàëåå, ïðè n > 2, âåùåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå

ïðîñòðàíñòâî RPn
ñ ê àíîíè÷åñê îé ìåòðèê îé íå ïîëíîñòüþ î äíîðî äíî. Äåé-

ñòâèòåëüíî, RPn
ñî äåð æèò äâå èçîìåòðè÷íûå, íî íå ê îíãðóýíòíûå òðîéêè

òî÷åê ñ ïîïàðíûìè ðàññòî ÿíèÿìè

�
3 � î äíà òðîéê à ëåæèò íà çàìêíóòîé

ãåî äåçè÷åñê îé, à äðóã àÿ íåò . (Ìû ïðåäïîëàã àåì, ÷òî äëèíà çàìêíóòîé ãåî-

äåçè÷åñê îé íà RPn
ðàâíà � .)

Êëþ÷åâûå ñ ëîâà: ìåòðè÷åñêè î äíîðî äíûå ïðîñòðàíñòâà, ìåòðè÷åñêèå îñíîâàíèÿ ãåî-

ìåòðèè, óíèâåðñàëüíûå äåðåâüÿ, ïðîñòðàíñòâî Óðûñîíà, ãðóïïà èçîìåòðèé.

Ïåðâûé àâòîð ÷àñòè÷íî ïî ääåð æ àí ãðàíòîì ÐÔÔÈ 20-01-00070; âòîðîé àâòîð ÷à-

ñòè÷íî ïî ääåð æ àí ãðàíòîì NSF DMS-2005279 è ãðàíòîì Ìèíîáðíà óêè 075-15-2022-289.
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Íåêëàññè÷åñêèå ïðèìåðû âêëþ÷àþò óíèâåðñàëüíûå äåðåâüÿ ê îíå÷íîé

âàëåíòíîñòè, îíè îáñóæäàþòñ ÿ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Äëÿ ìåòðè÷åñê îãî ïðîñòðàíñòâà M è öåëîãî ÷èñëà n > 1 ðàññìîòðèì

âñå ïñåâäîìåòðèêè íà n -ê àõ òî÷åê x1; : : : ; xn 2 M . Êàæäàÿ ò àê àÿ ìåòðèê à

îïèñûâàåòñ ÿ N = n�(n� 1)
2 ðàññòî ÿíèÿìè jx i � x j jM äëÿ i < j , è, ò àêèì

îáðàçîì, ñîîòâåòñòâó åò òî÷ê å â RN
. Ìíî æ åñòâî âñåõ ò àêèõ òî÷åê Fn (M ) �

� RN
áó äåò íàçûâàòüñ ÿ n -ì îòïå÷àòê îì M .

Ò åîðåìà. Ïóñòü M � ïî ëíîå ïî ëíîñòüþ îäíîðîäíîå ïðîñòð àíñòâî ñ âíó-

òðåííåé ìåòðèêîé. Ïðåäïî ëîæèì, ÷òî âñå îòïå÷àòêè M çàìêíóòû. Ò î-

ãäà M � êëàññè÷åñêîå ïðîñòð àíñòâî.

Ñëåäóþùèå äâà óòâåð æäåíèÿ î÷åíü áëèçêè íàøåìó ðåçó ëü ò àòó:

� Ëþáîå ïî ëíîñòüþ îäíîðîäíîå ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòð àíñòâî ñ ëîêàëüíî

îäíîçíà÷íûìè íå ð àñùåïëÿþùèìèñÿ ãåîäåçè÷åñêèìè ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷å-

ñêèì. Äîê àçàíî Ã àððåòîì Áèðêãîôîì [2].

� Ëþáîå ëîêàëüíî êî ìïàêòíîå 3-òî÷å÷íî îäíîðîäíîå ïðîñòð àíñòâî ñ

âíóòðåííåé ìåòðèêîé ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì. Äîê àçàíî Ã åðáåðòîì Áó-

çåìàíîì [3]. Ýòî óòâåð æäåíèå ò àêæ å ñëåäó åò èç áîëåå îáùåãî ðåçó ëü ò àò à

Æàê à Òèòñà [7] î äâóòî÷å÷íî î äíîðî äíûõ ïðîñòðàíñòâàõ. (Ïðîñòðàíñòâî

íàçûâàåòñ ÿ n -òî÷å÷íî î äíîðî äíûì, åñëè ëþáàÿ èçîìåòðèÿ ìåæäó åãî ïî ä-

ìíî æ åñòâàìè ñ íå áîëåå ÷åì n òî÷ê àìè â ê àæäîì ïðî äîëæ àåòñ ÿ äî èçî-

ìåòðèè âñåãî ïðîñòðàíñòâà.)

Ïî äðîáíîå îáñóæäåíèå ýòèõ è äðóãèõ ñâÿçàííûõ ðåçó ëü ò àòîâ äàíî â îá-

çîðå Ñåì¼íà Áîã àòîãî [8].

Äîê àçàòåëüñòâî. Åñëè M ëîê àëüíî ê îìïàêòíî, òî óòâåð æäåíèå ñëåäó åò

èç ïðèâåä¼ííîé âûøå òåîðåìû Áóçåìàíà�Òèòñà. Ïîýòîìó ìî æíî ïðåäïî-

ëî æèòü, ÷òî M íå ëîê àëüíî ê îìïàêòíî.

Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâó åò áåñê îíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê x1 ,

x2; : : : ò àê àÿ, ÷òî " < jx i � x j jM < 1 äëÿ íåê îòîðîãî " > 0 è âñåõ i 6= j .

Ïðèìåíèâ òåîðåìó Ð àìñåÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî n > 1
ñóùåñòâó åò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1; x2; : : : ; xn ò àê àÿ, ÷òî âñå ðàññòî ÿíèÿ

jx i � x j jM ëåæ àò â ïðîèçâîëüíî ìàëîì ïî äèíòåðâàëå ("; 1). Ïîñê îëüêó îò-

ïå÷àòêè çàìêíóòû, ñóùåñòâó åò ïðîèçâîëüíî äëèííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x1; x2; : : : ; xn ò àê àÿ, ÷òî jx i � x j jM = r äëÿ íåê îòîðîãî ôèê ñèðîâàííîãî

r > 0 è âñåõ i 6= j .

Âûáåðåì ìàê ñèìàëüíîå (îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ) ìíî æ åñòâî A ñ ðàñ-

ñòî ÿíèåì r ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ åãî òî÷ê àìè. Ïîñê îëüêó M ïîëíîñòüþ

î äíîðî äíî, ìíî æ åñòâî A îá ÿçàíî áûòü áåñê îíå÷íûì. Â ÷àñòíîñòè, ñóùå-

ñòâó åò îòîáðàæ åíèå f : A ! A , ê îòîðîå èíúåêòèâíî, íî íå ñþðüåêòèâíî.

Çàìåòèì, ÷òî f ñî õðàíÿåò ðàññòî ÿíèÿ. Ïîñê îëüêó A ìàê ñèìàëüíî, äëÿ

ëþáîé òî÷êè y =2 A ñóùåñòâó åò x 2 A ò àê àÿ, ÷òî jy � xjM 6= r . Çíà ÷èò ëþáîå
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îòîáðàæ åíèå M ! M , ê îòîðîå ñîã ëàñó åòñ ÿ ñ f è ñî õðàíÿåò ðàññòî ÿíèÿ, íå

ìî æ åò ñî äåð æ àòü â ñâî¼ì îáðàçå òî÷åê èç A n f (A) . Â ÷àñòíîñòè, íèê àê àÿ

èçîìåòðèÿ M ! M íå ñîã ëàñó åòñ ÿ ñ f � ïðîòèâîðå÷èå. �

Ÿ2. Ïðèìåð

Íàïîìíèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî T ñ ãåî äåçè÷åñê îé ìåòðèê îé íàçûâàåòñ ÿ

ìåòðè÷åñêèì äåðåâî ì åñëè ëþáàÿ ïàðà òî÷åê x; y 2 T ñîåäèíÿåòñ ÿ åäèí-

ñòâåííîé êðàò÷àéøåé [xy]T è îáúåäèíåíèå ëþáîé ïàðû êðàò÷àéøèõ [xy]T
è [yz]T ñî äåð æèò [xz]T . Âàëåíòíîñòüþ òî÷êè x 2 T íàçûâàåòñ ÿ ê àð äè-

íàëüíîå ÷èñëî ñâÿçíûõ ê îìïîíåíò â T n f xg.

Äëÿ ëþáîãî ê àð äèíàëüíîãî ÷èñëà n > 2 ñóùåñòó åò ïðîñòðàíñòâî Tn
ó äîâëåòâîð ÿþùåå ñëåäóþùèì ó ñëîâèÿì:

� Tn � ïîëíîå ìåòðè÷åñê îå äåðåâî ñ âàëåíòíîñòüþ n â ê àæäîé òî÷ê å.

� Tn � î äíîðî äíî, òî åñòü, ãðóïïà åãî èçîìåòðèé äåéñòâó åò òðàíçèòèâíî.

Áîëåå òîãî, Tn î äíîçíà ÷íî îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè è ÿâ-

ëÿåòñ ÿ n -óíèâåðñàëüíûì. Ïîñëåäíåå îçíà ÷àåò , ÷òî Tn âêëþ÷àåò â ñåá ÿ èçî-

ìåòðè÷åñêóþ ê îïèþ ëþáîãî ìåòðè÷åñê îãî äåðåâà ñ ìàê ñèìàëüíîé âàëåíò-

íîñòüþ íå áîëüøå n .

Ïðîñòðàíñòâî Tn íàçûâàåòñ ÿ óíèâåðñ àëüíûì ìåòðè÷åñêèì äåðåâî ì âà-

ëåíòíîñòè n . ßâíîå ïîñòðîåíèå Tn äàíî Àííîé Äþáèíîé è Èîñèôîì Ïîë-

òåðîâè÷åì [4]. Äîê àçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî óòâåð æäåíèÿ � ïðîñò àÿ ïåðå-

äåëê à èõ äîê àçàòåëüñòâà óíèâåðñàëüíîñòè Tn .

Óòâåð æäåíèå. Åñ ëè n êîíå÷íî, òî Tn ïî ëíîñòüþ îäíîðîäíî.

Â ÷àñòíîñòè, ó ñëîâèå íà îòïå÷àòêè â íàøåé òåîðåìå ÿâëÿåòñ ÿ ñóùåñòâåí-

íûì. Çàìåòèì, ÷òî åñëè n > 3, òî (n + 1) -é îòïå÷àòîê Tn íå çàìêíóò � Tn
íå ñî äåð æèò (n + 1) -òî÷å÷íîå ìíî æ åñòâî ñ ïîïàðíûìè ðàññòî ÿíèÿìè 1, íî

ñî äåð æèò ïðîèçâîëüíî áîëüøîå ê îíå÷íîå ìíî æ åñòâî ñ ïîïàðíûìè ðàññòî-

ÿíèÿìè ïðîèçâîëüíî áëèçêèìè ê 1.

Äîê àçàòåëüñòâî. Ïó ñòü A; A 0 � Tn , è x 7! x0
åñòü èçîìåòðèÿ A ! A0

.

Ïî ëåììå Öîðíà, ìî æíî ïðåäïîëî æèòü, ÷òî A ìàê ñèìàëüíî, òî åñòü, ê A
íåâîçìî æíî äîáàâèòü òî÷êó . Îñò à¼òñ ÿ äîê àçàòü, ÷òî A = Tn è A0 = Tn .

Çàìåòèì, ÷òî A çàìêíóòî.

x

y

z

s

Äàëåå, ïðåäïîëî æèì x; y; z 2 A è s 2 [yz]Tn . Ïîñê îëüêó Tn � ìåòðè÷å-

ñê îå äåðåâî, ðàññòî ÿíèå jx � sjTn ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñ ÿ ÷åòâ¼ðê îé ÷èñåë

jx � yjTn , jx � zjTn , js � yjTn , js � zjTn .
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Îáîçíà ÷èì ÷åðåç s0
òî÷êó íà êðàò÷àéøåé [y0z0]Tn ò àêóþ, ÷òî jy0� s0jTn =

jy � sjTn , è çíà ÷èò jz0� s0jTn = jz � sjTn . Ïîñê îëüêó îòîáðàæ åíèå ñî õðàíÿåò

ðàññòî ÿíèÿ jx � yjTn è jx � zjTn , ïîëó÷àåì, ÷òî js0� x0jTn = js� xjTn . Ò î åñòü

îòîáðàæ åíèÿ ïðî äîëæ åííîå ê àê s 7! s0
îñò à¼òñ ÿ ñî õðàíÿþùèì ðàññòî ÿíèÿ.

Ïîñê îëüêó A ìàê ñèìàëüíî, s 2 A . Äðóãèìè ñëîâàìè, A � âûïóêëîå

ïî äìíî æ åñòâî â Tn . Â ÷àñòíîñòè, A � ìåòðè÷åñê îå äåðåâî ìàê ñèìàëüíîé

âàëåíòíîñòè íå áîëüøå n .

Ïðåäïîëî æèì A 6= Tn . Âûáåðåì a 2 A è b =2 A . Ïó ñòü c 2 A � ïîñëåä-

íÿÿ òî÷ê à íà êðàò÷àéøåé [ab]Tn . Çàìåòèì, ÷òî âàëåíòíîñòü c â A ñòðîãî

ìåíüøå n .

Ïîñê îëüêó n ê îíå÷íî, õ îò ÿ áû î äíà èç ê îìïîíåíò ñâÿçíîñòè Tn n f c0g íå

ïåðåñåê àåò A0
. Âûáåðåì òî÷êó b0

â ýòîé ê îìïîíåíòå ò àê, ÷òîáû jc0� b0jTn =
jc � bjTn . Çàìåòèì, ÷òî èçîìåòðèþ A ! A0

ìî æíî ïðî äîëæèòü ê àê b 7! b0

� ïðîòèâîðå÷èå. Çíà ÷èò A = Tn .

Îñò àëîñü ïîê àçàòü, ÷òî A0 = Tn . Çàìåòèì, ÷òî A0
çàìêíóòîå ïî äìíî æ å-

ñòâî Tn è îíî èçîìåòðè÷íî Tn . Â ÷àñòíîñòè âàëåíòíîñòü ëþáîé òî÷êè A0

ðàâíà n .

Ïðåäïîëî æèì A0
� ñîáñòâåííîå ïî äìíî æ åñòâî Tn . Âûáåðåì a0 2 A0

è

b0 =2 A0
. Ïó ñòü c0 2 A0

� ïîñëåäíÿÿ òî÷ê à íà êðàò÷àéøåé [a0b0]Tn . Ò îã äà

âàëåíòíîñòü c0
â A0

ìåíüøå n � ïðîòèâîðå÷èå. �

Ÿ3. Çàìå÷àíèÿ

Ïðèâåä¼ì èçâåñòíûå íàì ïðèìåðû ïðîñòðàíñòâ äëÿ ïî õ î æèõ êëàññèôè-

ê àöèîííûõ çàäà ÷. Íàñ èíòåðåñóþò ëþáûå äðóãèå ïðèìåðû à ò àêæ å äîê à-

çàòåëüñòâà ò àêèõ êëàññèôèê àöèé.

Âî-ïåðâûõ, ìû íå çíàåì ïðèìåðîâ ïîëíûõ ïîëíîñòüþ î äíîðî äíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèê îé êðîìå êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ è óíè-

âåðñàëüíûõ ìåòðè÷åñêèõ äåðåâüåâ ê îíå÷íîé âàëåíòíîñòè.

Áåç ó ñëîâèÿ âíóòðåííîñòè ìåòðèêè, äîïîëíèòåëüíûõ ïðèìåðîâ ñò àíî-

âèòñ ÿ ñëèøê îì ìíîãî. Îíè âêëþ÷àþò â ñåá ÿ ê îíå÷íûå äèñêðåòíûå ïðî-

ñòðàíñòâà, ê àíòîðîâû ìíî æ åñòâà ñ åñòåñòâåííûìè ó ëü òðàìåòðèê àìè. Ò àê-

æ å çàìåòèì, ÷òî ñíåæèíêà (X; j � j � ) ëþáîãî ïîëíîñòüþ î äíîðî äíîãî

ïðîñòðàíñòâà (X; j � j ) ïîëíîñòüþ î äíîðî äíà.

Â îïðåäåëåíèè ïîëíîñòüþ î äíîðî äíûõ ïðîñòðàíñòâ ìî æíî ðàññìàòðè-

âàòü òîëüê î ìàëåíüêèå ïî äìíî æ åñòâà A è A0
, íàïðèìåð, êîíå÷íûå èëè

êî ìïàêòíûå . Ò îã äà ìû ãîâîðèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íî îäíîðîäíî èëè

êî ìïàêòíî îäíîðîäíî ñîîòâåòñòâåííî.

Â äîïîëíåíèå ê êëàññè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâàì, ïðèìåðû ïîëíûõ ñåïàðà-

áåëüíûõ ê îìïàêòíî î äíîðî äíûõ ïðîñòðàíñòâ ñ âíóòðåííåé ìåòðèê îé âêëþ-

÷àþò ïðîñòðàíñòâà Óðûñîíà U è Ud (ïðîñòðàíñòâî Ud èçîìåòðè÷íî ñôåðå
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ðàäèó ñà

d
2 â U ). Áåç ñåïàðàáåëüíîñòè ê íèì äîáàâëÿþòñ ÿ óíèâåðñàëüíûå

ìåòðè÷åñêèå äåðåâüÿ ê îíå÷íîé âàëåíòíîñòè.

Êîíå÷íî î äíîðî äíûå ïðîñòðàíñòâà âêëþ÷àþò äîïîëíèòåëüíî áåñê îíå÷-

íîìåðíûå àíàëîãè êëàññè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, â ÷àñòíîñòè, ãèëüáåðòîâî

ïðîñòðàíñòâî.

Çàìåòèì ò àêæ å, ÷òî ê îíå÷íî î äíîðî äíûå ïðîñòðàíñòâà òåñíî ñâÿçàíû ñ

ìåòðè÷åñêèì ïðåäå ëî ì Ôð àèñý ïðåäëî æ åííûì Èò àéåì Áåí ßàê îâîì [1].

Áëàãî äàðíîñòè. Ýò à çàìåòê à ïî ÿâèëàñü áëàãî äàð ÿ âîïðîñó Äæ îçåôà

Îðóðê à [6]. Ìû õ îòèì ïîáëàãî äàðèòü Äæ åéìñà Õàíñîíà çà åãî èíòåðåñíûå

è ïî äðîáíûå çàìå÷àíèÿ ê íàøåìó âîïðîñó [5 ]. Âòîðîé àâòîð ïðèçíàòåëåí

Ð îñòèñëàâó Ìàòâååâó çà èíòåðåñíûé ðàçãîâîð íà ó ëèöå Ðóáèíøòåéíà.
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