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Ïðîáëåìû ðåãóëÿðíîãî ïîâåäåíèÿ è
äåòåðìèíèðîâàííîãî õàîñà â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ýâîëþöèè ìåíäåëåâñêîé ëèìèòèðîâàííîé ïîïóëÿöèè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ïëîòíîñòíî çàâèñèìîãî îòáîðà â ìåíäåëåâñêîé ëèìèòèðîâàí-
íîé ïîïóëÿöèè, â ñëó÷àÿõ, êîãäà ëèìèòèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ëèíåéíîìó è ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó. Ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå ìîäåëè.
Ïîêàçàíî, ÷òî ïðåîáëàäàþùèìè îêàçûâàþòñÿ òàêèå ðåæèìû ýâîëþöèè, ïðè êîòîðûõ
÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íà÷èíàåò èñïûòûâàòü ðåãóëÿðíûå èëè õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ,
à ãåíåòè÷åñêèé ñîñòàâ âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíûé óðîâåíü. Îïèñàíû óñëîâèÿ, ïðè êî-
òîðûõ íà ôîíå ôëóêòóàöèé ÷èñëåííîñòè ôîðìèðóåòñÿ ïëîòíîñòíî-çàâèñèìûé îòáîð è
ìîãóò âîçíèêíóòü êîëåáàíèÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà óæå ãåíåòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïî-
ïóëÿöèé.

Ââåäåíèå
Äèíàìèêà ïîïóëÿöèé è áèîöåíîçîâ ìîæåò îïèñûâàòüñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè è ðåêóð-

ðåíòíûìè óðàâíåíèÿìè. Ñóùåñòâóåò ðÿä áèîëîãè÷åñêèõ âèäîâ ñ íåïåðåêðûâàþùèìèñÿ ïî-
êîëåíèÿìè (ìíîãèå íàñåêîìûå, ëîñîñåâûå ðûáû è ìíîãî äðóãèõ), êîòîðûå åñòåñòâåííî îïè-
ñûâàòü, ïîëüçóÿñü äèñêðåòíûìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Äèñêðåòíûå ìîäåëè ïðîñòåé-
øèõ áèîöåíîçîâ ïîçâîëÿþò îïèñàòü òàêèå ðåàëüíûå ýôôåêòû, êàê âîçíèêíîâåíèå öèêëîâ
äèíàìèêè ÷èñëåííîñòè ëèìèòèðîâàííîé ïîïóëÿöèè, ïñåâäîñëó÷àéíîå ïîâåäåíèå ýêîñèñòåì
è äð., íàáëþäàåìûå íà ðåàëüíûõ è ëàáîðàòîðíûõ ïîïóëÿöèÿõ [1, 2].

Äåòåðìèíèðîâàííûå ìîäåëè � ìîäåëè, ïîñòðîåííûå ïðè ïîìîùè àïïàðàòà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ èëè ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äëÿ ÷àñòîò ãåíîòèïîâ èëè ãàìåò. Ñôîðìóëèðóåì ïðåä-
ïîëîæåíèÿ, îáùèå äëÿ âñåõ äåòåðìèíèðîâàííûõ çàäà÷:

1) ×èñëåííîñòè ïîïóëÿöèé è ðàçëè÷íûõ ñîñòàâëÿþùèõ åå ãåíîòèïè÷åñêèõ ãðóïï ïðåä-
ïîëàãàþòñÿ áåñêîíå÷íûìè. Ðåàëüíî ýòî ñîîòâåòñòâóåò î÷åíü áîëüøèì ÷èñëåííîñòÿì.

2) Ïîêîëåíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü íåïåðåêðûâàþùèìèñÿ, ò.å. ðîäèòåëüñêîå ïîêîëåíèå, îñòàâèâ
ïîòîìñòâî, ýëèìèíèðóåòñÿ.

3) Èñêëþ÷èì èç ïðÿìîãî ðàññìîòðåíèÿ ìåñòî îáèòàíèÿ èíäèâèäóóìîâ (õîòÿ íåÿâíî îíî
âñåãäà áóäåò ïîäðàçóìåâàòüñÿ). Èíà÷å ãîâîðÿ, áóäåì ñ÷èòàòü ïðîñòðàíñòâåííûå è ýêî-
ëîãè÷åñêèå ðàçëè÷èÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ îñîáåé íåñóùåñòâåííûìè äëÿ ýâîëþöèè
ïîïóëÿöèè [3].

? Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ïðîöåññîâ óïðàâëåíèÿ Äàëüíåâîñòî÷íîãî îòäåëåíèÿ Ðîñ-
ñèéñêîé àêàäåìèè íàóê, 690041, ã. Âëàäèâîñòîê, óë. Ðàäèî, 5, Èíñòèòóò êîì-
ïëåêñíîãî àíàëèçà ðåãèîíàëüíûõ ïðîáëåì Äàëüíåâîñòî÷íîãî îòäåëåíèÿ Ðîññèé-
ñêîé àêàäåìèè íàóê, 682200, Áèðîáèäæàí, óë. Øîëîì Àëåéõåìà, 4. Ýëåêòðîííàÿ
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Ïîâåäåíèå ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè âî âðåìåíè � îäíà èç îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê áèî-
ëîãè÷åñêîãî âèäà. Íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé ïîïóëÿöèè, ÷èñëåííîñòü êîòîðîé íå èñïûòûâàëà
áû èçìåíåíèé. Íåêîòîðûå èç ýòèõ èçìåíåíèé íîñÿò ñåçîííûé õàðàêòåð è ñâÿçàíû ñ êîëåáà-
íèÿìè êëèìàòè÷åñêèõ óñëîâèé â òå÷åíèå ãîäà, äðóãèå çàòðàãèâàþò ïåðèîäû âðåìåíè, âêëþ-
÷àþùèå ãîäû è äåñÿòèëåòèÿ. Êîëåáàíèÿ ÷èñëåííîñòè îáëàäàþò ðàçëè÷íîé ðåãóëÿðíîñòüþ
è ðàçìàõîì, ìîãóò ñîïðîâîæäàòüñÿ ñóùåñòâåííûìè ïåðåñòðîéêàìè ñòðóêòóðû ïîïóëÿöèè,
ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèÿì ðîëè è çíà÷èìîñòè ðàçëè÷íûõ âèäîâ â áèîñèñòåìàõ. Äî ñèõ ïîð
íåò åäèíîé òî÷êè çðåíèÿ íà òî, êàêèå æå ôàêòîðû ÿâëÿþòñÿ âåäóùèìè, îïðåäåëÿþùèìè
êîëåáàíèÿ ÷èñëåííîñòè, åå ïîäúåìû è ñïàäû.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ãèïîòåç î êîíêðåòíûõ ìåõàíèçìàõ âíóòðèïîïóëÿöèîííîé ðåãóëÿ-
öèè óðîâíÿ ÷èñëåííîñòè ÷åðåç èçìåíåíèå ïëîäîâèòîñòè, ñìåðòíîñòè, ñêîðîñòè ñîçðåâàíèÿ è
ò.ï. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíû äâå èç íèõ: ãèïîòåçà ñòðåññà è ãèïîòåçà ãåíåòè÷åñêîãî êîíòðîëÿ.
Ñîãëàñíî ïåðâîé, ïðè èçëèøíå âûñîêèõ ïëîòíîñòÿõ íàñåëåíèÿ â ïèêàõ ÷èñëåííîñòè ó æè-
âîòíûõ ïîÿâëÿþòñÿ ïðèçíàêè ñòðåññ-ñèíäðîìà: óâåëè÷èâàþòñÿ íàäïî÷å÷íèêè, êðàéíå óñè-
ëèâàåòñÿ àãðåññèâíîñòü òàê, ÷òî íîðìàëüíîå ðàçìíîæåíèå ïî÷òè ïîëíîñòüþ ïðåêðàùàåòñÿ
è, â ñâÿçè ñ ýòèì, ïàäàåò ðîæäàåìîñòü è ðàñòåò ñìåðòíîñòü. Â ðàìêàõ âòîðîé ãèïîòåçû êîëå-
áàíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ñâÿçûâàþò ñ èçìåíåíèåì èõ ãåíåòè÷åñêîãî ñîñòàâà. Çàìåòèì,
÷òî â ðàìêàõ ïåðâîé ãèïîòåçû îñòàåòñÿ íåïîíÿòåí ýâîëþöèîííûé ìåõàíèçì, çàêðåïèâøèé
ðåçêèå çàêîíîìåðíûå ñíèæåíèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòè â ïèêàõ ÷èñëåííîñòè. Âòîðàÿ æå ãèïîòå-
çà âñòóïàåò â ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì, ÷òî íàëè÷èå ïëîòíîñòíî çàâèñèìîãî îòáîðà
ÿâëÿåòñÿ ñêîðåå âñåãî ñëåäñòâèåì êîëåáàíèÿ ÷èñëåííîñòè, à íå èõ ïðè÷èíîé, òàê êàê òàêîé
îòáîð ìîæåò ïîÿâëÿòüñÿ òîëüêî â ôëþêòóèðóþùèõ ïîïóëÿöèÿõ [2].

Äëÿ ïðèíöèïèàëüíîãî ïîíèìàíèÿ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè èññëåäîâàíèè
äåéñòâèÿ îòáîðà â ðàìêàõ äåòåðìèíèñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, äîñòàòî÷íî ðàññìîò-
ðåòü âåñüìà ïðîñòóþ ñèòóàöèþ, êîãäà âñå àäàïòèâíîå ðàçíîîáðàçèå â ïîïóëÿöèè îïðåäåëÿ-
åòñÿ îäíèì äèàëëåëüíûì ëîêóñîì A ñ àëëåëîìîðôàìè A è a, ïðè÷åì ôåíîòèï îñîáè æåñòêî
îïðåäåëÿåòñÿ åå ãåíîòèïîì.

Ïåðâîíà÷àëüíàÿ çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü äèíàìè÷åñêîå îïè-
ñàíèå ïðîöåññà èçìåíåíèÿ ãåíåòè÷åñêîé ñòðóêòóðû â ÷åðåäå ïîêîëåíèé. Íàèáîëåå ïðîñòî ýòî
ñäåëàòü â ñëó÷àå ïàíìèêòè÷íûõ ïîïóëÿöèé, ïðè÷åì ïðè óñëîâèè, ÷òî ïàíìèêñèÿ îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ïðè ñîåäèíåíèè ãàìåò â çèãîòû. Îáû÷íî äåëàåòñÿ åùå îäíî äîïóùåíèå. Ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ äèïëîèäíûå îðãàíèçìû, ó êîòîðûõ ïîëîâîé ïðîöåññ íå ñâÿçàí ñ ñóùåñòâîâàíèåì
äèôôåðåíöèðîâàííûõ ïîëîâ, ò.å. îðãàíèçìû, ó êîòîðûõ åñòü äèïëîèäíàÿ è ãàïëîèäíûå ñòà-
äèè, íî ëþáûå äâå ãàìåòû ìîãóò îáðàçîâûâàòü çèãîòó. Ýòî äîñòàòî÷íî ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå
âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì áîëåå åñòåñòâåííîìó ïðåäïîëîæåíèþ î òîì,
÷òî íà÷àëüíàÿ ãåíåòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïî ëîêóñó A îäèíàêîâà â ìóæñêîé è æåíñêîé ÷àñòè
ïîïóëÿöèè [4].

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ïóñòü q � êîíöåíòðàöèÿ ãàìåò, íåñóùèõ àëëåëü A; qAA,
qAa, qaa � íà÷àëüíûå êîíöåíòðàöèè ãåíîòèïîâ AA, Aa è aa ñîîòâåòñòâåííî; X � ÷èñëåí-
íîñòü ïîïóëÿöèè. Åñëè íåò äèôôåðåíöèðîâàííîé âûæèâàåìîñòè ãàìåò (ò.å. îòáîð äåéñòâó-
åò òîëüêî íà ñòàäèè çèãîò), òî äåéñòâèå îòáîðà ìîæíî îïèñàòü êîëè÷åñòâåííî, ïîñòàâèâ
â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó èç òðåõ ãåíîòèïè÷åñêèõ êëàññîâ îñîáåé AA, Aa è aa ïî îäíîìó
êîýôôèöèåíòó WAA, WAa è Waa ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàåìîìó ïðèñïîñîáëåííîñòüþ. Ýòîò
êîýôôèöèåíò ðàâåí ïîëîâèíå ÷èñëà âûæèâøèõ ãàìåò, ïðîäóöèðóåìûõ äàííûì ãåíîòèïè÷å-
ñêèì êëàññîì, ê ÷èñëåííîñòè ýòîãî ãåíîòèïè÷åñêîãî êëàññà.

Ñäåëàííûå ïðåäïîëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ñèñòåìó ðåêóððåíòíûõ óðàâíåíèé, ñâÿ-
çûâàþùèõ êîíöåíòðàöèè ãåíîòèïè÷åñêèõ êëàññîâ ãàìåò è çíà÷åíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè
â ñìåæíûõ ïîêîëåíèÿõ:
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{
qn+1 = qn(WAA(xn)qn + WAa(xn)(1− qn))/Wn(xn),
xn+1 = Wn(xn)xn,

(1)

ãäå n � íîìåð ïîêîëåíèÿ, Wn = WAAqn
2 + 2WAaqn(1 − qn) + Waa(1 − qn)2 � ñðåäíÿÿ ïðè-

ñïîñîáëåííîñòü â ïîïóëÿöèè.
×àñòî âìåñòî ìîäåëåé (1) èñïîëüçóþòñÿ ìîäåëè ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì (ò.å. ìîäå-

ëè, ÿâëÿþùèåñÿ ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé). Ïîäðîáíî âçàèìîñâÿçü ìåæ-
äó äèñêðåòíûìè è íåïðåðûâíûìè ïî âðåìåíè ìîäåëÿìè ïîïóëÿöèîííîé ãåíåòèêè îáñóæ-
äàåòñÿ â ðàáîòå Þ.Ì. Ñâèðåæåâà è Â.Ï. Ïàñåêîâà [5]. Â îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîòàõ ïî
òåîðåòè÷åñêîé ïîïóëÿöèîííîé ãåíåòèêå èññëåäîâàëèñü ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äèíàìèêè
ãåíåòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ñâîáîäíî ðàçìíîæàþùèõñÿ ïîïóëÿöèé. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ïîïó-
ëÿöèè ðàçâèâàþòñÿ â íåèçìåííîé âíåøíåé ñðåäå â óñëîâèÿõ íåîãðàíè÷åííîñòè æèçíåííûõ
ðåñóðñîâ. Íàëè÷èå ýòèõ ïðåäïîëîæåíèé ïîçâîëÿëî ïîëàãàòü ôèøåðîâñêèå ïðèñïîñîáëåí-
íîñòè ôåíîòèïè÷åñêèõ ãðóïï îðãàíèçìîâ (çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Wij) êîíñòàíòàìè, íå
çàâèñÿùèìè íè îò ôàêòîðîâ âíåøíåé àáèîòè÷åñêîé ñðåäû, íè îò ôàêòîðîâ, îáóñëîâëåííûõ
áèîëîãè÷åñêèìè âíóòðèïîïóëÿöèîííûìè âçàèìîîòíîøåíèÿìè, òàêèìè, êàê ïëîòíîñòü è ãå-
íåòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (÷àñòîòû îòäåëüíûõ ãåíîòèïîâ). Ìíîãèìè àâòîðàìè áûëî ïîêàçàíî,
÷òî äèñêðåòíûå è íåïðåðûâíûå ïî âðåìåíè ðàáîòû ïðèâîäÿò ê îäèíàêîâûì ðåçóëüòàòàì,
õàðàêòåðèçóþùèìè ïîñëåäñòâèÿ äåéñòâèÿ åñòåñòâåííîãî îòáîðà â èçîëèðîâàííîé ìåíäå-
ëåâñêîé ïîïóëÿöèè. Â êàæäîé èç ýòèõ ìîäåëåé áûëî âûÿâëåíî òðè âîçìîæíûõ âàðèàíòà
èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèè àëëåëÿ A, â çàâèñèìîñòè îò òèïà åñòåñòâåííîãî îòáîðà, îïðåäåëÿ-
þùåãîñÿ ñîîòíîøåíèÿìè ïðèñïîñîáëåííîñòåé.

Äæ. Ðàéãàðäåð ïðîàíàëèçèðîâàë ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè íà ÝÂÌ äèñêðåòíóþ ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ìîäåëü äèíàìèêè ÷àñòîò àëëåëåé â ìåíäåëåâñêîé îäíîëîêóñíîé äèàëëåëüíîé ïî-
ïóëÿöèè äëÿ ñëó÷àåâ ñòàöèîíàðíîé è ôëþêòóèðóþùåé ñðåäû îáèòàíèÿ. Â äîïîëíåíèå ê
ïðèâåäåííûì âûøå ïîñòóëàòàì òàêîé ìîäåëè îí ïðåäëîæèë ñ÷èòàòü ïðèñïîñîáëåííîñòè ãå-
íîòèïè÷åñêèõ ãðóïï íå êîíñòàíòàìè, à ëèíåéíûìè (ïî àíàëîãèè ñ ìîäåëüþ Ôåðõþëüñòà)
ôóíêöèÿìè ÷èñëåííîñòè:

Wi = 1 + ri(1− X

Ki
).

Ïàðàìåòðû ri â ýòîì ñëó÷àå � êîýôôèöèåíòû ¾÷èñòîé¿ ñêîðîñòè ðîñòà ìîíîìîðôíîé
ïîïóëÿöèè â ïóñòîòó, ò.å. ïðè ÷èñëåííîñòè X, áëèçêîì ê íóëþ (ïîä ìîíîìîðôíîé ìîæåò
ïîíèìàòüñÿ ïîïóëÿöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç îäíèõ ãåòåðîçèãîò). Ïàðàìåòðû Ki � ìåðà êîíêó-
ðåíòîñïîñîáíîñòè ãåíîòèïè÷åñêèõ ãðóïï, îïðåäåëÿþòñÿ îíè âîçìîæíîñòÿìè ãåíîòèïîâ ïðè
îâëàäåíèè ýêîëîãè÷åñêîé íèøåé. Ôîðìàëüíî Ki � ýòî òàêîå ðàâíîâåñíîå çíà÷åíèå ÷èñëåí-
íîñòè, êîòîðîå äîñòèãàëîñü áû, åñëè áû ïîïóëÿöèÿ ìîãëà ñîñòîÿòü è ñîñòîÿëà áû òîëüêî èç
îñîáåé ñ i -ì ãåíîòèïîì.

Á.×àðëüçóîðñ èññëåäîâàë àíàëèòè÷åñêè áîëåå îáùóþ äèñêðåòíóþ ìîäåëü ýâîëþöèè îä-
íîëîêóñíîé ìåíäåëåâñêîé ïîïóëÿöèè, ðàçâèâàþùåéñÿ â ñòàöèîíàðíîé ñðåäå. Îí ïîëàãàë
êîýôôèöèåíòû îòáîðà hi ïðîèçâîëüíûìè ãëàäêèìè óáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè ÷èñëåííîñòè
ïîïóëÿöèè, ò.å. ââîäèë â ìîäåëü ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü ïðèñïîñîáëåííîñòåé îò ÷èñëåííî-
ñòè:

Wi = 1 + hi(X), i = 1, 2, 3

Â ýòîì ñëó÷àå
ri = lim

X−→0
hi(x), Ki = h−1

i (0)

(ò.å. íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ hi(X) = 0 îòíîñèòåëüíî X).
Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé âûÿñíèëîñü, ÷òî â ñòàöèîíàðíîé ñðåäå íàïðàâ-

ëåíèå ýâîëþöèè ïîïóëÿöèè îïðåäåëÿåòñÿ â îñíîâíîì ãåíîòèïè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè êîíêó-
ðåíòîñïîñîáíîñòè, ò.å. çíà÷åíèÿìè âåëè÷èí Ki. Çíà÷åíèÿ âåëè÷èí ri â ñòàöèîíàðíîé ñðåäå
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ñóùåñòâåííî âëèÿþò òîëüêî íà õàðàêòåð óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðè îïðå-
äåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ Ki è ri â ïîïóëÿöèè ìîãóò âîçíèêàòü ñëîæíûå êîëåáàíèÿ è ðàçìåðà
ïîïóëÿöèè, è åå ãåíåòè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Â ðàáîòå Ì.À. Àñìóññåíà ïîäðîáíî ïðîàíàëèçè-
ðîâàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè òàêèõ öèêëè÷åñêèõ ðåæèìîâ äèíàìèêè äëÿ
äâóõ âèäîâ çàâèñèìîñòè ïðèñïîñîáëåííîñòè îò ÷èñëåííîñòè � ëîãèñòè÷åñêîãî è ýêñïîíåíöè-
àëüíîãî. Â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ Ki è ri, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê äèíà-
ìè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ, âåñüìà ïîõîæåìó íà êîëåáàíèÿ ÷èñëåííîñòè (ïëîòíîñòè) ïîïóëÿöèè
è åå ãåíîòèïè÷åñêîé ñòðóêòóðû, îïèñàííûå Ë. Áåð÷åì äëÿ èíâåðñèîííîãî ïîëèìîðôèçìà â
ïîïóëÿöèÿõ äðîçîôèëû [4]. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìîäåëü áûëà ïðåäëîæåíà â ñåðåäèíå XX-ãî
âåêà, åå èññëåäîâàíèÿ â ïîëíîì îáúåìå íå áûëî.

Íà îñíîâå ìîäåëè (1) íàìè áûëî ïðîâåäåíî ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ìåõàíèçìîâ è õàðàê-
òåðà ñëîæíûõ ðåæèìîâ äèíàìèêè ãåíåòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîïóëÿöèé è èçó÷åíèå óñëîâèé,
ïðè êîòîðûõ ïðîöåññû ñàìîîðãàíèçàöèè îñóùåñòâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì ïóòåì â õîäå áèîëî-
ãè÷åñêîé ýâîëþöèè ïîïóëÿöèîííûõ ñèñòåì. Äåòàëüíî èçó÷åíû äèíàìè÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿ
åñòåñòâåííîãî îòáîðà â ìåíäåëåâñêîé ïîïóëÿöèè ïðè íàëè÷èè ãåíåòè÷åñêîãî ðàçíîîáðàçèè
ïî ïðèñïîñîáëåííîñòÿì, ÿâëÿþùèìèñÿ ëèíåéíûìè

WAA = bAA − kAAx, Waa = baa − kaax, WAa = bAax− kAa

è ýêñïîíåíöèàëüíûìè ôóíêöèÿìè ÷èñëåííîñòè:

WAA = cAAe−bAAx, WAa = cAae
−bAax, Waa = caae

−baax.

Òàáëèöà 1: Îñíîâíûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè è îáëàñòè èõ
óñòîé÷èâîñòè. Ëèíåéíàÿ ìîäåëü.

Òðèâèàëüíûå ñòàöèîíàðíûå

òî÷êè

Ïîëèìîðôíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà

kAA = kAa = kaa = k

1) q = 0, x = (baa − 1)/k
Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷-
êà óñòîé÷èâà, åñ-
ëè 1 < baa < 3 è
−2 < bAa − baa < 0

2) q = 1, x = (bAA − 1)/k
Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷-
êà óñòîé÷èâà, åñ-
ëè 1 < bAA < 3 è
−2 < bAa − bAA < 0

q =
bAa − baa

2bAa − bAA − baa
,

x =
bAA + baa + b2

Aa − 2bAa − bAAbaa

k(2bAa − bAA − baa)

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà óñòîé÷èâà, åñëè




(b2
Aa − bAAbaa)/3 < 2bAa − bAA − baa < bAAbaa − b2

Aa

2(bAA + baa − 2bAa) < bAAbAa + bAabaa − bAAbaa − b2
Aa

bAAbAa + bAabaa − bAAbaa − b2
Aa < 0
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Ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗, â êîòîðîé ïðèñïîñîáëåííîñòè âñåõ ãåíîòèïîâ ðàâíû. Ïðèñïîñîá-
ëåííîñòü ãåòåðîçèãîòû ïîñòîÿííà: WAa = bAa

q = 0, x =
(baa − 1)(bAA − bAa)

kAA(baa − bAa)

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà óñòîé÷è-
âà, åñëè 1 < baa < 3 è
0 < bAa < 1

x = (bAA − bAa)/kAA, q − ∀
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòåé. Ñòàöè-
îíàðíàÿ òî÷êà óñòîé÷èâà, åñëè bAa < 1 è q óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó

(bAA + baa − 2bAa)q2 − 2(baa − bAa)q + baa − bAa − 2 < 0

q = 1, x = (bAA − 1)/kAA

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà óñòîé÷è-
âà, åñëè 1 < bAA < 3 è
0 < bAa < 1

q =
baa − bAa

bAA + baa − 2bAa
, x =

bAAbaa − b2
Aa + 2bAa − bAA − baa

kAA(baa − bAa)

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà óñòîé÷èâà, åñëè{
1 < bAa < 3,
(bAAbaa − b2

Aa)/3 < bAA + baa − 2bAa < bAAbaa − b2
Aa

Ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ
Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ñèñòåìû (1) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì:

{
q = q(WAAq + WAa(1− q))/Wn(x),
x = Wn(x)x.

Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ñóùåñòâóþò äâå òðèâèàëüíûå (q = 0 è q = 1)
ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ â ñèñòåìå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü
òðåòüÿ ïîëèìîðôíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, ïðè÷åì ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì ýêîëîãè÷åñêîì
ëèìèòèðîâàíèè îíà íàõîäèòñÿ ÷èñëåííî. Áûëî ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå â ñëó÷àå, êîãäà
ïðèñïîñîáëåííîñòè ïåðåñåêàþòñÿ, ò.å. ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗, â êîòîðîé ïðèñïîñîáëåííîñòè
âñåõ ãåíîòèïîâ ðàâíû: WAA = WAa = Waa. Ïðè ëèíåéíîì ëèìèòèðîâàíèè ÷èñëåííîñòü
ïîëèìîðôíîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ìîæåò ñîâïàäàòü ñ x∗, ïðè ýòîì ãåíåòè÷åñêèé ñîñòàâ
óñòàíàâëèâàåòñÿ ëþáîé; ëèáî ñòàöèîíàðíàÿ ÷èñëåííîñòü îòëè÷àåòñÿ îò x∗, òîãäà ãåíåòè÷å-
ñêèé ñîñòàâ èìååò îïðåäåëåííîå ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå, îòëè÷íîå îò 0 è 1. Äëÿ óïðîùåíèÿ
çàäà÷è áûëè ââåäåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ñóùåñòâóåò òàêàÿ ðàâíîâåñíàÿ òî÷êà ÷èñëåííîñòè x∗, â êîòîðîé ïðèñïîñîáëåííîñòè
âñåõ ãåíîòèïîâ ðàâíû. Òàêèì îáðàçîì, â ýêñïîíåíöèàëüíîé ìîäåëè ìû èñêëþ÷èëè äâà
ïàðàìåòðà çàäà÷è: bAA è baa: bAA = bAa + ln(cAA/cAa)/x∗; baa = bAa + ln(caa/cAa)/x∗

2) â ëèíåéíîé ìîäåëè ïðåäïîëîæèëè ðàâåíñòâî êîýôôèöèåíòîâ ïðîïîðöèîíàëüíîñòè â
ôóíêöèÿõ ïðèñïîñîáëåííîñòè kAA = kAa = kaa = k

Óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé è ëèíåéíîé ìîäåëè
ïðèâåäåíû â òàáëèöàõ 1, 2 � ñîîòâåòñòâåííî. Âûïèøåì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íàéäåííûõ
ñòàöèîíàðîâ.

Ëèíåéíàÿ ìîäåëü:

1) òðèâèàëüíûé ñòàöèîíàð q = 0 ñóùåñòâóåò, åñëè baa > 1;

2) òðèâèàëüíûé ñòàöèîíàð q = 1 ñóùåñòâóåò, åñëè bAA > 1;
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3) ïîëèìîðôíûé ñòàöèîíàð 0 < q < 1 ñóùåñòâóåò, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå ÷èñ-
ëåííîñòè, óêàçàííîå â òàáëèöå 1 ïîëîæèòåëüíîå, à çíà÷åíèå êîíöåíòðàöèè ãåíà A
áîëüøå íóëÿ è ìåíüøå åäèíèöû.

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü:

1) òðèâèàëüíûé ñòàöèîíàð q = 0 ñóùåñòâóåò, åñëè caa > 1;

2) òðèâèàëüíûé ñòàöèîíàð q = 1 ñóùåñòâóåò, åñëè cAA > 1;

3) ïîëèìîðôíûé ñòàöèîíàð 0 < q < 1 ñóùåñòâóåò, åñëè èìååòñÿ ïîëîæèòåëüíîå, îòëè÷íîå
îò x∗, ðåøåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, óêàçàííîãî â òàáëèöå 2 è ïðè ýòîì
ñîîòâåòñòâóþùèé äàííîìó ðåøåíèþ ñòàöèîíàðíûé ãåíåòè÷åñêèé ñîñòàâ q êîððåêòåí,
ò.å. 0 < q < 1.

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè ìîäóëü ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ìåíüøå 1,
ò.å. | λ |< 1.

Òàáëèöà 2. Îñíîâíûå ñòàöèîíàðíûå òî÷êè è îáëàñòè èõ óñòîé÷èâîñòè. Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ
ìîäåëü. Ïðèñïîñîáëåííîñòü ãåòåðîçèãîòû ïîñòîÿííà: WAa = cAa, âñå ïðèñïîñîáëåííîñòè
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Òðèâèàëüíûå ñòàöèîíàðíûå
òî÷êè

Ïîëèìîðôíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà

1)
q = 0, x = − ln(caa)/baa

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷-
êà óñòîé÷èâà, åñëè
1 < caa < e2 è cAa < 1

2)
q = 1, x = − ln(cAA)/bAA

Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷-
êà óñòîé÷èâà, åñëè
1 < cAA < e2 è cAa < 1

q = (1−Waa(ξ))/(cAa −Waa(ξ)), x = ξ

ξ íàõîäèëîñü èç óðàâíåíèÿ:

(1− cAa)2 = (1−WAA(ξ))(1−Waa(ξ))

÷èñëåííî ìåòîäîì äèõîòîìèè. Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ìî-
æåò ñóùåñòâîâàòü ïðè 0 < cAa < 1 èëè 1 < cAa < 2,
ïðè÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå îíà ìåíüøå ÷åì x∗, à âî âòî-
ðîì - áîëüøå x∗. Ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà óñòîé÷èâà, åñëè
1 < cAa < 2; ïðè 0 < cAa < 1 - íåóñòîé÷èâà ïî÷òè âñþäó.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà
Ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè ñèñòåìû (1) ïàðàìåòðû ñèñòåìû èçìåíÿëèñü òàêèì îáðà-

çîì, ÷òîáû èç îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ïîïàñòü â îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè. Èññëåäîâàíèÿ ñèñòå-
ìû áûëè äîïîëíåíû êîëè÷åñòâåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Â êà÷åñòâå òàêèõ õàðàêòåðèñòèê
â ðàáîòå áûëè èñïîëüçîâàíû ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè {λi}k

i=1, ãäå k � ðàçìåðíîñòü ôàçîâîãî
ïðîñòðàíñòâà ñèñòåìû (â äàííîì ñëó÷àå k = 2) è ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà [6]. Ëÿïóíîâñêèå
ïîêàçàòåëè îïèñûâàþò äåôîðìàöèþ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà âäîëü òðàåêòîðèè ñèñòåìû. Åñ-
ëè λi > 0, òî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ðàñòÿãèâàåòñÿ âäîëü íåêîòîðîãî (i�ãî) íàïðàâëåíèÿ, åñ-
ëè λi < 0 , òî ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñæèìàåòñÿ. Ïðè λi = 0 äåôîðìàöèè ôàçîâîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íå ïðîèñõîäèò. Ñóììà ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé îïèñûâàåò èçìåíåíèå îáúåìà ôàçîâîãî
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ïðîñòðàíñòâà [7]. Íàëè÷èå ïîëîæèòåëüíîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñ-
íîâíûõ êðèòåðèåâ ñòîõàñòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ. Â ðàáîòå ëÿïóíîâñêèå ïîêàçàòåëè âû÷èñëÿ-
ëèñü ïî àëãîðèòìó Áåíåòòèíà [8]. Áåíåòòèí ïðåäëîæèë ÷èñëåííûé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ ïî-
êàçàòåëåé Ëÿïóíîâà. Âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíûé îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ: {u(0)

1 , . . . , u
(0)
n }.

Íà k-îì øàãå âû÷èñëÿþò: ū
(k+1)
j = DF (xk)u

(k)
j , j = 1, n, ãäå DF (x) � ìàòðèöà ßêîáè.

Çàòåì ïðèìåíÿþò ïðîöåäóðó îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà: u(k+1) = ū
(k+1)
1 /δ

(k+1)
1 , ãäå

δ
(k+1)
1 = ‖ū(k+1)

1 ‖. Íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ ïîëàãàþò: δk+1
m = ‖ūk+1

m −∑m−1
i=1 (uk+1

i , ūk+1
m )uk+1

i ‖,
ãäå (u, v) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Çäåñü δk+1

m � äëèíà m-ãî âåêòîðà ïîñëå îðòîãîíàëè-
çàöèè, íî ïåðåä íîðìàëèçàöèåé. Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà ÷èñëåííî âûðàæàþòñÿ êàê

λm =
1
k

k∑

i=1

ln δ(i)
m

äëÿ áîëüøèõ k.
Ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà D ïîêàçûâàåò, êàêóþ ÷àñòü ïðîñòðàíñòâà â îêðåñòíîñòè êàæäîé

òî÷êè çàíèìàåò àòòðàêòîð. Ïðè D = 1 àòòðàêòîð � îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, ïðè D = 2
� äâóìåðíîå. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ìàòåìàòè÷åñêèõ îïðåäåëåíèé ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðà
[1]. Êàïëàí è Éîðêå ïðåäëîæèëè ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðà ïî ïîêàçàòå-
ëÿì Ëÿïóíîâà. Îíè òàêæå âûñêàçàëè ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî òàêàÿ ðàçìåðíîñòü ÿâëÿåòñÿ
íèæíåé ãðàíèöåé äëÿ åìêîñòíîé ðàçìåðíîñòè. Ôðàìåð ïîêàçàë, ÷òî ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåð-
íîñòü ðàâíà èíôîðìàöèîííîé ðàçìåðíîñòè. Åñëè àòòðàêòîð ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîäíûé,
òî èíôîðìàöèîííàÿ ðàçìåðíîñòü ðàâíà ôðàêòàëüíîé ðàçìåðíîñòè [9]. Ïîñêîëüêó äëÿ äèñ-
êðåòíûõ îòîáðàæåíèé èíôîðìàöèîííàÿ, ôðàêòàëüíàÿ è ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòè ñîâïà-
äàþò, òî â ðàáîòå âû÷èñëÿëàñü ëÿïóíîâñêàÿ ðàçìåðíîñòü (ïî ôîðìóëå Êàïëàíà-Éîðêà):
D = j +

∑j
i=1 λ1/| λi |, ãäå j = max(m :

∑m
i=1 λi ≥ 0).

à) ïðè ëèíåéíîì ëèìèòèðîâàíèè
Â ðåçóëüòàòå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ÷èñëåííûõ ðåàëèçàöèé óðàâíåíèé (1) ñ ðàçëè÷íûìè

êîýôôèöèåíòàìè îïðåäåëèòü îáùóþ êàðòèíó ïîâåäåíèÿ ÷èñëåííîñòè è ãåíåòè÷åñêîãî ñî-
ñòàâà îêàçàëîñü çàòðóäíèòåëüíî. Ê îäíèì èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ìîæíî îòíåñòè ñëåäóþùèé: ôàçîâûé ïîðòðåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâà
¾ïðåäåëüíûõ öèêëà¿, à ÷èñëåííîñòü è ãåíåòè÷åñêèé ñîñòàâ èñïûòûâàþò êîëåáàíèÿ ïðè çíà-
÷åíèÿõ bAA = 2, 8, bAa = 3, 5, baa = 1, 5. Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà bAA, ïîëó÷èì ôàçîâûé
ïîðòðåò, âíåøíå ïîõîæèé íà 4 ¾ïðåäåëüíûõ¿ öèêëà è èìåþùèé ðàçìåðíîñòü 1 (ðèñ. 1). Ïðè
óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà baa ïðîèñõîäèò ïðåîáðàçîâàíèå ¾ïðåäåëüíîãî öèêëà¿. Óìåíüøàÿ
ïàðàìåòð baa äàëåå, ïîëó÷àåì îáëàñòè õàîñà (ðèñ. 2).

Ðèñ. 1. 4 ¾ïðåäåëüíûõ öèêëà¿
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Ðèñ. 2. Àòòðàêòîð ðàçìåðíîñòè D = 1, 62

Â îáùåì ñëó÷àå òàê æå áûëè íàéäåíû îáëàñòè, â êîòîðûõ ôàçîâûé ïîðòðåò ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé 2 ¾ïðåäåëüíûõ öèêëà¿, à ãåíåòè÷åñêèé ñîñòàâ êîëåáëåòñÿ ïðè êîëåáàíèÿõ ÷èñ-
ëåííîñòè. Óìåíüøàÿ ïàðàìåòð baa, âìåñòî ¾ïðåäåëüíûõ öèêëîâ¿ ïîëó÷èì äâà ôîêóñà, ïðè
ýòîì ïî òðàåêòîðèè ÷èñëåííîñòè è ãåíåòè÷åñêîãî ñîñòàâà óñòàíàâëèâàþòñÿ öèêëû äëèíû 2.
Ïðè äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè äàííîãî ñëó÷àÿ áûëè íàéäåíû ôàçîâûå ïîðòðåòû, âíåøíå
ïîõîæèå íà èíâàðèàíòíûå êðèâûå (ðèñ. 3).

Ðèñ. 3. Èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ

Ïðè èññëåäîâàíèè ñëó÷àÿ, êîãäà ïðèñïîñîáëåííîñòü ãåòåðîçèãîò ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé,
ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêàõ 4�5. Èç ãðàôèêà íà ðèñóíêå 4 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä,
÷òî íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ õàðàêòåð äèíàìèêè ñòàíîâèòñÿ õàîòè÷åñêèì.
Â ñèñòåìå ìîæíî íàéòè îáëàñòè, ãäå óñòàíàâëèâàþòñÿ õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ (ðèñ. 5).

Ðèñ. 4. Èçìåíåíèå ðàçìåðíîñòè D àòòðàêòîðà (âåðõíèé ãðàôèê) è ìàêñèìàëüíîãî ëÿïóíîâ-
ñêîãî ïîêàçàòåëÿ (íèæíèé ãðàôèê) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà bAA ïðè bAa = 3, 1
è baa = 3, 75
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Ðèñ. 5. Óâåëè÷åííûé ôðàãìåíò àòòðàêòîðà ðàçìåðíîñòè D = 2

á) ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì ëèìèòèðîâàíèè
Ïðîèëëþñòðèðóåì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ cAa = 0, 8, caa = 17. Çäåñü ïðè

cAA = 32 óæå õîðîøî âèäíû äâå ïðåäåëüíûå êðèâûå. Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà cAA î÷åð-
òàíèÿ ïðåäåëüíûõ êðèâûõ çàìåòíî óòîëùàþòñÿ. Óæå íà ðèñóíêå 6 âèäíî, ÷òî àòòðàêòîð
èìååò ñëîæíóþ ïîïåðå÷íóþ ñòðóêòóðó (ïî òåðìèíîëîãèè Õåíîíà). Ïðè äàëüíåéøåì óâå-
ëè÷åíèè ïàðàìåòðà cAA êàæäàÿ ëèíèÿ àòòðàêòîðà "óòîëùàåòñÿ"è áîëåå èëè ìåíåå ïëîòíî
çàïîëíÿåò íåêîòîðóþ îáëàñòü ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà (ðèñ. 8). Îïèñàííóþ ôåíîìåíîëîãè÷å-
ñêóþ êàðòèíó ìîæíî äîïîëíèòü êîëè÷åñòâåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè: îöåíêàìè çíà÷åíèé
ëÿïóíîâñêèõ ïîêàçàòåëåé.

Ðèñ. 6. Àòòðàêòîð äðîáíîé ðàçìåðíîñòè(D = 1,555)

Ðèñ. 7. Óâåëè÷åííûé ôðàãìåíò ðèñóíêà 6

Ãðàôèêè íà ðèñóíêå 9 èëëþñòðèðóþò èçìåíåíèå ìàêñèìàëüíîãî ëÿïóíîâñêîãî ïîêàçà-
òåëÿ (L) è ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðà (D) ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà cAA è ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ cAa = 0, 8, caa = 17. Êàê âèäíî èç ãðàôèêîâ, ñóùåñòâóåò ðÿä çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðà cAA, ïðè êîòîðûõ áîëüøèé ëÿïóíîâñêèé ïîêàçàòåëü ïîëîæèòåëåí, ò.å. â ñèñòåìå (1)
ñóùåñòâóåò õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð. Ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà àòòðàêòîð ðåäó-
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Ðèñ. 8. Óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà cAA ïðèâåëî ê âîçíèêíîâåíèþ ðàñòÿãèâàþùåãî èçîáðàæåíèÿ

öèðóåòñÿ äî ïðåäåëüíîãî öèêëà êîíå÷íîé äëèíû. Ïîñëå cAA ≈ 46 õàîòè÷åñêèé àòòðàêòîð
ïðîïàäàåò, îäíàêî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà cAA ïîÿâëÿåòñÿ äðóãîé àò-
òðàêòîð, ïðè÷åì äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà cAA ïî÷òè íå ìåíÿåò åãî âèäà. Áîëüøåå
ðàçíîîáðàçèå õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ ìîæíî ïîëó÷èòü, óâåëè÷èâàÿ ïàðàìåòð caa.

Ðèñ. 9. Èçìåíåíèå ðàçìåðíîñòè D àòòðàêòîðà (âåðõíèé ãðàôèê) è ìàêñèìàëüíîãî ëÿïó-
íîâñêîãî ïîêàçàòåëÿ λ1 (íèæíèé ãðàôèê) â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà cAA ïðè
cAa = 0, 8 è caa = 17.

Àíàëîãè÷íî áûë èññëåäîâàí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ïðèñïîñîáëåííîñòü ãîìîçèãîòû ïî-
ñòîÿííà. Ðåçóëüòàòû îêàçàëèñü äîñòàòî÷íî ïîõîæèìè íà ïðåäûäóùèé ñëó÷àé. Ðàçíèöà çà-
êëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîé âûæèâàåìîñòè ãåòåðîçèãîòû õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû
ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðîâ îáû÷íî ðåäóöèðóþòñÿ â ðåãóëÿðíûå (öèêë êîíå÷íîé äëèíû ïî îáî-
èì ïîêàçàòåëÿì), â òî âðåìÿ êàê ïðè ïîñòîÿííîé âûæèâàåìîñòè ãîìîçèãîòû õàîòè÷åñêèå
àòòðàêòîðû ÷àùå ðåäóöèðóþòñÿ â ðåãóëÿðíûå êîëåáàíèÿ ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè (ãåíåòè-
÷åñêèé ñîñòàâ âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíûé óðîâåíü). Â òîì ñëó÷àå, êîãäà âñå ïðèñïîñîñîá-
ëåííîñòè çàâèñÿò îò ÷èñëåííîñòè ýêñïîíåíöèàëüíî, îêàçàëîñü, ÷òî õàîòè÷åñêèå àòòðàêòîðû
âñòðå÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî è ïðèíèìàþò âñåâîçìîæíûå ôîðìû.

Ïðîâåäåíèå àíàëîãèè ìåæäó íàøåé ìîäåëüþ è ìîäåëüþ
ìåòàïîïóëÿöèè ñ íåïîëîâûì ðàçìíîæåíèåì ïðè íàëè÷èè
ãåíåòè÷åñêîãî ðàçíîîáðàçèÿ ïî ìàëüòóçèàíñêîìó
è ðåñóðñíîìó ïàðàìåòðàì

Â ðàáîòå äåòàëüíî èçó÷åíû äèíàìè÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿ åñòåñòâåííîãî îòáîðà â ìåíäåëåâ-
ñêîé ïîïóëÿöèè ïðè íàëè÷èè ãåíåòè÷åñêîãî ðàçíîîáðàçèÿ ïî ïðèñïîñîáëåííîñòÿì. Çà îñíîâó
èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðèíÿòû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Å.Â. Åâäîêèìîâûì â 1999 ãîäó. Èì áû-
ëè îïèñàíû äèíàìè÷åñêèå ïîñëåäñòâèÿ îòáîðà â ìåòàïîïóëÿöèè ñ íåïîëîâûì ðàçìíîæåíèåì
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ïðè íàëè÷èè ãåíåòè÷åñêîãî ðàçíîîáðàçèÿ ïî ìàëüòóçèàíñêîìó è ðåñóðñíîìó ïàðàìåòðàì.
Èññëåäîâàëàñü ñëåäóþùàÿ ìîäåëü:

xi
n+1 = xi

n exp


Ri


1−

∑

j

xi
n/Ki





 ,

ãäå K � ðåñóðñíûé è R � ìàëüòóçèàíñêèé ïàðàìåòðû. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî:

1) Îòáîð âñåãäà èäåò â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ ðåñóðñíîãî ïàðàìåòðà K, åñëè â ïîïóëÿöèè
åñòü ñîîòâåòñòâóþùåå ãåíåòè÷åñêîå ðàçíîîáðàçèå. Ïðè åãî îòñóòñòâèè îòáîð, êàê òàêî-
âîé, â ïîïóëÿöèè íå íàáëþäàåòñÿ, íåñìîòðÿ íà íàëè÷èå äèñïåðñèè ïî ìàëüòóçèàíñêîìó
ïàðàìåòðó R.

2) Â îòñóòñòâèå äèñïåðñèè ïî K è ïðè íàëè÷èè ðàçíîîáðàçèÿ ïî R â ïîïóëÿöèè íàáëþäà-
åòñÿ ñîñóùåñòâîâàíèå âñåõ ãåíîòèïîâ. Èõ ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå óñòàíàâëèâàåòñÿ
â òå÷åíèå ïåðâûõ òðåõ � ÷åòûðåõ ïîêîëåíèé è äàëåå íå ìåíÿåòñÿ.

3) Ïðè îäíîâðåìåííîì íàëè÷èè â ïîïóëÿöèè ðàçíîîáðàçèÿ ïî ìàëüòóçèàíñêîìó è ðå-
ñóðñíîìó ïàðàìåòðàì òå÷åíèå îòáîðà ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ñìåíîé äè-
íàìè÷åñêèõ ðåæèìîâ îò ñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ÷åðåç ïðåäåëüíûå öèêëû ê õàîñó
è, íàîáîðîò, â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ îòáîðà ïî K. Â ïîïóëÿöèè íàáëþäàåòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíàÿ çàìåíà îäíîãî äîìèíèðóþùåãî ãåíîòèïà äðóãèì, à òèï íàáëþäàå-
ìîãî ïðè ýòîì äèíàìè÷åñêîãî ðåæèìà îïðåäåëÿåòñÿ ñðåäíåïîïóëÿöèîííûì çíà÷åíèåì
ìàëüòóçèàíñêîãî ïàðàìåòðà [10].

Ýòè ðåçóëüòàòû áûëè ïîäòâåðæäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî íà ïîïóëÿöèÿõ ìèêðîîðãàíèç-
ìîâ. Êîýôôèöèåíòû íàøåé ìîäåëè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ìàëüòóçèàíñêèé è ðåñóðñíûé
ïàðàìåòðû ïóòåì íåñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òàêèì îáðàçîì áûëè ñî-
ïîñòàâëåíû ðåçóëüòàòû äâóõ èññëåäîâàíèé. Îêàçàëîñü, ÷òî â íàøåé ìîäåëè âûïîëíÿþòñÿ
çàêîíîìåðíîñòè, îïèñàííûå âûøå, íî ñî ñëåäóþùèìè äîïîëíåíèÿìè:

1) âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîãî ïîëèìîðôèçìà;

2) âîçìîæíà ïîáåäà íåîïòèìàëüíîãî ïî ðåñóðñíîìó ïàðàìåòðó ãåíîòèïà ïðè äîñòàòî÷íî
áëàãîïðèÿòíûõ äëÿ íåãî íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è âûâîäû
Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðåîáëàäàþùèìè îêàçûâàþò-

ñÿ òàêèå ðåæèìû ýâîëþöèè, ïðè êîòîðûõ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè íà÷èíàåò èñïûòûâàòü
ðåãóëÿðíûå èëè õàîòè÷åñêèå êîëåáàíèÿ, à ãåíåòè÷åñêèé ñîñòàâ âûõîäèò íà ñòàöèîíàðíûé
óðîâåíü (òàáëèöà 3), ïðè÷åì ìîæåò íàáëþäàòüñÿ êàê ôèêñàöèÿ äîìèíèðóþùèõ àëëåëîìîð-
ôîâ, òàê è óñòîé÷èâûé (îòíîñèòåëüíî ãåíåòè÷åñêèõ êîìïîíåíòîâ) ïîëèìîðôèçì. Îïèñàíû
óñëîâèÿ (îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòðû ôóíêöèé ïðèñïîñîáëåííîñòè), ïðè êîòîðûõ íà ôîíå
ôëóêòóàöèé ÷èñëåííîñòè ôîðìèðóåòñÿ ïëîòíîñòíî-çàâèñèìûé îòáîð è ìîãóò âîçíèêíóòü
êîëåáàíèÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà óæå ãåíåòè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïîïóëÿöèé (òàáëèöà 4). Â
êîýâîëþöèîííîé ìîäåëè ýòî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ â îáîáùåííîì ïðîñòðàíñòâå ýêîëî-
ãè÷åñêèõ è ãåíåòè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ õàîòè÷åñêèõ àòòðàêòîðîâ, èìåþùèõ ñëîæíóþ ïîïå-
ðå÷íóþ ñòðóêòóðó.
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Òàáëèöà 3. Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ êîëåáàíèé ÷èñëåííîñòè ïîïóëÿöèè ïðè ñòàöèîíàðíîì
ãåíåòè÷åñêîì ñîñòàâå

Ëèíåéíàÿ ìîäåëü
Ñóùåñòâóåò òî÷êà x∗, â êîòîðîé ïðèñïîñîáëåííîñòè âñåõ
ãåíîòèïîâ ðàâíû. kAA = kAa = kaa

WAa = bAa WAA = bAA Waa = baa Ôóíêöèè ïðèñïî-
ñîáëåííîñòåé íå
ïåðåñåêàþòñÿ

3, 1 ≤ bAA ≤ 4, 0,
0, 1 ≤ bAa ≤ 0, 9,
0, 1 ≤ baa ≤ 2, 4

0, 5 ≤ bAA ≤ 0, 8,
0, 1 ≤ bAa ≤ 5, 9,
2, 8 ≤ baa ≤ 3, 8

3, 1 ≤ bAA ≤ 4, 0,
0, 6 ≤ bAa ≤ 2, 0,
baa = 1, 1

0, 1 ≤ bAA ≤ 3, 7,
3, 1 ≤ bAa ≤ 5, 4,
3, 0 ≤ baa ≤ 3, 5

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü
WAa = const Waa = const Âñå ïðèñïîñîáëåí-

íîñòè îïðåäåëÿþòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíî

Ôóíêöèè
ïðèñïîñîá-
ëåííîñòåé
íå ïåðåñå-
êàþòñÿ

cAa < 1;

1) cAA > e2 èëè
caa > e2

2) cAA > e2 è
caa > e2, +
î÷åíü áëàãîïðè-
ÿòíûå íà÷àëüíûå
óñëîâèÿ

cAa ≥ 1;

1) cAA > e2 èëè
q0 = 1

2) caa > e2 è q0 = 0

caa < 1;

1) cAA > e2 èëè
cAa ¿ cAA

2) cAA > e2 è íå
âûïîëíåíî cAa ¿
cAA, òîãäà q0 = 1

caa ≥ 1; cAA > e2 è
q0 = 1

cAa ≥ exp(bAax
∗);

1) cAA > e2,
1 < caa < e2,
q0 = 1

2) cAA, caa > e2 caa

íå áëèçêî ê cAa

cAa ≤ exp(bAax
∗);

e2 < cAA, ïàðàìåòð
caa äîëæåí áûòü íå
î÷åíü áëèçêèì ê cAA;
åñëè áëèçêî, òî q0 = 1
èëè q0 = 0

Åñëè õîòÿ
áû îäèí
èç ïàðà-
ìåòðîâ:
cAA, cAa,
caa > e2, òî
êîëåáàíèÿ
÷èñëåí-
íîñòè
âîçìîæíû

Ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà è ðàçìåðíîñòè àòòðàêòîðîâ çàêîíîìåðíî ìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ìîäåëè â ñëó÷àå, êîãäà âñå ãåíîòèïû ñ ðîñòîì
÷èñëåííîñòè âûìèðàþò îäèíàêîâî áûñòðî (èëè ìåäëåííî), âîîáùå íå óäàëîñü íàéòè êîëå-
áàíèé ãåíåòè÷åñêîãî ñîñòàâà. Çàòî îáû÷íîé ÿâëÿåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà â ïîïóëÿöèè íàáëþ-
äàåòñÿ óñòîé÷èâûé ïîëèìîðôèçì, à ÷èñëåííîñòü êîëåáëåòñÿ. Åñëè çàôèêñèðîâàòü ïðèñïî-
ñîáëåííîñòè ëþáûõ äâóõ ãåíîòèïîâ, à òðåòèé ãåíîòèï îñòàâèòü ïîäâåðæåííûì ïëîòíîñòíî-
çàâèñèìîìó îòáîðó, òî ìîæíî íàéòè òàêèå ðåæèìû ýâîëþöèè, êîòîðûå âîñïðîèçâîäÿò óñëî-
âèÿ, ýêâèâàëåíòíûå óñëîâèÿì ïëîòíîñòíî-çàâèìñèìîãî îòáîðà äëÿ ýòèõ ãåíîòèïîâ (�ñâîáîä-
íûõ îò îòáîðà�) (òàáëèöà 5). Åñëè â çàïèñè ìîäåëè (1) èñïîëüçîâàòü ìàëüòóçèàíñêèé è
ðåñóðñíûé ïàðàìåòð, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ðåçóëüòàòû àíàëîãè÷íûå ïîëó÷åííûì Å.Â. Åâäî-
êèìîâûì. Ðàçëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå âîçìîæåí ïîëèìîðôèçì; à òàêæå
ôèêñàöèÿ íåîïòèìàëüíîãî ïî ðåñóðñíîìó ïàðàìåòðó ãåíîòèïà, åñëè îí èìååò íà÷àëüíîå
ïðåèìóùåñòâî.
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Òàáëèöà 4. Îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ êîëåáàíèé ÷èñëåííîñòè è ãåíåòè÷åñêîãî ñîñòàâà îäíî-
âðåìåííî

Ëèíåéíàÿ ìîäåëü
Îáùèé ñëó÷àé Ñóùåñòâóåò òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðèñïîñîáëåííîñòåé âñåõ

ãåíîòèïîâ � x∗
WAa = bAa WAA = bAA Waa = baa

2, 8 ≤ bAA ≤ 3, 7,
1 ≤ bAa ≤ 3, 5,
0, 9 ≤ baa ≤ 1, 5,
kAA = 0, 2, kAa = 0,
kaa = 0, 1

0, 1 ≤ bAA ≤ 4, 6,
1, 9 ≤ bAa ≤ 3, 7,
0, 1 ≤ baa ≤ 4, 6

0, 6 ≤ bAA ≤ 0, 9,
4, 7 ≤ bAa ≤ 5, 9,
2, 1 ≤ baa ≤ 2, 7

4, 8 ≤ bAA ≤ 5, 7,
3, 1 ≤ bAa ≤ 4,
0, 2 ≤ baa ≤ 0, 6

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìîäåëü
WAa = const Waa = const Âñå ïðèñïîñîáëåííîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî
cAa < 1; cAA >
e2 è caa > e2

caa < 1; cAA >
e2 è cAa íå ¿
cAA

cAa ≤ exp(bAax
∗); e2 < cAA, ïàðàìåòð caa äîëæåí áëèç-

êèì ê cAA

cAa ≥ exp(bAax
∗); cAA > e2, q0 6= 1; cAA, caa > e2, caa

áëèçêî ê cAa

Òàáëèöà 5. Óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíûå ïëîòíîñòíî-çàâèñèìîìó îòáîðó äëÿ ãåíîòèïîâ ñ ïîñòî-
ÿííûìè âûæèâàåìîñòÿìè

WAa = cAa, Waa = caa, òîëü-
êî âûæèâàåìîñòü ãîìîçèãî-
òû AA çàâèñèò ýêñïîíåíöè-
àëüíî îò ÷èñëåííîñòè

WAA = cAA, Waa = caa, òîëüêî ãåòåðîçèãîòà Aa ïîäâåðæå-
íà ïëîòíîñòíî-çàâèñèìîìó îòáîðó

Ôèêñàöèÿ ãåíîòèïà AA
âîçìîæíà, åñëè âûïîëíåíû
óñëîâèÿ: cAA >1è cAa ≤ 1.
Åñëè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
caa äîñòàòî÷íî áîëüøîå,
òî äëÿ ôèêñàöèè ãåíîòèïà
AA ìîæåò ïîíàäîáèòñÿ
íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðàöèÿ
ãåíà A î÷åíü áëèçêàÿ ê
åäèíèöå. Êðîìå òîãî, íà
ðàçìåð îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ
òî÷êè q = 1 âëèÿåò ïàðàìåòð
cAA, ñ åãî ðîñòîì óâåëè÷è-
âàåòñÿ îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ
ñòàöèîíàðà q = 1

Åñëè ñ÷èòàòü óñòàíîâëåíèå ïîëèìîðôèçìà ôèêñàöèåé ãå-
íîòèïà Aa, òî:

1) cAA = caa = 1. Ãîìîìîðôèçì óñòàíàâëèâàåòñÿ â ïî-
ïóëÿöèè òîëüêî ïðè äîñòàòî÷íî áëàãîïðèÿòíûõ íà-
÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (ïðè÷åì, ÷åì áîëüøå çíà÷åíèå
cAa, òåì áëèæå äîëæíà áûòü íà÷àëüíàÿ êîíöåíòðà-
öèÿ ê 0 èëè 1 äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ãîìîìîðôèçìà).
×àùå ïðèòÿãèâàåò ãåòåðîìîðôíûé ñòàöèîíàð, äèíà-
ìè÷åñêè ýòî ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíèå ïîñòîÿííîãî
óðîâíÿ x è q, êîëåáàíèÿ ÷èñëåííîñòè ïðè ïîñòîÿí-
íîì q, à òàêæå êîëåáàíèå îáîèõ ïîêàçàòåëåé.

2) cAA è caa < 1. Ïîëèìîðôèçì óñòàíàâëèâàåòñÿ
ïðè íåòðèâèàëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ (q 6= 0 è
q 6= 1). Åñëè íå âûïîëíåíî óñëîâèå: cAa ≥ 1 +√

(1− cAA)(1− caa) , òî ïîïóëÿöèÿ âûìðåò, ò.ê. ñòà-
öèîíàðíàÿ ÷èñëåííîñòü áóäåò ðàâíà íóëþ.
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SUMMARY
We investigate the �tness di�erences model with Mendel limited population in cases
of linear and exponential rules of selection. It was made the analytical and numer-
ical investigation of the model. The research of model has shown, that there are
such models of evolution, at which there are the regular or chaotic �uctuations of
the population number; but the genetic structure becomes stationary. There are de-
scribed conditions of density depended selection existence with population number
�uctuations on background and possibility of cycling and chaotic dynamics of genetic
structure.
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