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СЕМЕЙСТВА ПЕРЕСТАНОВОК И ИДЕАЛЫ

ТЬЮРИНГОВЫХ СТЕПЕНЕЙ∗)

А.С.МОРОЗОВ, В. Г.ПУЗАРЕНКО, М. Х.ФАЙЗРАХМАНОВ

Вв е д е н и е

Согласно классическому результату К.Джокуша [1], см. также [2,

гл. XII, теор. 3.4], семейство всех вычислимых функций, как и семей-

ство всех вычислимых перестановок, см. предложение 1, является a-

вычислимым тогда и только тогда, когда тьюрингова степень a — высокaя

(0′′ 6 a
′). Как обычно, процитированный результат допускает релятиви-

зацию. Она позволяет охарактеризовать классы степеней, вычисляющих

семейства всех перестановок, степени которых принадлежат главным тью-

ринговым идеалам. Как следует из результатов работы [3], классический

объект теории вычислимости — группа Ga всех a-вычислимых переста-

новок натурального ряда ω — имеет изоморфные x-вычислимые копии в

точности для тех степеней x, для которых a
′′ 6 x. Отсюда следует, что

классы скачков степеней, вычисляющих семейство всех a-вычислимых пе-

рестановок, и степеней, вычисляющих изоморфные копии группы Ga, сов-

падают. Настоящая работа имеет целью прояснение особенностей строения

спектров групп перестановок, степени которых принадлежат произвольно-

му (необязательно главному) тьюринговому идеалу I, с помощью скачков

семейств перестановок, чьи степени также принадлежат I.
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Мы будем часто отождествлять семейства S ⊆ P(ω) с моделями вида

MS, построенными в [4] по семейству S. Можно выбрать и другие рав-

носильные способы построения моделей по семействам подмножеств нату-

ральных чисел, см., напр., [5, 6]. Как следует из результатов процитирован-

ных работ, счётное семейство S будет a-вычислимым тогда и только тогда,

когда счётная модель MS обладает изоморфной копией с a-вычислимой

атомной диаграммой, будем называть такие алгебраические системы a-

вычислимыми. Класс всех степеней a, для которых алгебраическая си-

стема A является a-вычислимой, называется спектром степеней системы

A, [7] и обозначается как Spec (A). Если Spec (A) содержит наименьший

элемент a, то он называется степенью системы A, [8]. Вместо Spec (MS)

будем использовать Spec (S). Скачок M
′
S

модели MS, см. [9–12], будем на-

зывать скачком семейства S и обозначать его как S′. Из [13, предл. 4]

следует, что для любого семейства S, как и для любой алгебраической

системы, выполняется Spec (S′) = {a′ : a ∈ Spec (S)}.

В работе приводятся описания спектров степеней семейств PI, состо-

ящих из всех перестановок натурального ряда, степени которых принад-

лежат I, и их скачков P′
I для любого счётного тьюрингова идеала I. Уста-

навливается связь спектров степеней групп перестановок GI, заданных на

семействах PI операцией композиции, со спектрами степеней систем P′
I, ко-

торые совпадают для главных идеалов I. Для некоторых идеалов I, порож-

дённых в. п. степенями, определяются спектры семейств PI и приводятся

соответствующие примеры.

Здесь используются стандартные обозначения и терминология из

теории вычислимости. Через ΦA
e обозначается частично A-вычислимая

функция с гёделевским номером e. Будем использовать запись ΦA
e (x)↓,

если x принадлежит области определения ΦA
e , и ΦA

e (x)↑ в противном слу-

чае. Через ΦA
e,s будем обозначать сильную аппроксимацию рассматрива-

емой функции. Кроме того, будем предполагать, что ΦA
e,s(x)↓ ⇒ ((x <

< s)& (e < s)). Через l и r будем обозначать проекции номера пары от-

носительно вычислимой нумерации пар c(x, y) на первую и вторую коор-

динаты соответственно: lc(x, y) = x, rc(x, y) = y. Определим по индукции
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c(x0, . . . , xn+2) = c(x0, . . . , xn, c(xn+1, xn+2)). Множество всех идеалов тью-

ринговых степеней будем обозначать как J(LT ). Остальные обозначения

см. в [2]. Некоторые результаты статьи используют сведения из теории

допустимых множеств. Они приведены в [14–16].

§ 1. Семейства перестановок

В настоящем параграфе приводится описание спектров степеней се-

мейств PI. Для этого покажем, что для любого, необязательно счётного,

тьюрингова идеала I семейство перестановок PI эквивалентно семейству

FI всех функций, степени которых принадлежат I, в смысле следующего

определения, см. [4].

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть S0 ⊆ P(ω), S1 ⊆ P(ω). Говорят, что семей-

ство S0 Σ-сводимо к S1 (и используют обозначение S0 ⊑Σ S1), если любое

допустимое множество A удовлетворяет следующему условию: если S1 вы-

числимо в A, то S0 вычислимо в A. Говорят, что S0 и S1 Σ-эквивалентны

(и используют обозначение S0 ≡Σ S1), если S0 ⊑Σ S1 и S1 ⊑Σ S0.

Понятие Σ-сводимости семейств может быть задано в терминах опе-

раторов перечисления [4, теор. 1.1(8)]. В частности, если для некоторых

n ∈ ω и оператора перечисления Θ справедливо

S0 ∪ {∅} = {Θ({m} ⊕ (A1 ⊕ · · · ⊕An)) : m ∈ ω,Ai ∈ S1, 1 6 i 6 n},

то S0 ⊑Σ S1; если S1 состоит только из вычислимо перечислимых мно-

жеств, то верно и обратное.

Пусть I ∈ J(LT ). Для любого s ∈ ω положим [s] = {x ∈ ω : x < s}.

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Для любого I ∈ J(LT ) имеют место соот-

ношения FI ≡Σ PI и FI ∪ {ω} ≡Σ PI ∪ {ω}.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Отметим, что операторы, осуществляющие

сводимости, не будут зависеть от идеала I.

(⊑Σ) Возьмём f ∈ FI; тогда оба множества c(Γf ), ω − c(Γf ) беско-

нечны и их тьюринговы степени принадлежат I. Определим функции h0 и
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h1 согласно следующим правилам: h0(x) ⇌ c(x, f(x)), а h1(x) перечисляет

множество ω−c(Γf ) в порядке строгого возрастания. В этом случае имеем

h0 ⊕ h1 ∈ PI и r((h0 ⊕ h1)(2x)) = rh0(x) = rc(x, f(x)) = f(x). Зададим

теперь оператор перечисления Θ следующим образом: если ϕ — конеч-

ная инъективная функция с 2x ∈ δϕ, то c(x, rϕ(2x)) ∈ Θ(ϕ). Кроме того,

n ∈ Θ({0; 1}) для всех n ∈ ω. Таким образом, Θ(PI) = FI и Θ(PI ∪ {ω}) =

= FI ∪ {ω}.

(Σ ⊒) Возьмём p ∈ PI; тогда p ∈ FI, p−1 ∈ FI и, к тому же, выполня-

ются соотношения p(p−1(s)) = s, p−1(p(s)) = s для всех s ∈ ω. Далее, пусть

f0 ∈ FI и f1 ∈ FI таковы, что f0(f1(s)) 6= s или f1(f0(s)) 6= s для некоторо-

го s ∈ ω. Тогда найдётся наименьшее s0 ∈ ω, для которого выполняются

следующие условия:

ϕi ⊆ fi, i = 0, 1;

δϕ0 = [s0] ∪ ϕ1([s0]);

δϕ1 = [s0] ∪ ϕ0([s0]);

ϕ1 6= ϕ−1
0 .

Зададим теперь бинарный оператор Ψ следующим образом: если s0 ∈

∈ ω таково, что для конечных функций ϕ0 и ϕ1 выполняются второе и тре-

тье, но не выполняется четвёртое условия, то полагаем ϕ0↾[s0] = Ψ(ϕ0, ϕ1);

в противном случае полагаем Ψ(ϕ0, ϕ1) = (ϕ0↾[s0 − 1]) ∪ π, где s0 ∈ ω —

наименьшее число, удовлетворяющее последним трём условиям, а π — ча-

стично вычислимая функция, перечисляющая множество ω − ρ(ϕ0↾[s0 −

−1]) в порядке строгого возрастания посредством ω− [s0−1]. Кроме того,

n ∈ Ψ(∅, {0; 1}) = Ψ({0; 1},∅) для всех n ∈ ω. Таким образом, Ψ(FI,FI) =

= PI и Ψ(FI ∪ {ω},FI ∪ {ω}) = PI ∪ {ω}. ✷

По определению, из Σ-определимости алгебраической системы A в

счётной алгебраической системе B следует Spec (B) ⊆ Spec (A). Для счёт-

ных семейств это утверждение следует также из [4, теор. 1.1]. Стало быть,

из предложения 1 вытекает

СЛЕДСТВИЕ 1. Для любого счётного тьюрингова идеала I спра-

ведливо Spec (PI) = Spec (FI).

Далее нам понадобятся следующие определения.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Последовательность множеств {Yn}n∈ω будем

называть направленной относительно 6T (или просто направленной), ес-

ли для любых i и j найдётся такое k, что Yi 6T Yk и Yj 6T Yk.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Будем говорить, что последовательность

{Yn}n∈ω образует эффективную T -цепь, если Yn 6T Yn+1 равномерно по

каждому n ∈ ω.

Из следующей теоремы непосредственно вытекает характеризация

спектров степеней семейств PI.

ТЕОРЕМА 1. Для произвольного счётного тьюрингова идеала I и

множества A эквивалентны следующие условия:

(1) семейство PI является A-вычислимым;

(2) существует эффективная T -цепь {Yn}n∈ω, удовлетворяющая

условиям:

(2.i) I =
〈

degT (Yn) : n ∈ ω
〉

;

(2.ii)
⊕

n Yn 6T A;

(2.iii)
⊕

n Y
′′
n 6T A′;

(3) существует направленная последовательность {Yn}n∈ω, удовле-

творяющая условиям (2.i)–(2.iii).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Используя следствие 1, будем рассматривать

семейство FI вместо PI.

(1)⇒(2) Пусть {fe}e∈ω — A-вычислимая последовательность, для ко-

торой

FI = {fe : e ∈ ω}.

Тогда функция

h(x) =
x

∑

e=0

fe(x)

доминирует каждую функцию, степень которой принадлежит I. Опреде-

лим для каждого n

Yn =
⊕

e6n

fe,

где каждая из функций fe отождествляется со свёрткой своего графика.

Нетрудно видеть, что эффективная T -цепь {Yn}n∈ω удовлетворяет усло-
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виям (2.i) и (2.ii). Покажем, что она также удовлетворяет условию (2.iii).

Пусть

TotYn = {k : ΦYn

k всюду определена}.

Для всех n и k справедливы эквивалентности

∀x∃s [ΦYn

k,s(x)↓] ⇔ k ∈ TotYn ⇔ ∃y∃s∀z < y∀x > y [ΦYn

k,s(z)↓&ΦYn

k,h(x)(x)↓].

Отсюда, Y ′′
n ≡T TotYn ∈ ∆0

2(A) равномерно по n. Следовательно,

⊕

n

Y ′′
n 6T A′.

(2)⇒(3) Импликация очевидна.

(3)⇒(1) Пусть направленная последовательность {Yn}n∈ω удовлетво-

ряет условиям (2.i)–(2.iii). Используя условие (2.ii), выберем вычислимую

функцию g, такую что

ΦYn

e = ΦA
g(n,e)

для всех n, e. Поскольку последовательность {Yn}n∈ω направлена и удо-

влетворяет условию (i), для каждой функции f , такой что degT (f) ∈ I,

найдутся n и e, для которых f = ΦYn

e . Пусть

B = {c(n, k) : k ∈ TotYn}.

В силу условия (2.iii) имеем B 6T A′. Таким образом, существует такая

двухместная функция b 6T A, что

χB(x) = lim
s

b(x, s)

для всех x. Для каждой тройки n, e, s определим функцию fc(n,e,s). Пусть

x выбрано произвольно. Найдём первое t > s, удовлетворяющее одному из

условий:

(a) ΦA
g(n,e),t(x)↓ и b(g(n, e), t) = 1;

(b) b(g(n, e), t) = 0.

Положим fc(n,e,s)(x) = ΦA
g(n,e),t(x) при выполнении для указанного

t условия (a), и fc(n,e,s)(x) = x при выполнении для t условия (b). Если



712 А.С.Морозов, В. Г.Пузаренко, М.Х.Файзрахманов

b(g(n, e), t) = 0 для некоторого t > s, то функция fc(n,e,s) тождественна,

начиная с некоторого аргумента. В противном случае

fc(n,e,s) = ΦA
g(n,e) = ΦYn

e .

Следовательно, применив условие (2.i), получим равенство

FI = {fe : e ∈ ω}. ✷

§ 2. Скачки семейств перестановок

Напомним [9], что скачком A
′ алгебраической системы A называется

её наследственно конечная надстройка HF(A), обогащённая универсаль-

ным Σ-предикатом, в [10–12] можно найти эквивалентные определения

скачка алгебраической системы. Покажем, что каждая степень, вычис-

ляющая P′
I, вычисляет и группу GI. Более того, справедливо следующее

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Группа GI Σ-определима как в P′
I, так и в

(PI ∪ {ω})′ для любого I ∈ J(LT ).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть I ∈ J(LT ). Рассмотрим случай семей-

ства PI ∪ {ω}, оставшийся случай проще. Достаточно определить коды се-

мейства PI, а также отношения равенства на множествах семейства и гра-

фика бинарной групповой операции с помощью Π1-формул в HF(MPI∪{ω}).

Как и прежде, атрибуты не будут зависеть от выбора идеала I. Везде су-

щественно используется, что все рассматриваемые функции в семействе

всюду определены, функция ν кодирует выбранное семейство.

[ν(x) ∈ PI] ⇔ [¬(0 ∈ ν(x)) ∨ ¬(1 ∈ ν(x))],

[ν(x) = ν(y)] ⇔ ∀n∀k[c(n, k) ∈ ν(x) ↔ c(n, k) ∈ ν(y)]

⇔ ∀n∀k[c(n, k) ∈ ν(x) → ∀l((l 6= k) → ¬(c(n, l) ∈ ν(y)))]

∧ ∀n∀k[c(n, k) ∈ ν(y) → ∀l((l 6= k) → ¬(c(n, l) ∈ ν(x)))],

[ν(x) ◦ ν(y) = ν(z)] ⇔ ∀n∀k[c(n, k) ∈ ν(x) ◦ ν(y) ↔ c(n, k) ∈ ν(z)]

⇔ ∀n∀k[∃l(c(n, l) ∈ ν(y) ∧ c(l, k) ∈ ν(x))

→ ∀l((l 6= k) → ¬(c(n, l) ∈ ν(z)))]
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∧ ∀n∀k[c(n, k) ∈ ν(x) → ∀l((l 6= k)

→ ∀m(¬(c(n,m) ∈ ν(y)) ∨ ¬(c(m, l) ∈ ν(x))))].

В последних двух случаях, разумеется, предполагается, что ν(x) ∈ PI,

ν(y) ∈ PI и ν(z) ∈ PI). Отметим, что выражения „m ∈ ν(x)“ и „c(n, k) ∈

∈ ν(x)“ определяются Σ-формулами. ✷

СЛЕДСТВИЕ 2. Для любого счётного тьюрингова идеала I вы-

полняется Spec (P′
I) ⊆ Spec (GI).

Перейдём к описанию спектров степеней скачков семейств PI. Из [13,

предл. 4] и теоремы 1 настоящей работы следует, что Spec (P′
I) состоит в

точности из скачков степеней множеств, удовлетворяющих условиям (2.i)—

(2.iii) формулировки этой теоремы. В теореме 2, см. ниже, устанавливает-

ся, что спектры скачков семейств PI имеют более простое описание. Нам

понадобится следующая

ЛЕММА 1. Пусть {Xn}n∈ω — эффективная T -цепь и
⊕

nX
′′
n 6T

6T Z. Тогда существует множество A и направленная последователь-

ность {Yn}n∈ω, удовлетворяющие условиям:

(1)
〈

degT (Xn) : n ∈ ω
〉

=
〈

degT (Yn) : n ∈ ω
〉

;

(2) A′ ≡T Z;

(3)
⊕

n Yn 6T A;

(4)
⊕

n Y
′′
n 6T A′.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Построим по индукции неубывающую по

включению последовательность множеств {As}s∈ω, затем определим A =

=
⋃

s

As и

Yr = {c(x, r) ∈ A : x ∈ ω}

для всех r.

Пусть A0 = ∅. Предположим, что As определено, а множество

{k : ∃x [c(x, k) ∈ As]}

конечно. Выберем наименьшее r0 = r0(s), для которого

As ⊆ {c(x, k) : k < r0, x ∈ ω}.
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Пусть сначала s = 2n для некоторого n. Если существует конечное

множество F , удовлетворяющее условиям

F ⊆ {c(x, k) : r0 6 k} и ΦAs∪F
n (n)↓, (1)

то выберем наибольшее r1, такое что c(x, r1) ∈ F для некоторого x (пола-

гаем r1 = −1, если F = ∅), и определим

r = max{r0, r1 + 1,use (As ∪ F ;n, n)},

где use (As ∪ F ;n, n) — значение use-функции вычисления ΦAs∪F
n (n),

As+1 = As ∪ F ∪ {c(x, r) : x ∈ Xn}.

Если не существует конечного множества, удовлетворяющего условию (1),

то полагаем

As+1 = As ∪ {c(x, r0) : x ∈ Xn}.

Если s = 2n+ 1, то полагаем

As+1 = As ∪ {c(χZ(n), r0)}.

Таким образом, As+1 удовлетворяет индукционному предположению.

(1) Нетрудно видеть, что для каждого n найдётся такое r, что Xn =

= Yr, и для каждого r либо Yr = Xn для подходящего n, либо Yr конечно.

(2) На шагах вида 2n построения, с учётом того, что последователь-

ность {Xm}m∈ω образует эффективную T -цепь, используется оракул X ′
n, а

на нечётных — оракул Z. Поскольку
⊕

mX ′
m 6T Z, получаем, что A′ 6T Z.

Обратно, для каждого n, используя оракул A′, можно равномерно вычис-

лить множество A2n+1. Следовательно,

χZ(n) = y,

где y — такое единственное число, что c(y, r0(2n+1)) ∈ A2n+1. Стало быть,

Z 6T A′.

(3) Справедливость условия очевидна.

(4) Заметим, что для каждого n выполняются равенства

Yn = {c(x, n) ∈ A : x ∈ ω} = {c(x, n) ∈ A2n+2 : x ∈ ω}.
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Таким образом, используя оракул A′ ≡T Z, можно определить канониче-

ский индекс Yn, если это множество конечно, и такое число k, что

Yn = {c(x, n) : x ∈ Xk},

если Yn бесконечно. В каждом из этих двух случаев получаем равномер-

ную по n сводимость Y ′′
n 6T A′. ✷

Теперь описание спектров степеней скачков семейств перестановок

PI даёт следующая

ТЕОРЕМА 2. Для любого счётного тьюрингова идеала I скачок

P′
I будет Z-вычислимым тогда и только тогда, когда существует эф-

фективная T -цепь {Yn}n∈ω, удовлетворяющая условиям:

(1) I =
〈

degT (Yn) : n ∈ ω
〉

;

(2)
⊕

n Y
′′
n 6T Z.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть P′
I является Z-вычислимым. Тогда су-

ществует такое A, что семейство PI будет A-вычислимым и A′ 6T Z. При-

меняя теорему 1, получаем существование эффективной T -цепи {Yn}n∈ω,

удовлетворяющей условиям (1) и (2).

Обратно, пусть эффективная T -цепь {Yn}n∈ω и множество Z удо-

влетворяют условиям (1) и (2). Применяя лемму 1 и теорему 1, полу-

чаем существование такого множества A, что семейство PI является A-

вычислимым и A′ ≡T Z. Стало быть, P′
I будет Z-вычислимым. ✷

§ 3. Идеалы, порождённые в. п. степенями

Пусть I — идеал, порождённый в. п. степенями, и S(I)
def
= {e :

degT (We) ∈ I}.

ТЕОРЕМА 3. (1) Если S(I) ∈ Σ0
3 и S(I) 6= ω, то Spec (PI) = {a :

0
′′ 6 a

′}.

(2) Если S(I) является Σ0
n+4-полным, то Spec (PI) = {a : 0(n+3) 6

6 a
′}.

(3) Если S(I) является Π0
n+3-полным, то Spec (PI) = {a : 0(n+3) 6

6 a
′}.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Достаточно показать, что при S(I) ∈ Σ0
3 и

S(I) 6= ω скачок P′
I имеет степень 0

′′, и 0
(n+3) в случае, если либо S(I)

является Σ0
n+4-полным, либо Π0

n+3-полным.

(1) Покажем, что 0
′′ ∈ Spec (P′

I). Поскольку S(I) ∈ Σ0
3, выберем функ-

цию f 6T ∅
′′, для которой S(I) = rng f . Для каждого n ∈ ω положим

Xn =
⊕

i6n

Wf(i).

Нетрудно видеть, что последовательность {Xn}n∈ω образует эффективную

T -цепь и

I =
〈

degT (Xn) : n ∈ ω
〉

.

Осталось показать, что
⊕

nX
′′
n 6T ∅

′′. Ввиду того, что S(I) ∈ Σ0
3 и S(I) 6=

6= ω, по [17, теор. 4.4] существует 2-низкая степень a = degT (A), ограничи-

вающая I сверху. Отсюда, используя оракул A′′, равномерно по каждому

n можно найти такое e, что ΦA
e всюду определена и Xn = ΦA

e . Следова-

тельно,
⊕

n∈ω

X ′′
n 6T A′′ 6T ∅

′′.

(2) Сначала покажем, что 0
(n+3) ∈ Spec (P′

I). Возьмём функцию

f 6T ∅
(n+3), для которой S(I) = rng f . Определим эффективную T -цепь

{Xn}n∈ω, положив для каждого n ∈ ω

Xn =
⊕

i6n

Wf(i).

Нетрудно видеть, что

I =
〈

degT (Xn) : n ∈ ω
〉

и
⊕

n∈ω

X ′′
n 6T ∅

(n+3).

Отсюда 0
(n+3) ∈ Spec (P′

I).

Пусть теперь Z ∈ Spec (P′
I). Выберем направленную последователь-

ность {Xn}n∈ω, такую что I =
〈

degT (Xn) : n ∈ ω
〉

и
⊕

nX
′′
n 6T Z. Для

каждого e имеем

e ∈ S(I) ⇔ ∃n [We 6T Xn] ⇔ ∃nΠ0
2(Xn) ⇔ ∃n∆0

1(X
′′
n).
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Отсюда, S(I) ≡ ∅
(n+4) в. п. относительно Z. Следовательно, ∅(n+3) 6T Z.

(3) Поскольку S(I) ∈ Π0
n+3 ⊆ Σ0

n+4, так же, как и при доказательстве

п. (2), имеем 0
(n+3) ∈ Spec (P′

I).

Если Z ∈ Spec (P′
I), то, опять следуя рассуждениям из п. (2), получа-

ем S(I) ≡ ∅(n+3) в. п. относительно Z. Определим вычислимую функцию

f , положив для всех x, y, s

Φ∅(n+2)

f(x,s) (y) =











0, если Φ∅(n+2)

x,s (x)↑;

не определено, если Φ∅(n+2)

x,s (x)↓.

Для каждого x имеем

x ∈ ∅
(n+3) ⇔ Φ∅(n+2)

x (x)↓ ⇔ ∃s [Φ∅(n+2)

f(x,s) (f(x, s))↑] ⇔ ∃s [f(x, s) 6∈ ∅
(n+3)].

Отсюда, ∅(n+3) также в. п. относительно Z. Следовательно, ∅(n+3) 6T Z. ✷

Пусть IK и ISSL — идеалы K-тривиальных и строго супернизких сте-

пеней [18] соответственно. Пусть IM — идеал, порождённый дополняемыми

вниз в. п. степенями [2, гл. XIII § 3].

СЛЕДСТВИЕ 3. Скачок P′
IK

имеет степень 0
′′. Скачки P′

ISSL
и

P′
IM

имеют степень 0
(4).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Идеал IK порождается K-тривиальными в. п.

степенями и S(IK) ∈ Σ0
3, [18, 19], поэтому P′

IK
имеет степень 0

′′. Так как

S(ISSL) является Π0
4-полным [20] и идеал ISSL порождается строго супер-

низкими в. п. степенями [21], получаем, что P′
ISSL

имеет степень 0
(4). На-

конец, поскольку S(IM ) также Π0
4-полно [22], P′

IM
имеет степень 0

(4). ✷
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