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Â 1742 ã. èç ïåðåïèñêè Ãîëüäáàõà ñ Ýéëåðîì âîçíèêëè òàê íàçûâàåìûå "ïðî-
áëåìû Ãîëüäáàõà-Ýéëåðà". Ñîâðåìåííàÿ ôîðìóëèðîâêà ýòèõ ïðîáëåì âûãëÿäèò
òàê:

1. Êàæäîå ÷åòíîå ÷èñëî, áîëüøåå 2, åñòü ñóììà äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë;
2. Êàæäîå íå÷åòíîå ÷èñëî, áîëüøåå 5, åñòü ñóììà òðåõ ïðîñòûõ ÷èñåë.
Î÷åâèäíî, ÷òî óòâåðæäåíèå 2) ñîäåðæèòñÿ â óòâåðæäåíèå 1). Ýòè óòâåðæäå-

íèÿ ñîîòâåòñòâåííî íîñÿò íàçâàíèå áèíàðíîé è òåðíàðíîé ïðîáëåìû Ãîëüäáàõà-
Ýéëåðà. Ñîçäàíèå ìåòîäà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ïî ïðîñòûì ÷èñëàì È. Ì.
Âèíîãðàäîâûì [1-3] ïîçâîëèëî ðåøèòü òåðíàðíóþ ïðîáëåìó. Áèíàðíàÿ ïðîáëå-
ìà Ãîëüäáàõà-Ýéëåðà ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Í. Ã. ×óäàêîâà, âàí äåð Êîð-
ïóòà, Ò. Ýñòåðìàííà, êîòîðûå â 1938 ã. ïîêàçàëè, ÷òî ïî÷òè âñå ÷åòíûå ÷èñëà
ÿâëÿþòñÿ ñóììàìè äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Èìè äîêàçàíî, ÷òî

åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç E(X) ÷èñëî ÷åòíûõ ÷èñåë îòðåçêà [2, x) íå ïðåä-
ñòàâèìûõ â âèäå ñóììû äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë, òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì
ïîëîæèòåëüíîì A, èìååò ìåñòî îöåíêà

E(X) ≪ X(lnX)−A.

Â 1972 ã., òàêæå ïðè ïîìîùè ìåòîäà È. Ì. Âèíîãðàäîâà Vaughan R. C. ïî-
êàçàë, ÷òî

ïðè íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé c äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ X
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E(X) < Xexp(−c
√
ln x).
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Â 1975 ã. Montgomery H. L. è Vaughan R. C. çà ñ÷¼ò äîïîëíåíèÿ ìåòîäà òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ïî ïðîñòûì ÷èñëàì íîâûìè ðåçóëüòàòàìè òåîðèè íóëåé
L−ôóíêöèé è áîëüøîãî ðåøåòà óñèëèëè ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò îöåíêè E(X),
äîêàçàâ òåîðåìó:

ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå δ è X0 òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
X > X0 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

E(X) < X1−δ.

Âñëåä çà ýòèì â 1980 ã. Chen J. è Pan C. óêàçàëè îöåíêó δ, δ = 0, 01.
Ïîñëåäíåå ïðèíöèïèàëüíî áîëåå çíà÷èòåëüíîå ïðîäâèæåíèå â îöåíêå E(X)

áûëî ñäåëàíî â ðàáîòàõ Èñðàèëîâà Ì. È., Àëëàêîâà È. (ñì.[4-5]). Íà îñíîâå
ìåòîäà ðàáîòû Montgomery � Vaughan`à, îïðåäåëèâ êîíñòàíòû â ìîäèôèöèðî-
âàííîì íåðàâåíñòâå Gallagher`à è èñïîëüçóÿ ðàáîòó Ëàâðèêà À. Ô. (ñì. [6]) ïðè
ðåàëèçàöèè èäåé Áðåäèõèíà Á. Ì. îíè äîêàçàëè ñëåäóþùèå òåîðåìû:

Òåîðåìà À. Ïóñòü M � ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ÷èñåë n ≤ X, íå ïðåäñòà-
âèìûõ â âèäå ñóììû äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë, è E(X) � ÷èñëî ýëåìåíòîâ ýòîãî
ìíîæåñòâà. Òîãäà ïðè X > X0 ≥ exp(exp(exp 9, 278))

E(X) < X0,999871

è äëÿ ëþáîãî n /∈M,n ≤ X

R(n) =
∑

n=p1+p2

1 >

(
1, 7

n
δ
8

lnn
− 1

)
n1− 7

8
δ

ln2N
, (δ = 10, 366 · 10−5).

Òåîðåìà Â. Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ X0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ X > X0

E(X) < X0,9882

è äëÿ ëþáîãî n /∈M,n ≤ X

R(n) >

(
n

3ε
2 − 1

)
n1− 3

4
δ

ln2 n
,

(
δ = 79, 367 · 10−4; 0 < ε ≤ 1

104

)
.

Â 1983 ã. Chen J. óñèëèë ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò îöåíêè E(X) ïîêàçàâ, ÷òî
äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ X ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E(X) < X0,96....

Â 1923 ã. Hardy G. H. è Littlewood J. E. óêàçàëè ìåòîä ðåøåíèÿ òåðíàðíîé
ïðîáëåìû, áëèçêèé ïî ñâîåé ñõåìå ìåòîäó ðåøåíèÿ ïðîáëåìû Âàðèíãà. Ïðè



Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÀÄÄÈÒÈÂÍÛÕ ÇÀÄÀ× Ñ ÏÐÎÑÒÛÌÈ ×ÈÑËÀÌÈ 73

ýòîì îíè, ïðèìåíÿÿ íåêîòîðûå íåäîêàçàííûå òåîðåìû, îòíîñÿùèå ê òåîðèè
L(s, x) ôóíêöèé óñëîâíî âûâåëè àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñëà J(N)
ïðåäñòàâëåíèé íå÷åòíîãî ÷èñëà N â âèäå

N = p1 + p2 + p3, (1)

ãäå p1, p2, p3− ïðîñòûå ÷èñëà. Èç ýòîé àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëû ñïðàâåäëè-
âîñòü òåðíàðíîé ïðîáëåìû äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ íå÷åòíûõ N ñëåäóåò
óæå òðèâèàëüíî.

Â 1937 ã. È. Ì. Âèíîãðàäîâ [1-3], èñïîëüçóÿ íåòðèâèàëüíûå îöåíêè ëèíåéíîé
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñóììû

S(α) =
∑
p≤N

e2πiαp

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé α èç èíòåðâàëà 0 ≤ α ≤ 1, ïîëó÷åííûì ïðè ïîìîùè ñîçäàí-
íîãî èì ìåòîäà îöåíîê òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì ïî ïðîñòûì ÷èñëîì, âûâåë
àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó äëÿ J(N) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ N1 áåç êàêèõ ëè-
áî äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé. Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå àáñîëþòíîé ïîñòî-
ÿííîé N1 òàêîé, ÷òî ëþáîå íå÷åòíîå ÷èñëî N ≥ N1 ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû
òðåõ íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ýòó ïîñòîÿííóþ N1 áóäåì íàçûâàòü ïîñòîÿííîé
Âèíîãðàäîâà.

Íà îñíîâå ìåòîäà È. Ì. Âèíîãðàäîâà òåðíàðíàÿ ïðîáëåìà Ãîëüäáàõà-Ýéëåðà
ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ Þ. Â. Ëèííèêà, Í. Ã. ×óäàêîâà, Á. Ì. Áðåäèõèíà. Â
1939 ã. (â ñâîåé íåîïóáëèêîâàííîé äèññåðòàöèè) Ê. Ã. Áîðîçäêèí, ñëåäóÿ ìåòîäó
È. Ì. Âèíîãðàäîâà, ïîäñ÷èòàë N1. Ïî ðàñ÷åòàì Áîðîçäêèíà

N
(1)
1 = exp(exp(exp 41, 96)).

Ïî åãî ñîîáùåíèþ íà òðåòüåì Âñåñîþçíîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñúåçäå

N
(2)
1 = exp(exp 16, 038). (2)

Ìîæíî ïîêàçàòü äëÿ íå÷åòíûõ ÷èñåë, íåïðåâîñõîäÿùèõ

N
(3)
1 = n1 + n2 = 4442109925217 + 2 · 109 = 4444109925217 = exp(exp 3, 3716)

ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ Ãîëüäáàõà ïðîâåðÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî èëè ñ
ïðèâëå÷åíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ðàññóæäåíèé. Òàêîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðà-
áîò, ãäå ïîêàçàíî, ÷òî ðàçíîñòü ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðîñòûìè

dj = pj+1 − pj ≤ 652

äëÿ âñåõ pj ≤ n1, è â ðàáîòå [7] êîðîòêî ñîîáùàåòñÿ îá ýêñïåðèìåíòàëüíîé
ïðîâåðêå ñïðàâåäëèâîñòè áèíàðíîé ïðîáëåìû äëÿ âñåõ ÷åòíûõ 2k ∈ [6, n2].
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Ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî òåðíàðíàÿ ïðîáëåìà îñòàëàñü íå äîêàçàííîé äëÿ ÷è-
ñåë ¾âíåòàáëè÷íîãî¿ ïðîìåæóòêà [N

(3)
1 , N1].

Â 1957 ã. Â. Ì. Àðõàíãåëüñêàÿ äîêàçàëà, ÷òî äëÿ âñÿêîãî x > x0 = 1010
8,324

ìîæíî óêàçàòü ïðîìåæóòîê [x, x + (ln x)14] ñîäåðæàùèé ïî êðàéíåé ìåðå îäíî
íå÷åòíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìîå â âèäå ñóììû òðåõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñîîáùåíèå Áîðîçäêèíà ïîäòâåðæäåíî èì äîêàçàòåëüñ-
òâîì, òî ðåçóëüòàò Àðõàíãåëüñêîé ÿâëÿåòñÿ äîâîëüíî ñëàáûì â ñðàâíåíèè ñ
ðåçóëüòàòîì N

(2)
1 .

Ïðè óñëîâèè ñïðàâåäëèâîñòè ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû Ðèìàíà íà îñíîâå êðó-
ãîâîãî ìåòîäà Õàðäè � Ëèòòëâóäà � Ðàìàíóäæàíà â 1926 ã. Ëþêå Á. äàë îöåíêó
ãðàíèöû N

(4)
1 > 3, 6·1032, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîð-

ìóëà äëÿ ÷èñëà ïðåäñòàâëåíèé íå÷åòíîãî ÷èñëà ñóììîþ òðåõ ïðîñòûõ ÷èñåë.
Â 1982 ã. Òàçîâ Â. Ï. ýòèì æå ïóòåì ïîëó÷èë óñëîâíûé ðåçóëüòàò.

N
(5)
1 = exp(exp 4, 313271) = 1032,435 = 2, 7227 · 1032. (3)

Èç (2) è (3) ñëåäóåò, ÷òî äàæå ïðè ñïðàâåäëèâîñòè ðàñøèðåííîé ãèïîòåçû
Ðèìàíà âîïðîñ î ¾âíåòàáëè÷íîì¿ ïðîìåæóòêå â òåðíàðíîé ïðîáëåìå Ãîëüäáàõà
ïîêà îñòàåòñÿ ïðàâîìî÷íûì.

Ïîñëå ðåøåíèÿ È. Ì. Âèíîãðàäîâûì òåðíàðíîé ïðîáëåìû Ãîëüäáàõà áû-
ëà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïðåäñòàâëåíèè áîëüøèõ íå÷åòíûõ ÷èñåë ñóììîé òðåõ
ïðîñòûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì.

Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå À. À. Ñóëòàíîâîé ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïðåäñòàâëåíèè
áîëüøèõ íå÷åòíûõ ÷èñåë ñóììîé òðåõ ïðîñòûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

pj ≤ γj · N, j = 1, 2, 3, γ1, γ2, γ3− çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, òàêèå
÷òî 0 < γ1 ≤ γ2 ≤ γ3 ≤ γ1 + γ2 + γ3.

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèå:
1. Óòî÷íåíèå ïîñòîÿííîé Âèíîãðàäîâà N1 áåç êàêèõ-ëèáî óñëîâèé;
2. Äîêàçàòåëüñòâî àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîðìóë äëÿ ÷èñëà ðåøåíèé óðàâíåíèé

p1+p2−p3 = N è p1−p2−p3 = N â íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñëàõ p1, p2, p3 óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ óñëîâèÿ αj < pj ≤ βjN, j = 1, 2, 3, αj, βj− çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå
÷èñëà;

3. Îïðåäåëåíèå íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ N2 è N3 íå÷åòíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñ-
ëà N , íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâåííî âûøå óêàçàííûå óðàâíåíèÿ ðàçðåøè-
ìû îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ ÷èñåë p1, p2, p3, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèì
óñëîâèÿì ïðè íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ αj è βj.

Ïóñòü J1(N) � ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

p1 + p2 + p3 = N (4)

â íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñëàõ p1, p2, p3, à J2(N) è J3(N) ñîîòâåòñòâåííî âûðàæàþò
÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèé

p1 + p2 − p3 = N, (5)
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p1 − p2 − p3 = N, (6)

â íå÷åòíûõ ïðîñòûõ ÷èñëàõ p1, p2, p3, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

αjN < pj ≤ βjN, (j = 1, 2, 3), (7)

ãäå αj, βj çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå ñëåäóþùèõ òåîðåì

Òåîðåìà 1. Åñëè íå÷åòíîå N ≥ N1 = exp(exp 13, 465), òî ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

J1(N) =
N2

2 ln3 n
σ(N) + θ1 · C1 ·

N2

(lnN)3,9
, (8)

Èç Òåîðåìû 1 ñëåäóåò

Ñëåäñòâèå 1. Êàæäîå íå÷åòíîå ÷èñëî N ≥ N1 = exp(exp 13, 465) åñòü
ñóììà òðåõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 2. Åñëè N � äîñòàòî÷íî áîëüøîå íå÷åòíîå ÷èñëî, òî äëÿ ôóíê-
öèé J2(N) è J3(N) ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû

J2(N) =
N2

2
∏

1≤j≤3

(ln βj ·N)
σ(N)f(α1, α2, α3, β1, β2, β3) + θ2C2

N2(ln2N) ln3N

ln4N
, (9)

J3(N) =
N2

2
∏

1≤j≤3

(ln βj ·N)
σ(N)f(α1, α2, α3, β1, β2, β3)+θ3C3

N2(ln2N) ln3N

ln4N
, (10)

ãäå
ln2N = ln lnN, ln3N = ln ln lnN, |θj| < 1, j = 1, 2, 3

è f(α1, α2, α3, β1, β2, β3) � ìíîãî÷ëåí îò α1, α2, α3, β1, β2, β3.

Èç (9) è (10) ñîîòâåòñòâåííî ïîëó÷èì

Ñëåäñòâèå 2. Êàæäîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå íå÷åòíîå ÷èñëî N ïðåäñòà-
âèìî â âèäå p1 + p2 − p3 = N , ãäå p1, p2, p3 ïðîñòûå ÷èñëà.

Ñëåäñòâèå 3. Êàæäîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå íå÷åòíîå ÷èñëî N ïðåäñòà-
âèìî â âèäå p1 − p2 − p3 = N , ãäå p1, p2, p3 ïðîñòûå ÷èñëà.

Â ÷àñòíîñòè,
ïðè αj = 0, βj = 1, j = 1, 2, 3 ïîëó÷èì íèæíþþ ãðàíèöó N2 = exp(exp 15)

íå÷åòíûõ ÷èñåë N ≥ N2 = exp(exp 15) ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ðàâåíñòâî (5);
ïðè αj = 0, β1 = 3, β2 = β3 = 1 j = 1, 2, 3, ïîëó÷èì íèæíþþ ãðàíèöó

N3 = exp(exp 18) íå÷åòíûõ ÷èñåë N ≥ N3 = exp(exp 18) ïðåäñòàâèìûõ â âèäå
ðàâåíñòâî (6).
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâ Òåîðåì 1 è 2 ïîäîáíû, íî îíè âî ìíîãèõ òåõíè÷åñêèõ
àñïåêòàõ îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.

Âûâîä îöåíêè íèæíåé ãðàíèöå ïîñòîÿííûõ N1, N2, N3 ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî
ãðîìîçäêèì â ñëåäñòâèè òîãî, ÷òî íóæíû ÷èñëåííûå îöåíêè áîëüøîãî ÷èñëà
ðàçíîãî ðîäà ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ áûëè èçâåñòíû îöåíêè òîëüêî òèïà O �
áîëüøîå è << � ñèìâîë Âèíîãðàäîâà.

Â ñâÿçè ñ Òåîðåìàìè 1 è 2 â ðàáîòå óñòàíàâëèâàåòñÿ äîâîëüíî ìíîãî ðàçíûõ
îöåíîê, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò îïðåäåëåííûé è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.

Äîêàçàòåëüñòâà Òåîðåì 1 è 2 îñíîâàíà íà êðóãîâîì ìåòîäå Õàðäè � Ëèòòë-
âóäà � Ðàìàíóäæàíà â ôîðìå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì È. Ì. Âèíîãðàäîâà è
îïèðàåòñÿ íà ðàíåå èçâåñòíûå óòâåðæäåíèÿ.

ÑÏÈÑÎÊ ÖÈÒÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

[1] Âèíîãðàäîâ È. Ì., Èçáðàííûå òðóäû. � Ìîñêâà, Èçäàòåëüñòâî ÀÍ ÑÑÑÐ,
1952. (1970).

[2] Âèíîãðàäîâ È. Ì., Ìåòîä òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì â òåîðèè ÷èñåë. �
Ìîñêâà, Íàóêà, 1971.

[3] Âèíîãðàäîâ È. Ì., Îñîáûå âàðèàíòû ìåòîäà òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì. �
Ìîñêâà, Íàóêà, 1976.

[4] Àëëàêîâ È., Îïðåäåëåíèå êîíñòàíò â ìîäèôèöèðîâàííîì ïëîòíîñòíîì
íåðàâåíñòâå Ãàëëàõåðà. // "Âîïð. âû÷èñë. è ïðèêë. ìàòåì." 62, Òàøêåíò,
ÐÈÑÎ ÀÍ ÐÓçÑÑÐ, 1980, ñ. 42 � 56.

[5] Èñðîèëîâ Ì. È., Àëëàêîâ È., Îïðåäåëåíèå ïîñòîÿííûõ âõîäÿùèõ â îñòà-
òî÷íûå ÷ëåíû ÿâíûõ ôîðìóë äëÿ N(T, χ) è ψ(x, χ). // "Âîïð. âû÷èñë. è
ïðèêë. ìàòåì." , Òàøêåíò, ÐÈÑÎ ÀÍ ÐÓçÑÑÐ, 1980, ñ. 3 � 22.

[6] Ëàâðèê À.Ô., Î ïðèáëèæåííîì ôóíêöèîíàëüíîì óðàâíåíèè äëÿ L−ôóí-
êöèè Äèðèõëå. // Òðóäû Ìîñêîâñ. ìàòåì. îáù-âà. Èçäàòåëüñòâî ÌÃÓ, Ò.
18, 1968, ñ. 91 � 104.

[7] De Angelis A., Gonella F., Penzo M., Extended veri�cation of the conjectures
on prime numbers. // Jst. naz. �s. nucl.Rapp., T.C. 1982, � 2, pp. 1 � 3.

Áóõàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
Ïîëó÷åíî 20.04.2012


