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1. ВВЕДЕНИЕ

Алгебра Динга–Йохары–Мики (ДИМ) была введена как своего рода обобщение
квантовых аффинных алгебр [1], ее также называют квантовой тороидальной ал-
геброй типа gl1. Имеются многочисленные исследования этой алгебры. Она может
быть представлена как q-деформация алгебры W1+∞ [2], а также рассматриваться
как алгебра Холла, ассоциированная с эллиптическими кривыми [3]. Кроме того,
эта алгебра возникает из полиномов Макдональда [4].

С того момента, как в 2009 г. было обнаружено так называемое соответствие
Алдая–Гайотто–Тачикавы (АГТ), теория представлений алгебры ДИМ стала пред-
метом интенсивного изучения [5]–[12]. В своей исходной формулировке соответ-
ствие АГТ утверждает, что конформный блок Вирасоро отвечает статистической
сумме Некрасова четырехмерной N = 2 суперсимметричной SU(2)-калибровочной
теории [13]. Существует также предположение, что алгебры WN соответствуют
SU(N)-калибровочным теориям как их расширение [14]. Альба, Фатеев, Литвинов
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и Тернопольский ввели специальный базис (базис АФЛТ) в представлении старшего
веса для тензорного произведения алгебр Вирасоро и Гейзенберга [15]. Базис АФЛТ
отвечает торическим фиксированным точкам в пространстве модулей инстантонов,
а матричные элементы примарных полей в этом базисе совпадают с основным фак-
тором, входящим в статистическую сумму Некрасова. Данный базис можно задать
и в тензорном произведении алгебры WN и алгебры Гейзенберга. Его обобщение на
случай алгебры WN было получено в работе [16].

Имеются q-деформации соответствия АГТ [17]–[20], называющиеся пятимерны-
ми соответствиями АГТ, которые утверждают связь деформированных алгебр Ви-
расоро или WN с пятимерными калибровочными теориями. Пятимерное соответ-
ствие АГТ можно единообразно изучать с помощью алгебры ДИМ. В представ-
лении свободного поля для алгебры ДИМ строится некоторая алгебра A(N). Де-
формированная алгебра WN возникает в алгебре A(N) в результате отщепления
алгебры Гейзенберга U(1). Алгебру A(N) можно рассматривать как базовую сим-
метрию, которая контролирует пятимерное соответствие АГТ [21], [22]. Можно по-
лучить q-деформированную версию базиса АФТЛ в пространстве представлений
алгебры A(N). Такой базис является обобщением базиса из функций Макдональда.
Предполагается, что матричные элементы некоторого примарного поля в базисе
обобщенных функций Макдональда совпадают с фактором Некрасова. Отметим
также, что статистические функции Некрасова пятимерных калибровочных теорий
воспроизводятся с помощью сплетающего оператора алгебры ДИМ [23]. Недавно
в работах [24], [25] исследовались свойства этого сплетающего оператора, а в рабо-
тах [26]–[29] изучалась его связь с R-матрицей алгебры ДИМ.

В настоящей статье мы приводим формулу для определителя Каца алгебрыA(N),
которую можно доказать, если использовать скрининговые токи и строить сингуляр-
ные векторы аналогично случаю алгебры Вирасоро, при этом скрининговый ток тот
же, что в случае деформированной алгебры Wn при некотором линейном преобра-
зовании бозонных полей. С помощью этого определителя мы доказываем (см. след-
ствие 3.2) гипотезу о том, что векторы типа Пуанкаре–Биркгоффа–Витта (ПБВ)
являются базисом пространства представлений алгебры A(N) (гипотеза 3.4 в ра-
боте [21]). Кроме того, мы показываем, что сингулярные векторы алгебры A(N)
совпадают с обобщенными функциями Макдональда, которые возникают из соот-
ветствия АГТ.

Известно, что симметрические функции Джека и Макдональда [30] связаны с син-
гулярными векторами алгебр, основанных на конформных теориях поля. Изна-
чально Мимачи и Ямада обнаружили, что сингулярные векторы алгебры Вирасоро
совпадают с симметрическими функциями Джека с прямоугольными диаграммами
Юнга [31]. Кроме того, известно, что функции Джека с любой диаграммой Юнга
можно получить с помощью сингулярных векторов алгебрыWN [32], [33]. Строго го-
воря, поскольку сингулярные векторы алгебры WN содержат N − 1 типов бозонных
полей, они соответствуют функциям Джека при некоторой проекции на один из них.
Аналогично сингулярные векторы деформированных алгебр Вирасоро или WN сов-
падают с функциями Макдональда [34], [35]. Сингулярные векторы алгебры A(N)
строятся с помощью тех же скрининговых токов деформированной алгебры WN .
Однако, изучая связь с обобщенными функциями Макдональда, мы не используем
проекции, что можно рассматривать как своего рода обобщение этой связи.
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Статья организована следующим образом. Прежде всего в разделе 2 мы даем
краткое введение в теорию функций Макдональда и объясняем, каким образом из
них возникает алгебра ДИМ. В разделе 3 приведен обзор основных свойств и пред-
ставлений алгебры ДИМ. Затем определяется алгебраA(N) и ее определитель Каца.
В разделе 4, введя обобщенные функции Макдональда, мы объясняем пятимерное
соответствие АГТ, в частности формулируем гипотезу о его связи с обобщенными
функциями Макдональда. В разделе 5 показано, что сингулярные векторы алгеб-
ры A(N) и обобщенные функции Макдональда совпадают. Определение деформи-
рованной алгебры WN и ее скрининговых токов дано в приложении А, а в прило-
жении Б представлены некоторые примеры сингулярных векторов алгебры A(N).

Статья основана на докладе автора на Международном семинаре “Классические
и квантовые интегрируемые системы” (Дубна, 2017 г.).

Обозначения. Объясним использующиеся в нашей статье обозначения разби-
ений и диаграмм Юнга. Разбиение λ = (λ1, λ2, . . .) есть конечная последователь-
ность неотрицательных целых чисел, таких что λ1 > λ2 > · · · . Разбиения счи-
таются тождественными, если все их элементы, кроме нуля, совпадают, например
(2, 1) = (2, 1, 0). Мы полагаем |λ| =

∑
k λk, при этом ℓ(λ) обозначает длину разби-

ения λ, которая равна количеству ненулевых элементов λi. Иногда мы используем
обозначение λ = (1m1 , 2m2 , . . .), где mi – количество элементов в разбиении λ, рав-
ных i. Например, (4, 4, 4, 1, 1) = (43, 12).

Разбиения отождествляются с диаграммами Юнга. Для разбиения λ диаграмма
Юнга представляет собой набор рядов клеток, выровненных по левой границе, в ко-
тором i-й ряд клеток содержит λi клеток. Например, диаграмма Юнга разбиения
λ = (3, 3, 1) есть

.

Пусть A(λ) и R(λ) обозначают наборы координат клеток, которые можно добавить
и удалить из диаграммы Юнга λ. Например, если λ = (6, 6, 4, 4, 1), то

A(λ) = {(1, 7), (3, 5), (5, 2), (6, 1)}, R(λ) = {(2, 6), (4, 4), (5, 1)}.

Кроме того, в статье часто используется обозначение λ⃗ для N -кортежа разбиений,
λ⃗ = (λ(1), . . . , λ(N)). Для него мы полагаем |λ⃗| = |λ(1)| + · · · + |λ(N)| и пишем λ⃗ ⊢ n
в случае |λ⃗| = n. Мы также вводим обозначения

A(λ⃗) := {(ℓ, i, j) | (i, j) ∈ A(λ(ℓ))}, R(λ⃗) := {(ℓ, i, j) | (i, j) ∈ R(λ(ℓ))}.

2. ФУНКЦИИ МАКДОНАЛЬДА И ИХ СВЯЗЬ С АЛГЕБРОЙ ДИМ

Прежде всего напомним, как устроен базис из симметрических функций Макдо-
нальда. Пусть Λn := Q(q, t)[x1, . . . , xn]Sn – кольцо симметрических многочленов от
n переменных. Полиномы Макдональда определяются как собственные функции
следующего разностного оператора Макдональда над Λn:

Dn =
n∑

i=1

∏
j ̸=i

txi − xj

xi − xj
Tq,xi .
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Здесь оператор Tq,xi задается как

Tq,xif(x1, . . . , xi, . . . , xn) = f(x1, . . . , qxi, . . . , xn).

Хотя мы можем работать с самим этим оператором, более удобным в теории сим-
метрических функций является его расширение на пространство бесконечного числа
переменных. Поскольку оператор Dn нельзя продолжить на бесконечно много пе-
ременных, часто используется следующий скорректированный оператор En:

En = t−nDn −
n∑

i=1

t−i.

Пусть Λ = lim← Λn есть проективный предел относительно сужения ϱn : Λn → Λn−1,
которое задается как

ϱn : f(x1, . . . , xn) 7→ f(x1, . . . , xn−1, 0).

Оператор En удовлетворяет равенству ϱn
❛En = En−1

❛ϱn и может быть продолжен
до оператора E = lim←En на Λ. Собственные функции оператора E называют-
ся симметрическими функциями Макдональда. Они определяются на основании
следующей теоремы существования.

Результат 2.1 [30]. Для разбиения λ существует единственная симметриче-
ская функция Pλ ∈ Λ, удовлетворяющая следующим двум условиям:

EPλ = eλPλ, eλ ∈ Q(q, t),

Pλ =
∑
λ>µ

sλ,µmµ, sλ,λ = 1, sλ,µ ∈ Q(q, t). (2.1)

Здесь mµ – симметрическая функция, составленная из мономов, а > обознача-
ет естественный частичный порядок. Известно, что собственные значения eλ

имеют вид

eλ =
ℓ(λ)∑
i=1

(qλi − 1)t−i. (2.2)

Заметим, что если разбиения различны, то их собственные значения также раз-
личаются:

λ ̸= µ =⇒ eλ ̸= eµ. (2.3)

Функции Макдональда можно рассматривать как систему, ортогональную относи-
тельно скалярного произведения ⟨ • , • ⟩q,t : Λ⊗ Λ → Q(q, t), определенного как

⟨pλ, pµ⟩q,t = δλ,µzλ

ℓ(λ)∏
i=1

1− qλi

1− tλi
, zλ ≡

∏
i>1

imimi! , (2.4)

где pλ :=
∏ℓ(λ)

i=1 pλi
(pn :=

∑
k x

n
k ) является симметрической функцией типа сте-

пенной суммы и mi = #{j | λj = i}. Оператор E самосопряжен относительно
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скалярного произведения ⟨ • , • ⟩q,t. Видно, что Pλ образуют систему ортогональных
функций в силу свойства (2.3):

λ ̸= µ =⇒ ⟨Pλ, Pµ⟩q,t = 0. (2.5)

Наоборот, даже если задать функции Pλ двумя условиями (2.5) и (2.1), мы получим
те же функции Макдональда. Кроме того, известно, что нормы функций Макдо-
нальда равны

⟨Pλ, Pλ⟩q,t =
C ′λ
Cλ

,

Cλ :=
∏

(i,j)∈λ

(1− qAλ(i,j)tLλ(i,j)+1),

C ′λ :=
∏

(i,j)∈λ

(1− qAλ(i,j)+1tLλ(i,j)).

(2.6)

Здесь Aλ(i, j) := λi − j есть длина руки диаграммы Юнга, а Lλ(i, j) := λT
j − i есть

длина ноги.
Представление свободного поля для оператора E было получено в работе [36]

в 1996 г. Обозначим как {an} (n ∈ Z̸=0) алгебру Гейзенберга с коммутационным
соотношением

[an, am] = n
1− q|n|

1− t|n|
δn,m. (2.7)

Пусть вектор |0⟩ (вектор ⟨0|) есть вектор старшего веса, такой что an|0⟩ = 0 при
n > 0 (соответственно ⟨0|an = 0 при n < 0). Обозначим через F и F ∗ (дуальные)
модули Фока, порожденные векторами старшего веса |0⟩ и ⟨0| соответственно. Би-
линейная форма F ∗⊗F → Q(q, t), как обычно, единственным образом задается с по-
мощью равенства ⟨0|0⟩ = 1. Заметим, что отсюда следует ⟨aλ|aµ⟩ = ⟨pλ, pµ⟩q,t, где
|aλ⟩ := ⟨0| · · · aλ2aλ1 и |aλ⟩ := a−λ1a−λ2 · · · |0⟩. Существует изоморфизм σ : |aλ⟩ 7→ pλ

между модулем Фока F и кольцом симметрических функций Λ, рассматриваемым
как векторное пространство. Под действием этого изоморфизма вертексный опера-
тор η(z) ∈ End(F)[[z, z−1]], определяющийся как

η(z) := exp
(∑

n=1

1− t−n

n
a−nz

n

)
exp
(
−
∑
n=1

1− tn

n
anz
−n

)
, (2.8)

задает представление свободного поля для E. Обозначим через ηl коэффициенты
разложения η(z) =

∑
l∈Z ηlz

−l оператора η(z).

Результат 2.2 [36]. Имеет место следующее соотношение:

E ❛σ = σ ❛( 1
t− 1

(η0 − 1)
)
. (2.9)

В работе [34] Сираиси, Кубо, Авата и Одаке ввели q-деформацию алгебры Вира-
соро. Используя оператор η(z), они показали, что сингулярные векторы в модуле
Фока деформированной алгебры Вирасоро совпадают с симметрическими функци-
ями Макдональда. Свойства представлений деформированной алгебры Вирасоро
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аналогичны свойствам представлений обычной алгебры Вирасоро. Также была вве-
дена деформированная алгебра WN , которая устроена таким образом, что ее син-
гулярные векторы воспроизводят функции Макдональда. Кроме того, известно,
что деформированные алгебра Вирасоро и алгебра WN соответствуют пятимерным
калибровочным теориям в контексте соответствия АГТ [17], [18], [37].

Однако в отличие от квантовых групп, определенных Дринфельдом и Джим-
бо [38]–[40], деформированная алгебра Вирасоро не является алгеброй Хопфа (не
имеет копроизведения). Структура алгебр Хопфа дает множество привлекатель-
ных объектов в математике и физике, таких как R-матрицы и точно решаемые
решеточные модели. Важной задачей является поиск алгебры Хопфа, связанной
с функциями Макдональда. Чтобы построить такую алгебру Хопфа, нам нужно
ввести еще один вертексный оператор ξ(z) =

∑
l∈Z ξlz

−l:

ξ(z) := exp
(
−
∞∑

n=1

1− t−n

n

(
t

q

)
n/2

zna−n

)
exp
( ∞∑

n=1

1− tn

n

(
t

q

)
n/2

z−nan

)
. (2.10)

Этот оператор получается с помощью преобразования τ : q 7→ q−1, t 7→ t−1 и пере-
нормировки бозонных полей an. Поскольку функции Макдональда обладают сим-
метрией относительно преобразования τ , собственные функции оператора ξ0 также
являются функциями Макдональда.

Рассмотрим алгебру, возникающую из η(z) и ξ(z). В коммутационных соотноше-
ниях между η(z) и ξ(w)

[η(z), ξ(w)] =
(1− q)(1− t−1)

1− p

(
δ

(
p1/2 z

w

)
ϕ+(p−1/4w)− δ

(
p−1/2 z

w

)
ϕ−(p1/4w)

)
,

где p = q/t, возникают следующие вертексные операторы ϕ±(z):

ϕ+(z) := exp
(
−
∞∑

n=1

1− tn

n
(1− tnq−n)

(
t

q

)−n/4

z−nan

)
,

ϕ−(z) := exp
( ∞∑

n=1

1− t−n

n
(1− tnq−n)

(
t

q

)−n/4

zna−n

)
.

(2.11)

Исследуя соотношения между вертексными операторами η(z), ξ(z) и ϕ±(z), можно
найти алгебру, схожую с обобщением квантовых аффинных алгебр, в которых ϕ±(z)
отвечают подалгебре Картана. Фактически на основе этих вертексных операторов
строится представление алгебры Хопфа, введенное Дингом и Иохарой [1]. Эта ал-
гебра является по существу той же, что и алгебра, предложенная Мики [2]. В сле-
дующем разделе мы определяем алгебру ДИМ и вводим для нее представление сво-
бодного поля, полученное с помощью вертексных операторов η(z), ξ(z) и ϕ±(z).

3. АЛГЕБРА ДИМ И АЛГЕБРА A(N)

3.1. Алгебра ДИМ. Алгебра ДИМ U – это ассоциативная алгебра с единицей
над Q(q, t), порожденная четырьмя токами

x±(z) =
∑
n∈Z

x±n , ψ±(z) =
∑

±n∈Z>0

ψ±n z
−n
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и центральным элементом γ±1/2. Определяющие соотношения таковы:

G∓
(
z

w

)
x±(z)x±(w) = G±

(
z

w

)
x±(w)x±(z),

где G±(z) := (1− q±1z)(1− t∓1z)(1− p∓1z), и

[x+(z), x−(w)] =
(1− q)(1− 1/t)

1− p

(
δ

(
γ−1 z

w

)
ψ+(γ1/2w)− δ

(
γ
z

w

)
ψ−(γ−1/2w)

)
,

ψ±(z)ψ±(w) = ψ±(w)ψ±(z), ψ+(z)ψ−(w) =
g(γw/z)
g(γ−1w/z)

ψ−(w)ψ+(z),

ψ+(z)x±(w) = g

(
γ∓1/2w

z

)∓1

x±(w)ψ+(z),

ψ−(z)x±(w) = g

(
γ∓1/2 z

w

)±1

x±(w)ψ−(z)

и g(z) := G+(z)
G−(z) .

Замечание 3.1. Генераторы ψ+
0 и ψ−0 – центральные элементы алгебры ДИМ.

Структурная константа g(z) удовлетворяет соотношению g(z) = g(z−1)−1. Фак-
тически Динг и Йохара ввели класс алгебр, структурные константы которых явля-
ются аналитическими функциями, удовлетворяющими этому соотношению. Соот-
ношения Серра для x±(z) можно включить в определяющие соотношения, однако
мы не используем их в настоящей работе и потому опустили. Алгебра ДИМ имеет
структуру алгебры Хопфа. Ее копроизведение ∆, антипод a и коединица ϵ задаются
следующим образом (здесь γ(1) := γ ⊗ 1, γ(2) := 1⊗ γ):

∆(γ) = γ ⊗ γ, ∆(ψ±(z)) = ψ±(γ±1/2
(2) z)⊗ ψ±(γ∓1/2

(1) z),

∆(x+(z)) = x+(z)⊗ 1 + ψ−(γ1/2
(1) z)⊗ x+(γ(1)z),

∆(x−(z)) = x−(γ(2)z)⊗ ψ+(γ1/2
(2) z) + 1⊗ x−(z),

a(γ±1/2) = γ∓1/2, a(x+) = −ψ−(γ−1/2z)−1x+(γ)(γ−1z),

a(x−) = −x−(γ)(γ−1z)ψ+(γ−1/2z)−1, a(ψ±(z)) = ψ±(z)−1,

ϵ(γ±1/2) = 1, ϵ(ψ±(z)) = 1, ϵ(x±) = 0.

Замечание 3.2. Строго говоря, поскольку коэффициенты ∆(x+(z)) перед zn со-
держат бесконечное суммирование, они плохо определены. Однако они имеют ко-
нечное действие на тензорных представлениях, рассматриваемых в настоящей ста-
тье, таким образом, копроизведение можно считать хорошо определенным на пред-
ставлениях.

Алгебра ДИМ имеет представление свободного поля, задающееся с помощью вер-
тексных операторов, описанных в последнем разделе.
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Результат 3.1 [4]. Пусть u – некоторое число. Гомоморфизм ρ
(1,0)
u ( · ) алгебры,

заданный как

ρ(1,0)
u (x+(z)) = uη(z), ρ(1,0)

u (x−(z)) = u−1ξ(z),

ρ(1,0)
u (ψ±(z)) = ϕ±(z), ρ(1,0)

u (γ±1/2) = (t/q)±1/4,

является представлением алгебры ДИМ. Здесь операторы η(z), ξ(z) и ϕ±(z) зада-
ются формулами (2.8), (2.10) и (2.11).

Рассмотрим тензорное представление алгебры ДИМ на основе копроизведения.

Определение 3.1. Для упорядоченного набора u⃗ = (u1, . . . , uN ) из N парамет-
ров определим представление ρ(N)

u⃗ как

ρ
(N,0)
u⃗ := (ρu1 ⊗ · · · ⊗ ρuN

) ❛∆(N),

∆(1) := id, ∆(N) := ( id⊗ · · · ⊗ id︸ ︷︷ ︸
N−2

⊗∆) ❛ · · · ❛ (id⊗∆) ❛∆, N > 2.

Представление ρ алгебры ДИМ называется представлением на уровне (n,m), если
центральные элементы имеют вид ρ(γ) = (t/q)n/2, ρ(γ⊥) = (q/t)m/2. Здесь γ⊥ :=
(ψ+

0 /ψ
−
0 )1/2. Поэтому ρ

(N,0)
u⃗ называется представлением на уровне (N, 0). В этом

тензорном представлении возникает некоторая алгебра A(N), которая выражает
базовую симметрию q-деформированной версии соотношения АГТ. Мы введем эту
алгебру в следующем пункте.

Разъясним также представление на уровне (0, 1) из работ [5], [9], которое, как из-
вестно, эквивалентно представлению ρ

(1,0)
u на уровне (1, 0). Положим для разбиения

λ = (λ1, λ2, . . .) и числа i ∈ Z>0

A+
λ,i := (1− t)

i−1∏
j=1

(1− qλi−λj t−i+j+1)(1− qλi−λj+1t−i+j−1)
(1− qλi−λj t−i+j)(1− qλi−λj+1t−i+j)

, (3.1)

A−λ,i :=
(1− t−1)(1− qλi+1−λi)

1− qλi+1−λi+1t−1

∞∏
j=i+1

(1− qλj−λi+1t−j+i−1)(1− qλj+1−λit−j+i)
(1− qλj+1−λi+1t−j+i−1)(1− qλj−λit−j+i)

,

(3.2)

B+
λ (z) :=

1− qλ1−1tz

1− qλ1z

∞∏
i=1

(1− qλit−iz)(1− qλi+1−1t−i+1z)
(1− qλi+1t−iz)(1− qλi−1t−i+1z)

, (3.3)

B−λ (z) :=
1− q−λ1+1t−1z

1− q−λ1z

∞∏
i=1

(1− q−λitiz)(1− q−λi+1+1ti−1z)
(1− q−λi+1tiz)(1− q−λi+1ti−1z)

(3.4)

и

λ+ 1i := (λ1, . . . , λi−1, λi + 1, λi+1, . . .),

λ− 1i := (λ1, . . . , λi−1, λi − 1, λi+1, . . .).

Здесь B+
λ (z) и B−λ (z) рассматриваются как элементы из Q(q, t)[[z]]. Пусть u – неко-

торое число, а V – векторное пространство, натянутое на векторы |λ⟩, параметри-
зованные разбиениями λ.
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Определение 3.2. Зададим гомоморфизм ρ
(0,1)
u : U → End(V ) формулами

ρ(0,1)
u (x+(z))|λ⟩ =

ℓ(λ)+1∑
i=1

A+
λ,i δ(q

λit−i+1u/z)|λ+ 1i⟩,

ρ(0,1)
u (x−(z))|λ⟩ = q1/2t−1/2

ℓ(λ)∑
i=1

A−λ,i δ(q
λi−1t−i+1u/z)|λ− 1i⟩,

ρ(0,1)
u (ψ+(z))|λ⟩ = q1/2t−1/2B+

λ (u/z)|λ⟩,

ρ(0,1)
u (ψ−(z))|λ⟩ = q−1/2t1/2B−λ (z/u)|λ⟩

и ρ(0,1)
u (γ1/2) = 1.

Результат 3.2 [5], [9]. Гомоморфизм ρ
(0,1)
u есть представление алгебры ДИМ.

Известно также, что алгебра ДИМ обладает автоморфизмом.

Результат 3.3 [2]. Существует автоморфизм S : U → U , такой что

x+
0 7→ ψ−−1, ψ−−1 7→ x−0 , x−0 7→ ψ+

1 , ψ+
1 7→ x+

0 (3.5)

и γ 7→ γ⊥ , γ⊥ 7→ γ−1 .

Данный автоморфизм имеет четвертый порядок. Используя его, мы можем отож-
дествить два представления ρ(1,0) и ρ(0,1). В разделе 4 приведены свойства обобщен-
ной функции Макдональда, полученные на основе такого соответствия двух пред-
ставлений.

3.2. Алгебра A(N). Здесь мы определим алгебру A(N), с которой будем в ос-
новном работать в настоящей статье. Для простоты введем следующие обозначения.
Мы используем N типов бозонных полей a(i)

n и Q(i) (n ∈ Z, i = 1, . . . , N) с коммута-
ционными соотношениями

[a(i)
n , a(j)

m ] = n
1− q|n|

1− t|n|
δn+m,0 δi,j , [a(i)

n , Q(j)] = δn,0 δi,j .

Бозонное поле a(i)
n отвечает i-му сомножителю в тензорном произведении N копий

алгебры Гейзенберга. Пусть |0⟩ – вектор старшего веса, для которого a(i)
n |0⟩ = 0 при

n > 0, а ⟨0| – дуальный вектор старшего веса, для которого ⟨0|a(i)
n = 0 при n 6 0.

Кроме того, весовые параметры ui задаются как ui = q
√

βwip−(N+1)/2+i. Для набора
параметров u⃗ = (u1, . . . , uN ) с ui = q

√
βwip−(N+1)/2+i положим

|u⃗ ⟩ := exp
( N∑

i=1

wiQ
(i)

)
|0⟩, ⟨u⃗ | := ⟨0| exp

(
−

N∑
i=1

wiQ
(i)

)
.

Пусть Fu⃗ обозначает модуль старшего веса, порожденный |u⃗ ⟩, а F∗u⃗ – дуальный
модуль, порожденный ⟨u⃗ |. Введем операторы зарядов Ui := q

√
βa

(i)
0 p−(N+1)/2+i. Они

удовлетворяют соотношениям Ui|u⃗ ⟩ = ui|u⃗ ⟩ и ⟨u⃗ |Ui = ui⟨u⃗ |. Базисы модулей Fu⃗

и F∗u⃗ образованы соответственно векторами |aλ⃗⟩ и ⟨aλ⃗|:

|aλ⃗⟩ := a
(1)

−λ
(1)
1

. . . a
(N)

−λ
(N)
1

a
(N)

−λ
(N)
2

. . . |u⃗ ⟩, ⟨aλ⃗| := ⟨u⃗ | . . . a(N)

λ
(N)
2

a
(N)

λ
(N)
1

. . . a
(1)

λ
(1)
1

.



12 Ю. ОКУБО

Используя эти обозначения, введем оператор X(i)(z) =
∑

nX
(i)
n z−n с помощью

следующих формул:

Λi(z) := ϕ
(1)
− (p−1/4z)ϕ(2)

− (p−3/4z) . . . ϕ(i−1)
− (p−(2i−3)/4z)η(i)(p−(i−1)/2z),

X(i)(zp(i−1)/2) :=
∑

16j1<···<ji6N

:Λj1(z) . . .Λji
(pi−1z): Uj1 . . . Uji

,

где : • : обозначает нормальное упорядочение и

η(i)(z) := exp
( ∞∑

n=1

1− t−n

n
a
(i)
−nz

n

)
exp
(
−
∞∑

n=1

1− tn

n
a(i)

n z−n

)
,

ϕ
(i)
− (z) := exp

( ∞∑
n=1

1− t−n

n
(1− tnq−n)pn/4a

(i)
−nz

n

)
.

Первый из генераторов X(1)(z) отвечает представлению ρ
(N,0)
u⃗ (x+(z)) генерато-

ра алгебры ДИМ на уровне (N, 0). Другие генераторы получаются с помощью
квантового преобразования Миуры аналогично определению деформированной ал-
гебры Wn [35], [41], т. е. X(i)(z) для i > 2 определяется как вертексный оператор,
возникающий в коммутационном соотношении для X(1)(z) (см. пример 3.1). Заме-
тим, что бозонные поля h

(i)
n , задающиеся формулой Λi(z) := : exp

(∑
n ̸=0 h

(i)
n z−n

)
:,

удовлетворяют соотношению

[h(i)
n , h

(j)
−n] = − (1− qn)(1− t−n)

n
·


(1− p−n), i < j,

1, i = j,

0, i > j.

, n > 0.

Генераторы X(i)(z) совпадают с генераторами алгебры qW типа glN (но не slN ),
приведенными в [22].

Определение 3.3. Алгебра A(N) есть (пополненная) подалгебра ⟨X(i)
n ⟩, порож-

денная операторами X(i)
n (i = 1, . . . , N , n ∈ Z), в алгебре эндоморфизмов над Fu⃗.

Алегбра A(N) была введена в работе [21]; она играет важную роль в пятимерном
соответствии АГТ.

Предложение 3.1 [22]. Генераторы X(i)(z) удовлетворяют соотношению

f (i,j)

(
w

z

)
X(i)(z)X(j)(w)− f (j,i)

(
z

w

)
X(j)(w)X(i)(z) =

=
j∑

k=max(0,j−i)+1

δ

(
p−kw

z

)
θ(min(k, i− j + k)) N[X(j−k)(p−kw), X(i+k)(w)]−

−
i∑

k=max(0,i−j)+1

δ

(
p−kz

w

)
θ(min(k, j − i+ k)) N[X(i−k)(p−kz), X(j+k)(z)],

где структурные константы имеют вид

f (i,j)(z) := exp
(∑

n>0

(1− t−n)(1− qn)(pmax(0,j−i)n − pjn)
n(1− pn)

)
,
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и мы определили новое нормальное упорядочение

N[X(r)(aw), X(s)(w)] = Res
z=aw

[
X(r)(z)X(s)(w)f (r,s)

(
w

z

)]
.

Далее мы полагаем W (0)(z) = 1 и W (i)(z) = 0 при i > N .

Пример 3.1. При N = 2 соотношения из предложения 3.1 эквивалентны следу-
ющим коммутационным соотношениям:

[X(1)
n , X(1)

m ] = −
∞∑

l=1

f
(1,1)
l (X(1)

n−lX
(1)
m+l −X

(1)
m−lX

(1)
n+l) +

(1− q)(1− t−1)
1− p

(pm − pn)X(2)
n+m,

[X(2)
n , X(2)

m ] = −
∞∑

l=1

f
(2,2)
l (X(2)

n−lX
(2)
m+l −X

(2)
m−lX

(2)
n+l),

[X(1)
n , X(2)

m ] = −
∞∑

l=1

(f (1,2)
l X

(1)
n−lX

(2)
m+l − f

(2,1)
l X

(2)
m−lX

(1)
n+l),

где коэффициенты f
(i,j)
l заданы формулой f (i,j)(z) =

∑∞
n=0 f

(i,j)
l zl.

Заметим, что алгебра A(N) не является алгеброй Ли, так как в коммутационных
соотношениях присутствуют квадратичные члены. Поэтому мы не можем исполь-
зовать теорему ПБВ. При этом у нас есть формула для определителя Каца этой
алгебры относительно определенных ниже векторов типа ПБВ, откуда понятно, что
векторы типа ПБВ образуют базис1).

Определение 3.4. Для N -кортежа разбиений λ⃗ = (λ(1), . . . , λ(N)) положим

|Xλ⃗⟩ := X
(1)

−λ
(1)
1

X
(1)

−λ
(1)
2

. . . X
(2)

−λ
(2)
1

X
(2)

−λ
(2)
2

. . . X
(N)

−λ
(N)
1

X
(N)

−λ
(N)
2

. . . |u⃗ ⟩,

⟨Xλ⃗| := ⟨u⃗ | . . . X(N)

λ
(N)
2

X
(N)

λ
(N)
1

. . . X
(2)

λ
(2)
2

X
(2)

λ
(2)
1

. . . X
(1)

λ
(1)
2

X
(1)

λ
(1)
1

.

Теорема 3.1. Пусть det
n

:= det(⟨Xλ⃗|Xµ⃗⟩)λ⃗,µ⃗⊢n . Тогда

det
n

=
∏
λ⃗⊢n

N∏
k=1

bλ(k)(q)b′λ(k)(t−1)×

×
∏

r,s>1,
rs6n

(
(u1 . . . uN )2

∏
16i<j6N

(ui − qst−ruj)(ui − q−rtsuj)
)

P (N)(n−rs)

,

где

bλ(q) :=
∏
i>1

mi∏
k=1

(1− qk), b′λ(q) :=
∏
i>1

mi∏
k=1

(−1 + qk)

и mi – количество элементов в λ, равных i. Показатель P (N)(n) равен числу
N -кортежей разбиения с размером n. В частности, при N = 1

det
n

=
∏
λ⊢n

bλ(q)b′λ(t−1) · u2
∑

λ⊢n ℓ(λ)
1 .

1)Детерминат Каца деформированных алгебр Вирасоро и WN был получен в работах [42], [43].
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Теорема 3.1 была доказана в работе [44] с использованием скрининговых токов
алгебры A(N), которые задаются как

S(i)(z) := : exp
(∑

n ̸=0

α
(i)
n

1− qn

)
: e
√

βQ(i)
α z
√

βα
(i)
0 . (3.6)

Здесь

α(i)
n :=

1− tn

n
(p(in−|n|)/2a(i)

n − pin/2a(i+1)
n ), Q(i)

α := Q(i+1) −Q(i), n ̸= 0, (3.7)

и α
(i)
0 := a

(i+1)
0 − a

(i)
0 . Данные скрининговые токи можно получить, разлагая ге-

нератор X(i)(z) на части, лежащие в деформированной алгебре WN и в алгебре
Гейзенберга U(1). Бозон, с помощью которого строится X(N)(z), отвечает алгеб-
ре Гейзенберга U(1), а элементы в X(i)(z), ортогональные алгебре U(1), отвечают
деформированной алгебре WN . То есть сначала мы кладем

b′−n :=
(1− t−n)(1− pn)

n(1− pNn)
p(N−1)n

N∑
k=1

p(−k+1)n/2a
(k)
−n,

b′n := − (1− tn)(1− pn)
n(1− pNn)

p(N−1)n
N∑

k=1

p(−k+1)n/2a(k)
n ,

n > 0, (3.8)

так что

X(N)(z) = : exp
(∑

n ̸=0

1− pNn

1− pn
b′−nz

n

)
: .

Ортогональные элементы h
(i)
n в h

(i)
n задаются как

h(i)
n := h(i)

n −
[h(i)

n , b′−n]
[b′n, b′−n]

b′n.

Далее бозон h
(i)
n удовлетворяет соотношению (А.1) для фундаментальных бозонов

деформированной алгебры WN . Кроме того, мы можем разложить генераторы ал-
гебры A(N) как Λi(z) = Λ′i(z)Λ

′′(z), где

Λ′i(z) := : exp
( ∑

n∈Z̸=0

h(i)
n z−n

)
: q
√

βh
(i)
0 p−(N+1)/2+i,

Λ′′(z) := : exp
( ∑

n∈Z̸=0

b′−nz
n

)
: q
√

βb′0/N ,

и записать X(i)(z) = W (i)(z)Y (i)(z), где

W (i)(z) :=
∑

16j1<···<ji6N

:Λ′j1(z) . . .Λ
′
ji

(pi−1z):,

Y (i)(z) := : exp
( ∑

n∈Z̸=0

1− pin

1− pn
b′−nz

n

)
: q
√

βib′0/N .
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Оператор W (i)(z) соотносится с алгеброй WN , а оператор Y (i)(z) отвечает ее
U(1)-части. Скрининговые токи деформированной алгебры WN приведены в ра-
ботах [35], [41] (см. также приложение А в настоящей работе). Скриниговые то-
ки (3.6) алгебры A(N) представляют собой просто записанные в терминах бозонных
полей a

(i)
n скрининговые токи S̄

(i)
+ (z) из приложения А. Поскольку бозонные поля

вW (i)(z) коммутируют с Y (j)(z), интеграл от этих скрининговых токов коммутирует
с генераторами X(j)

n : [ ∮
S(i)(z) dz,X(j)

n

]
= 0.

Из скрининговых токов обычным образом получаются сингулярные векторы и нули
определителя Каца. Детали доказательства теоремы 3.1 см. в [44]. Мы представим
некоторые следствия из нее.

Следствие 3.1. Представление алгебры A(N) на модуле Фока Fu⃗ неприводи-
мо тогда и только тогда, когда составляющие набора u⃗ удовлетворяют условиям
ui ̸= 0, ui ̸= qrt−suj (s, r ∈ Z для любых i, j ).

Далее мы докажем следующее предположение, высказанное в работе [21].

Следствие 3.2. Если ui ̸= 0, ui ̸= qrt−suj для всех i, j и целых r , s, то век-
торы |Xλ⃗⟩ (векторы ⟨Xλ⃗|) типа ПБВ образуют базис модуля Fu⃗ (соответственно
модуля F∗u⃗ ).

4. ОБОБЩЕННЫЕ ФУНКЦИИ МАКДОНАЛЬДА

В этом разделе мы объясним, что такое обобщенные функции Макдональда. Они
могут рассматриваться как q-деформированные версии базиса АФЛТ [15], [16] и иг-
рают существенную роль в соответствии АГТ [21], [20].

Теорему существования обычных функций Макдональда можно доказать (см. ре-
зультат 2.1) путем приведения разностного оператора Макдональда к треугольному
виду в базисе мономиальных симметрических функций [30]. Аналогичным образом
обобщенные функции Макдональда определяются как собственные функции опера-
тора X(1)

0 . Заметим, что при N = 1, поскольку X(1)
0 =

∮
dz

2π
√
−1z

η(z), оператор X(1)
0

может быть по сути отождествлен с разностным оператором Макдональда (резуль-
тат 2.2). Оператор X

(1)
0 приводится к треугольному виду и в базисе мономиаль-

ных симметрических функций. Фоковское пространство Fu⃗ можно отождествить
с тензорным произведением Λ⊗N колец симметрических функций с помощью изо-
морфизма ι : Fu⃗ → Λ⊗N , заданного как

ι : |aλ⃗⟩ 7→
N∏

i=1

ℓ(λ(i))∏
k=1

p
(i)

λ
(i)
k

,

где p(i)
n :=

∑
j>1(x

(i)
j )n есть симметрическая функция типа степенной суммы от пе-

ременных {x(i)
m |m}, лежащих в i-м кольце Λ в Λ⊗N . Введем вектор |mλ⃗⟩ ∈ Fu⃗,

отвечающий произведению мономиальных симметрических функций при изомор-
физме ι:

|mλ⃗⟩ := ι−1

( N∏
i=1

m
(i)

λ(i)

)
,
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гдеm(i)
λ – симметрическая функция, составленная из мономов по переменным {x(i)

m |m}.
Аналогично определим вектор ⟨mλ⃗| в дуальном фоковском пространстве F∗u⃗ .

Чтобы получить теорему существования для обобщенных функций Макдональда,
введем следующий частичный порядок для N -кортежей разбиений, который можно
рассматривать как обобщение естественного частичного порядка.

Определение 4.1. Будем писать λ⃗
L
> µ⃗ тогда и только тогда, когда |λ⃗| = |µ⃗| и

|λ(N)|+ · · ·+ |λ(j+1)|+
i∑

k=1

λ
(j)
k > |µ(N)|+ · · ·+ |µ(j+1)|+

i∑
k=1

µ
(j)
k ;

аналогично λ⃗
R
> µ⃗ тогда и только тогда, когда |λ⃗| = |µ⃗| и

|λ(1)|+ · · ·+ |λ(j−1)|+
i∑

k=1

λ
(j)
k > |µ(1)|+ · · ·+ |µ(j−1)|+

i∑
k=1

µ
(j)
k

при всех i > 1 и 1 6 j 6 N .

При таком частичном упорядочении мы можем привести оператор X
(1)
0 к тре-

угольному виду в базисе мономиальных симметрических функций.

Результат 4.1 [21], [45]. Имеют место разложения

X
(1)
0 |mλ⃗⟩ =

∑
µ⃗

L
6 λ⃗

cλ⃗µ⃗|mµ⃗⟩, cλ⃗µ⃗ ∈ Q(q1/2, t1/2, u1, . . . , uN ),

⟨mλ⃗|X
(1)
0 =

∑
µ⃗

R
6 λ⃗

c∗
λ⃗µ⃗
⟨mµ⃗|, c∗

λ⃗µ⃗
∈ Q(q1/2, t1/2, u1, . . . , uN ).

(4.1)

Известно, что собственные значения ϵλ⃗ := cλ⃗λ⃗ оператора X(1)
0 имеют вид

ϵλ⃗ =
N∑

i=1

ui

(
1 + (t− 1)

∑
k>1

(qλ
(i)
k − 1)t−i

)
. (4.2)

После приведения оператора к треугольному виду мы получаем теорему существо-
вания для обобщенных функций Макдональда.

Результат 4.2 [21], [45]. Для N -кортежа разбиений λ⃗ существует единствен-
ный вектор |Pλ⃗⟩ ∈ Fu⃗ , такой что

X
(1)
0 |Pλ⃗⟩ = ϵλ⃗|Pλ⃗⟩

и
|Pλ⃗⟩ = |mλ⃗⟩+

∑
µ⃗

L
< λ⃗

c′
λ⃗,µ⃗
|mµ⃗⟩, c′

λ⃗,µ⃗
∈ Q(q1/2, t1/2, u1, . . . , uN ). (4.3)

Аналогично существует единственный вектор ⟨Pλ⃗| ∈ F
∗
u⃗ , такой что

⟨Pλ⃗|X
(1)
0 = ϵλ⃗⟨Pλ⃗|
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и

⟨Pλ⃗| = ⟨mλ⃗|+
∑
µ⃗

R
< λ⃗

c′∗
λ⃗,µ⃗
⟨mµ⃗|, c′∗

λ⃗,µ⃗
∈ Q(q1/2, t1/2, u1, . . . , uN ). (4.4)

Векторы |Pλ⃗⟩ называются обобщенными функциями Макдональда. Функция |Pλ⃗⟩
в пределе t = qβ , q → 1 (β фиксировано) сводится к обощенной функции Джека,
введенной Морозовым и Смирновым [46], [47]. Мы представим несколько примеров
в случае N = 2:

(
|P(0),(1)⟩
|P(1),(0)⟩

)
= M1

q,t

(
|m(0),(1)⟩
|m(1),(0)⟩

)
, M1

q,t :=

(
1 (t/q)1/2 (t−q)u2

t(u1−u2)

0 1

)

и 
|P(0),(2)⟩
|P(0),(1,1)⟩
|P(1),(1)⟩
|P(2),(0)⟩
|P(1,1),(0)⟩

 = M2
q,t


|m(0),(2)⟩
|m(0),(1,1)⟩
|m(1),(1)⟩
|m(2),(0)⟩
|m(1,1),(0)⟩

 , M2
q,t :=


1 M2

12 M2
13 M2

14 M2
15

0 1 M2
23 M2

24 M2
25

0 0 1 M2
34 M2

35

0 0 0 1 M2
45

0 0 0 0 1

 ,

где

M2
12 =

(1 + q)(t− 1)
qt− 1

, M2
13 =

(t/q)−1/2(1 + q)(q − t)(t− 1)u2

(1− qt)(u1 − qu2)
,

M2
14 =

(q − t)((1− q2)tu1 − q(t2 − q(1 + q)t+ q)u2)u2

qt(qt− 1)(u1 − u2)(u1 − qu2)
,

M2
15 =

(1 + q)(q − t)(t− 1)((q − 1)tu1 + q(q − t)u2)u2

qt(qt− 1)(u1 − u2)(u1 − qu2)
,

M2
23 =

(
t

q

)
1/2 (t− q)u2

t(tu1 − u2)
, M2

24 =
(q − t)u2

q(tu1 − u2)
,

M2
25 =

(q − t)(qu2 − t((t− 1)u1 + u2))u2

qt(u1 − u2)(tu1 − u2)
,

M2
34 =

(
t

q

)
1/2 (t− q)u2

t(qu1 − u2)
, M2

34 =
(
t

q

)
1/2 (q − t)((1 + q + (q − 1)t)u1 − 2tu2)

t(qu1 − u2)(−u1 + tu2)
,

M2
45 =

(1 + q)(t− 1)
qt− 1

.

Заметим, что обобщенная функция Макдональда |P(λ,∅,...,∅)⟩ соответствует обычной
функции Макдональда, когда самая левая из диаграмм Юнга имеет клетки.

В заключение этого раздела мы вкратце объясним, как устроено пятимерное со-
ответствие АГТ. Нам потребуются перенормированные обобщенные функцие Мак-
дональда, которые мы применим к соответствию АГТ.
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Определение 4.2. Зададим векторы |Kλ⃗⟩ и ⟨Kλ⃗| условиями

|Kλ⃗⟩ =
∑

µ⃗

αλ⃗µ⃗|Xµ⃗⟩ ∝ |Pλ⃗⟩, αλ⃗,((1|λ⃗|),∅,...,∅) = 1,

⟨Kλ⃗| =
∑

µ⃗

βλ⃗µ⃗⟨Xµ⃗| ∝ ⟨Pλ⃗|, βλ⃗,((1|λ⃗|),∅,...,∅) = 1.

Ренормированные функции |Kλ⃗⟩ и ⟨Kλ⃗| называют интегральными формами обоб-
щенных функций Макдональда. Можно предположить, что константы ренормиров-
ки C(±)

λ⃗
, заданные равенствами

|K
λ⃗
⟩ = C(+)

λ⃗
|Pλ⃗⟩, ⟨K

λ⃗
| = C(−)

λ⃗
⟨Pλ⃗|,

определяются с точностью до мономиальных множителей. Другими словами, мож-
но предположить, что они имеют вид

C(+)

λ⃗
= ζ

(+)

λ⃗

∏
16i<j6N

Nλ(j),λ(i)

(
uj

ui

) N∏
k=1

Cλ(k) ,

C(−)

λ⃗
= ζ

(−)

λ⃗

∏
16i<j6N

Nλ(i),λ(j)

(
uj

ui

) N∏
k=1

Cλ(k) ,

(4.5)

где Cλ(k) заданы в (2.6), а ζ(±)

λ⃗
– некоторый моном относительно переменных q±1,

t±1 и u±1
i . В формулах (4.5) Nλ(j),λ(i) есть фактор Некрасова:

Nλµ(Q) :=
∏

(i,j)∈λ

(1−QqAλ(i,j)tLµ(i,j)+1)
∏

(i,j)∈µ

(1−Qq−Aµ(i,j)−1t−Lλ(i,j)).

В частности, при N = 2 мы можем предположить, что

ζ
(+)

λ⃗
= (−1)|λ

(1)|u
|λ⃗|
1

(q
t

)|λ(2)|/2

q−n(λ(2)T)−|λ(2)|t−n(λ(1))−|λ(1)|,

ζ
(−)

λ⃗
= (−1)|λ

(2)|u
|λ⃗|
2

(q
t

)|λ(2)|/2

q−n(λ(1)T)t−n(λ(2)).

Тогда скалярное произведение предположительно записывается как

⟨Kλ⃗|Kλ⃗⟩
?= const ·

N∏
i,j=1

Nλ(i),λ(j)

(
qui

tuj

)
.

Здесь const представляет собой некоторый моном по параметрам.
Вид примарного поля Φ(w) : Fu⃗ → Fv⃗ задается с помощью следующего соотно-

шения для генераторов алгебры A(N):

(X(i)
n − eN (v⃗ )wX(i)

n−1)Φ(w) = Φ(w)
(
X(i)

n −
(
t

q

)
i

eN (v⃗ )wX(i)
n−1

)
. (4.6)

Хотя данное соотношение связывает только два генератора X(i)
n и X

(i)
n−1, в отличие

от случая примарного поля Вирасоро, можно заметить, что оператор Φ(z) определя-
ется единственным образом. Была выдвинута гипотеза, что матричные элементы
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оператора Φ(z) в базисе интегральных форм |Kλ⃗⟩ совпадают с фактором Некрасо-
ва [21]:

⟨Kλ⃗|Φ(w)|Kµ⃗⟩ = const · w|λ⃗|−|µ⃗|
N∏

i,j=1

Nλ(i),µ(j)

(
qvi

tuj

)
. (4.7)

Используя данное соотношение, можно вычислить общую n-точечную корреляци-
онную функцию для Φ(w). В частности, отметим, что четырехточечная функ-
ция ⟨w⃗|Φ(w2)Φ(w1)|u⃗ ⟩ совпадает со статистической суммой Некрасова пятимерной
(K-теоретической) U(N)-калибровочной теорией с 2N фундаментальными полями
материи.

В работе [23] оператор, соответствующий Φ(z), был построен с использованием
сплетающего оператора алгебры ДИМ. Сплетающий оператор позволяет получить
уточненные топологические вершины из работ [48], [49]. Кроме того, было показа-
но, что конформный блок, построенный с помощью сплетающего оператора, может
воспроизводить статистические суммы Некрасова (в дуальном спектральном случае
для гипотезы (4.7)). Более того, был найден аналогичный сплетающий оператор для
тороидальной алгебры gln в случае произвольного n [50].

В статье [22] Негут получил доказательство пятимерного соответствия АТГ, при-
менив методы геометрической теории представлений. Он определил и вершинный
оператор, и W-алгебру полностью геометрически, в терминах пространства моду-
лей. В этом контексте обобщенные функции Макдональда соответствуют ториче-
ским фиксированным точкам в эквивариантной K-теории пространства модулей.

Имеются некоторые другие варианты пятимерного соответствия АГТ. В каче-
стве простейшего случая отметим, что, как извстно, норма вектора Уиттекера де-
формированных алгебры Вирасоро или алгебры WN совпадает со статистическими
суммами Некрасова пятимерной чистой U(N)-калибровочной теории [17], [37]. До-
казательство этого утверждения в случае N = 2 было дано в работах [51], [52].

В представлении свободного поля конформные блоки Вирасоро можно выразить
через интегралы Доценко–Фатеева (ДФ). Мы представим сравнение интегралов ДФ
и статистических сумм Некрасова как соответствие АГТ. При этом q-деформацию
интеграла ДФ, соответствующего статистической сумме Некрасова, можно запи-
сать, используя следующий специальный интегральный символ, связанный с q-ин-
тегралом Сельберга. Для полинома f(x) от переменных x1, . . . , xN± определим ин-
теграл ⟨f(x)⟩±{xi} как

⟨f(x)⟩±{xi} :=
∫
d

N±
q x∆(q,t)(x)

∏N±
i=1 x

u±
i

∏v±−1
k=0 (qkxi − 1)f(x)∫

d
N±
q x∆(q,t)(x)

∏N±
i=1 x

u±
i

∏v±−1
k=0 (qkxi − 1)

.

Здесь мы положили

∆(q,t)(x) :=
β−1∏
k=0

∏
i ̸=j

(xi − qkxj),
∫
dN

q x :=
∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

dqx1 . . . dqxN ,

а
∫ 1

0
dqx обозначает интеграл Джексона:∫ a

0

dqz f(z) := (1− q)
∑
k>0

qkaf(qka).
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Мы называем ⟨f(x)⟩±{xi} q-средним Сельберга от f(x). Далее введем q-деформа-
цию Bq интеграла ДФ:

Bq = ⟨⟨I⟩+{xi}⟩
−
{yi},

I :=
N+∏
i=1

N−∏
j=1

β−1∏
k=0

(
1− qkw

t

q

xi

yj

)(
1− qkw

xi

yj

)
×

×
N−∏
j=1

v+−1∏
n=0

(
1− wq−n t

q

1
yj

) N+∏
i=1

v−−1∏
l=0

(
1− wql t

q
xi

)
.

Известно, что данный q-деформированный интеграл ДФ Bq соответствует статисти-
ческой сумме Некрасова пятимерной U(2)-калибровочной теории с четырьмя фун-
даментальными полями материи при некотором преобразовании параметров [20].
Подынтегральная функция I может быть продолжена с помощью так называемой
формулы Коши для обобщенных функций Макдональда. Затем два вида перемен-
ных {xi} и {yi} разделяются в каждом члене этого разложения, и средние Сельберга
по двум переменным можно записать как произведение одиночных средних:

Bq =
∑

λ⃗

w|λ⃗|
⟨K∗

λ⃗
⟩+{xi}⟨Kλ⃗⟩

−
{yi}

⟨Kλ⃗|Kλ⃗⟩
.

Здесь Kλ⃗ – полином, полученный проецированием вектора ι(|Kλ⃗⟩) на простран-
ство конечного числа переменных, а K∗

λ⃗
– аналогичный полином, получающийся

из ⟨Kλ⃗|. В работе [20] было сделано предположение, что для средних Сельберга
⟨K∗

λ⃗
⟩+ и ⟨Kλ⃗⟩

− от обобщенных функций Макдональда также справедлива формула
факторизации. В настоящей статье мы опустим явные формулы, выражающие эту
гипотезу, поскольку, чтобы объяснить их, требуется много корректировок и преоб-
разований параметров (подробности см. в работе [20]). Приняв гипотезу для средних
Сельберга ⟨K∗

λ⃗
⟩+ и ⟨Kλ⃗⟩

−, мы можем показать, что существует соответствие между
q-интегралом ДФ Bq и статистической суммой Некрасова.

Имеется ряд работ [53]–[55], посвященных интегралам, которые получаются пу-
тем вставки обычных полиномов Джека или Макдональда в подынтегральную функ-
цию (q-)интегралов Сельберга. Развитием этих результатов являются гипотезы для
средних Сельберга обобщенных функций Макдональда.

Чтобы доказать оставшиеся гипотезы, нам потребуются дополнительные свойства
обобщенных функций Макдональда. Ниже мы перечислим известные на данный
момент симметрии обобщенных функций Макдональда. Прежде всего приведем
симметрию коэффициентов разложения αλ⃗,µ⃗ = αλ⃗,µ⃗(q, t|u⃗ ) в определении 4.2.

Гипотеза 4.1. Замена ui на uj соответствует замене λ(i) на λ(j) :

α(...,λ(i),...,λ(j),...),µ⃗(q, t| . . . , uj , . . . , ui, . . .)
?= α(...,λ(j),...,λ(i),...),µ⃗(q, t| . . . , ui, . . . , uj , . . .).

Преобразование (q, t) 7→ (t−1, q−1) отвечает транспонированию разбиения:

αλ⃗,µ⃗(t−1, q−1|u⃗ ) ?= α(λ(1)T,...,λ(N)T),µ⃗(q, t|u⃗ ).
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Замечание 4.1. Приведенные выше соотношения вытекают из выражений для
коэффициентов разложения αλ⃗,µ⃗ по базису векторов типа ПБВ. Подобные форму-
лы не имеют места при преобразовании всех параметров q, t, ui в |Kλ⃗⟩ включая
параметры в |Xλ⃗⟩. Так, не выполняется формула подобного типа для коэффици-
ентов разложения α′

λ⃗,µ⃗
по базису мономиальных симметрических функций, которое

записывается как
|K

λ⃗
⟩ =

∑
|µ⃗|=|λ⃗|

α′
λ⃗,µ⃗
|mµ⃗⟩.

Мы имеем аналогичную формулу обращения для обобщенных функций Макдо-
нальда |Pλ⃗⟩. Пусть инволюция wq,t есть линейное преобразование пространства Fu⃗,
заданное как

a
(i)
−n 7→ (−1)n−1 1− qn

1− tn
a
(i)
−n, n > 0.

Гипотеза 4.2. Справедливо равенство
N∏

k=1

Cλ(k)

C ′
λ(k)

wq,t(|Pλ⃗⟩)
?= |P(λ(1)T,...,λ(N)T)⟩|q 7→t−1, t 7→q−1 .

В работе [20] приведено данное соотношение в случае N = 2.
Далее мы получим связь между |Pλ⃗⟩ и ⟨Pλ⃗|. Пусть t : Fu⃗ → Fu⃗ есть линейное

преобразование, заданное как

a
(i)
−n 7→ a

(N−i+1)
−n − (1− p−n)

i−1∑
k=1

p(−k+2)n/2a
(N−i+1+k)
−n , n > 0.

Определим линейное преобразование d : Fu⃗ → F∗u⃗ формулой d(|aλ⃗⟩) = ⟨aλ⃗|.

Предложение 4.1. Имеет место равенство

⟨P(λ(1),...,λ(N))| = d ❛ t(|P(λ(N),...,λ(1))⟩)
∣∣
ui 7→uN−i+1

.

Это утверждение можно доказать, сравнивая формы положительных и отрица-
тельных мод бозонных полей в X(1)(z).

Действие алгебры ДИМ [27]. Представление алгебры ДИМ на уровне (N, 0)
соответствует тензорному представлению на уровне (0, 1), и эти два представления
связаны автоморфизмом S (см. результат 3.3). То есть действие алгебры ДИМ
ρ(N,0) ❛S(a) (где a ∈ U) совпадает с ρ(0,N)(a), где ρ(0,N) := ρ(0,1) ⊗ · · · ⊗ ρ(0,1) ❛∆(N).
Тензорное произведение |λ(1)⟩ ⊗ · · · ⊗ |λ(N)⟩ базисов представления на уровне (0, 1)
соответствует интегральной форме |Kλ⃗⟩ обобщенных функций Макдональда. Ис-
пользуя это соответствие, мы можем исследовать действие алгебры ДИМ на обоб-
щенные функции Макдональда. Опуская мономиальный множитель ζ+

λ⃗
в константе

перенормировки (4.5), будем использовать еще один ренормированный вектор |M̃λ⃗⟩,
заданный как

|M̃λ⃗⟩ := |Pλ⃗⟩
∏

16i<j6N

Nλ(j),λ(i)

(
uj

ui

) N∏
k=1

∏
(i,j)∈λ(k)

Cλ(i) .

Сформулируем следующую гипотезу.



22 Ю. ОКУБО

Гипотеза 4.3. Имеют место разложения

X
(1)
1 |M̃λ⃗⟩

?=
∑

|µ⃗|=|λ⃗|−1,

λ⃗⊃µ⃗

c̃
(+)

λ⃗,µ⃗
|M̃µ⃗⟩, X

(1)
−1 |M̃λ⃗⟩

?=
∑

|µ⃗|=|λ⃗|+1,

λ⃗⊂µ⃗

c̃
(−)

λ⃗,µ⃗
|M̃µ⃗⟩.

Здесь, используя обозначение χx = uℓt
−i+1qj−1 для тройки индексов x = (ℓ, i, j), мы

положили

c̃
(+)

λ⃗,µ⃗
:= ξ(+)

x

∏
y∈A(λ⃗)(1− χxχ

−1
y (q/t))∏

y∈R(λ⃗),
y ̸=x

(1− χxχ
−1
y )

, x ∈ λ⃗ \ µ⃗,

c̃
(−)

λ⃗,µ⃗
:= ξ(−)

x

∏
y∈R(λ⃗)(1− χyχ

−1
x (q/t))∏

y∈A(λ⃗),
y ̸=x

(1− χyχ
−1
x )

, x ∈ µ⃗ \ λ⃗,

где

ξ
(+)
(ℓ,i,j) := (−1)N+ℓp−(ℓ+1)/2t(N−ℓ)iq(ℓ−N+1)j

∏N−ℓ
k=1 uℓ+k

uN−ℓ−1
ℓ

,

ξ
(−)
(ℓ,i,j) := (−1)ℓp(ℓ−1)/2t(ℓ−2)iq(1−ℓ)j

∏ℓ−1
k=1 uk

uℓ−2
ℓ

.

Разложение коэффициентов c̃(±) получается из действия соответствующих гене-
раторов в алгебре ДИМ при автоморфизме S. Кроме того, мы можем получить
семейство высших гамильтонианов, коммутирующих с X(1)

0 . При этом S(ψ+
k ) для

любого целого k > 1 соответствует оператору Hk, который задается как H1 = X
(1)
0

при k = 1 и как

Hk = [X(1)
−1 , [X

(1)
0 , . . . , [X(1)

0︸ ︷︷ ︸
k−2

, X
(1)
1 ] . . .]] при k > 2.

Поскольку генераторы ψ+
k коммутируют между собой, [ψ+

k , ψ
+
ℓ ] = 0, операторы Hk

также коммутируют. Следовательно, обобщенные функции Макдональда |Pλ⃗⟩ явля-
ются в то же время и собственными функциями оператораHk, т. е.Hk|Pλ⃗⟩ = ϵ

(k)

λ⃗
|Pλ⃗⟩.

Операторы Hk можно рассматривать как высшие гамильтонианы для обобщенных
функций Макдональда. Сделаем следующее предположение о собственных значе-
ниях.

Гипотеза 4.4. Собственные значения задачи Hk|Pλ⃗⟩ = ϵ
(k)

λ⃗
|Pλ⃗⟩ имеют вид

ϵ
(k)

λ⃗

?=
(1− q)k−1(1− t−1)k−1

1− p−1

∮
dz

2π
√
−1z

N∏
i=1

B+
λ(i)(uiz)z−k,

где B+
λ (z) определен в формуле (3.3).
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5. СИНГУЛЯРНЫЕ ВЕКТОРЫ

Данный раздел посвящен основному предмету исследования настоящей статьи –
совпадению сингулярных векторов алгебры A(N) и обобщенных функций Макдо-
нальда2). Определим сингулярные векторы в фоковском пространстве Fu⃗ обычным
образом.

Определение 5.1. Вектор |χ⟩ ∈ Fu⃗ является сингулярным, если X(i)
n |χ⟩ = 0 для

всех i и n > 0.

Далее мы рассматриваем только случай N > 2. Сначала сформулируем следую-
щую простую теорему.

Теорема 5.1. Пусть ui = qst−rui+1 (при r, s > 0) для некоторого номера i,
а прочие uj находятся в общем положении, тогда существует единственный век-
тор |χ(i)

r,s⟩, который получается из скринингового тока S(i)(z):

|χ(i)
r,s⟩ =

∮ r∏
k=1

dzk S
(i)(z1) . . . S(i)(zr)|v⃗ ⟩,

где v⃗ = (v1, . . . , vN ) есть набор параметров, таких что выполнены равенства vi =
trui , vi+1 = t−tui+1 и условие vj = uj при j ̸= i, i + 1. Кроме того, вектор |χ(i)

r,s⟩
пропорционален обобщенной функции Макдональда |P

λ⃗
(i)
r,s
⟩, в которой

λ⃗(i)
r,s = ( ∅, . . . ,∅︸ ︷︷ ︸

i

, (sr),∅, . . . ,∅).

А именно, |χ(i)
r,s⟩ ∝ |P(∅,...,∅,(sr),∅,...,∅)⟩.

Доказательство этой теоремы основано на том, что и обобщенная функция Мак-
дональда, и сингулярный вектор принадлежат собственному пространству операто-
ра X(1)

0 , отвечающему одному и тому же собственному значению (более подробную
информацию см. в [44]).

Перейдем к более сложному случаю. Вообще говоря, можно рассмотреть следу-
ющие сингулярные векторы:

|χr⃗,s⃗⟩ ≡
∮ N−1∏

k=1

rk∏
i=1

dz
(k)
i

rN−1∏
k=1

S
(N−1)(z(N−1)

k ) . . .
r1∏

k=1

S
(1)(z(1)

k )|v⃗ ⟩, (5.1)

где r⃗ = (r1, . . . , rN−1) – упорядоченный набор из N − 1 неотрицательных целых
чисел, s⃗ = (s1, . . . , sN−1), а для v⃗ = (v1, . . . , vN ) при всех i выполнены равенства
vi = qsitri+1−rivi+1. Тогда |χr⃗,s⃗⟩ лежит в фоковском пространстве, веса которого
удовлетворяют условию ui = qsit−ri+ri−1ui+1 для любого i (здесь r0 = rN = 0).

Исследуем, какой обобщенной функции Макдональда отвечает сингулярный век-
тор (5.1). Нам потребуются некоторые обозначения, чтобы записать N -кортеж раз-
биений в обобщенной функции Макдональда, совпадающей с сингулярным век-

2)Известно, что сингулярные векторы алгебры SHc соответствуют базису АФТЛ (обобщенным
функциям Джека) [56].
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Рис. 1. Как T(λ; n) отмечены ряды диаграммы Юнга λ от первого дo n-го;
R(λ; n) – оставшаяся часть диаграммы.

тором (5.1). Для разбиения λ = (λ1, λ2, . . .) и неотрицательного целого n < ℓ(λ)
положим (см. рис. 1).

T(λ;n) := (λ1, . . . , λn), R(λ;n) := (λn+1, . . . , λℓ(λ)).

Если n > ℓ(λ), мы полагаем T(λ; s) := λ, R(λ; s) := ∅.
Для набора k⃗ = (k1, . . . , kn) из n целых чисел символом k⃗∗ обозначим тот же

набор из n− 1 целого числа за исключением последнего, т. е. k⃗∗ := (k1, . . . , kn−1).

Определение 5.2. Для наборов r⃗ = (r1, . . . , rN−1) и s⃗ = (s1, . . . , sN−1) неот-
рицательных целых чисел N -кортеж разбиений Θr⃗,s⃗ = (θ(1)r⃗,s⃗ , . . . , θ

(N)
r⃗,s⃗ ) индуктивно

задается следующим образом (см. рис. 2): Θ(r1),(s1) := (∅, (sr1
1 )) и

Θr⃗,s⃗ :=
(
θ
(1)
r⃗∗,s⃗∗ , . . . , θ

(N−2)
r⃗∗,s⃗∗ ,R(θ(N−1)

r⃗∗,s⃗∗ ; rN−1),T(θ(N−1)
r⃗∗,s⃗∗ ; rN−1) + ((sN−1)rN−1)

)
,

где λ+ (sr) := (λ1 + s, . . . , λr + s, λr+1, λr+2, . . .).

Например, если rk+1 > rk > 0 для любого k, то Θr⃗,s⃗ = (∅, . . . ,∅, λr⃗,s⃗), где

λr⃗,s⃗ =
(
(s1 + · · ·+ sN−1)r1 , (s2 + · · ·+ sN−1)r2−r1 , . . . , s

rN−1−rN−2
N−1

)
.

Если N = 4 и r1 < r2 < r3, то N -кортеж диаграмм Юнга имеет вид

Θr⃗,s⃗ = (∅, sr3−r2
3 , (s2 + s3)r2−r1 , (s1 + s2 + s3)r1).

Покажем, что обобщенные функции Макдональда с такими N -кортежами разби-
ений совпадают с сингулярными векторами (5.1).

Теорема 5.2. Пусть s⃗ – упорядоченный набор из N − 1 положительных целых
чисел, а r⃗ – упорядоченный набор из N − 1 неотрицательных целых чисел. Если
параметры ui удовлетворяют равенствам ui = qsit−ri+ri+1ui+1 при всех i (здесь
rN := 0), то сингулярный вектор |χr⃗,s⃗⟩ совпадает с обобщенной функцией Макдо-
нальда |PΘr⃗,s⃗

⟩:
|χr⃗,s⃗⟩ ∝ |PΘr⃗,s⃗

⟩.

Эта теорема доказывается аналогично теореме 5.1. В основном мы используем
приведенную ниже лемму [44] и тот факт, что и сингулярные векторы, и функции
Макдональда являются собственными функциями оператора X(1)

0 с одним и тем же
собственным значением.
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Рис. 2. Диаграммы Юнга с первой по (N − 2)-ю в Θr⃗,s⃗ такие же, как диа-
граммы в Θr⃗∗,s⃗∗ . Далее N -я диаграмма Юнга получается в результате присо-
единения к θ

(N−1)
r⃗∗,s⃗∗ слева прямоугольника из sN−1 × rN−1 клеток и обрезания

выступающей части. Выступающая часть является (N − 1)-й диаграммой
Юнга в Θr⃗,s⃗.

Лемма 5.1. Для наборов s⃗ и r⃗ из теоремы 5.2 размерность собственного под-
пространства оператора X(1)

0 с собственным значением ϵΘr⃗,s⃗
равна единице, даже

если ui = qsit−ri+ri+1ui+1 при всех i, т.е.

λ⃗ ̸= Θr⃗,s⃗ =⇒ ϵλ⃗ ̸= ϵΘr⃗,s⃗
.

Поскольку скрининговые токи те же, что для деформированной алгебры WN ,
сингулярный вектор (5.1) в случае, когда rk+1 > rk > 0 для всех k, совпадает
с рассмотренным в работе [35] (см. формулу (37)). В соответствии с этой форму-
лой определенная проекция сингулярного вектора (записанная в (5.2)) совпадает
с обычной функцией Макдональда. Таким образом, как следствие теоремы 5.2 мы
получаем, что проекция обобщенной функции Макдональда

⟨u⃗ | exp
(
−
∑
n>0

pn
h

(N)
n

1− qn

)
|P(∅,...,∅,λr⃗,s⃗)⟩ (5.2)

соответствует обычной функции Макдональда с разбиением λr⃗,s⃗. Здесь pn обозна-
чает стандартную симметрическую функцию типа степенной суммы.

Замечание 5.1. Обобщенная функция Макдональда |PΘr⃗,s⃗
⟩ при любом i не име-

ет полюса в точке ui = qsit−ri+ri+1ui+1. Иначе говоря, в теореме 5.2 функция |PΘr⃗,s⃗
⟩

не расходится. Это следует из того, что элементы c′
λ⃗,ν⃗

матрицы перехода от обоб-
щенной функции Макдональда к мономиальной симметрической функции (4.3) ин-
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дуктивным образом можно записать как

c′
λ⃗,ν⃗

=
∑

ν⃗
L
< µ⃗

L
6 λ⃗

c′
λ⃗,µ⃗
c
µ⃗,ν⃗

ϵλ⃗ − ϵν⃗
. (5.3)

Здесь cµ⃗,ν⃗ – элемент матрицы оператора X(1)
0 в базисе мономиальных симметриче-

ских функций (4.1). Формула (5.3) для элементов матрицы перехода доказывается
с помощью результата 4.1. Понятно, что cµ⃗,ν⃗ – это просто полином по переменной ui,
что вытекает из вида оператора X(1)

0 . Поэтому с учетом леммы 5.1 мы получаем,
что c′Θr⃗,s⃗,ν⃗ не имеет полюса, тем самым нет его и у |PΘr⃗,s⃗

⟩. Заметим, что если
ui = qsit−ri+ri+1ui+1, то существуют вырожденные собственные значения, и некото-
рые обобщенные функции Макдональда могут расходиться, если в них разбиения не
совпадают с Θr⃗,s⃗. В самом деле, если N = 2, r1 = s1 = 1, то ϵ(∅,(2,2)) = ϵ((1),(2,1)) при
u1 = qt−1u2, и обобщенная функция Макдональда |P(∅,(2,2))⟩ имеет полюс в точке u1.

Замечание 5.2. Если si = 0 при некотором i, то утверждение леммы 5.1 не вы-
полняется. Например, дляN = 3, s⃗ = (1, 0) и r⃗ = (2, 1), то собственные значения удо-
влетворяют уравнению ϵΘr⃗,s⃗

= ϵ(∅,(1),(1)) = ϵ(∅,∅,(1,1)), когда ui = qsit−ri+ri+1ui+1.
Поэтому, если si = 0 при некотором i, нельзя доказать теорему 5.2 так же, как
выше. Однако мы ожидаем, что все-таки это утверждение верно.

ПРИЛОЖЕНИЕ А
Деформированная алгебра WN

В этом приложении мы описываем деформированную алгебру WN и скрининго-
вые токи из работ [35], [41]. Прежде всего определим фундаментальные бозонные
поля h̄(i)

n и Q
(i)
h (n ∈ Z, i = 1, . . . , N) с помощью коммутационных соотношений

[h̄(i)
n , h̄(j)

m ] = − 1
n

(1− qn)(1− t−n)
1− p(δi,jN−1)n

1− pNn
pNnδ̄(i<j)δn+m,0,

[h̄(i)
0 , Q

(j)
h ] = δij −

1
N
,

N∑
i=1

pinh̄(i)
n = 0,

N∑
i=1

Q
(i)
h = 0.

(А.1)

Здесь δ̄(i < j) = 1 при i < j и δ̄(i < j) = 0 в противном случае. Используя введенные
бозонные поля, определим операторы Λ̄i(z) и генераторы W (i)(z) (i = 1, . . . , N)
деформированной алгебры WN :

Λ̄i(z) := : exp
(∑

n ̸=0

h(i)
n z−n

)
: q
√

βh
(i)
1 p(N+1)/2−i,

W (i)(zp(1−i)/2) =
∑

16j1<···<ji6N

:Λ̄j1(z)Λ̄j1(zp
−1) · · · Λ̄j1(zp

1−i): .
(А.2)

Отметим, чтоW (N)(z) = 1. Эти генераторы также можно получить, применяя кван-
товое преобразование Миуры. ПриN = 2 алгебраWN называется деформированной
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алгеброй Вирасоро и W (1)(z) удовлетворяет соотношению

g

(
w

z

)
W (1)(z)W (1)(w)− g

(
w

z

)
W (1)(w)W (1)(z) =

=
(1− q)(1− t−1)

1− p

(
δ

(
p
z

w

)
− δ

(
p−1 z

w

))
,

где

g(z) := exp
( ∞∑

n=1

(1− qn)(1− t−n)
1 + pn

zn

n

)
.

Теория представлений деформированной алгебры WN почти такая же, как в слу-
чае обычных алгебр Вирасоро и WN . Свойства представлений вытекают из реали-
зации сингулярных векторов с помощью скрининговых токов. В деформированной
алгебре WN существуют 2(N − 1) типов скрининговых токов:

S̄
(i)
+ (z) := : exp

(∑
n ̸=0

ᾱ
(i)
n

1− qn
z−n

)
: e
√

β Q(i)
α z
√

βᾱ
(i)
0 ,

S̄
(i)
− (z) := : exp

(
−
∑
n̸=0

ᾱ
(i)
n

1− tn
z−n

)
: e−Q(i)α/

√
βz−ᾱ

(i)
0 /
√

β ,

i = 1, . . . , N − 1.

Здесь ᾱ(i)
n и Q

(i)
α – корневые бозоны,

ᾱ(i)
n := h̄(i)

n − h̄(i+1)
n , Q(i)

α := Q
(i)
h − Q

(i+1)
h .

Известно, что скрининговые заряды коммутируют с генераторами деформирован-
ной алгебры WN .

Результат А.1 [35], [41]. Имеет место равенство[∮
dz S̄

(i)
± (z), W (j)

n

]
= 0.

В статье [35] с использованием указанных скрининговых токов было показано,
что сингулярные векторы деформированной алгебры WN соответствуют функциям
Макдональда.

ПРИЛОЖЕНИЕ Б
Примеры сингулярных векторов

В этом разделе мы приводим явные выражения для некоторых сингулярных век-
торов. Прежде всего в случае N = 2 скрининговому току, по которому строят-
ся сингулярные векторы |χ(1)

r,s⟩, можно поставить в соответствие скрининговый ток
деформированной алгебры Вирасоро при линейном преобразовании бозонных по-
лей a(1)

n и a(2)
n , как это объясняется в п. 3.2.

Известно, что сингулярные векторы деформированной алгебры Вирасоро совпа-
дают с функциями Макдональда с прямоугольными диаграммами Юнга [34]. Следо-
вательно, сингулярные векторы |χ(1)

r,s⟩ также совпадают с функциями Макдональда
при соответствующем линейном преобразовании бозонов, т. е. когда u1 = qst−ru2,

|χ(1)
r,s⟩ ∝ |P(∅,(sr))⟩ = P(sr)(α̃

(1)
−n)|u⃗ ⟩.
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Здесь α̃(1)
−n = −(q/t)−n/2a

(1)
−n+a(2)

−n есть ренормированный корневой бозон (см. форму-
лу (3.7)), а Pλ(α−n) обозначает полином по α−n, который получается в результате
замены в функции Макдональда Pλ симметрической функции pn типа степенной
суммы на α−n. Для общего N сингулярный вектор |χ(i)

r,s⟩ – это вектор, который при
N = 2 получается в результате замены α

(1)
n на α(i)

n . Отсюда нетрудно понять, что,
когда ui = qst−rui+1,

|χ(i)
r,s⟩ ∝ |P∅,...,∅,(sr),∅,...,∅⟩ = P(sr)(α̃

(i)
−n)|u⃗ ⟩,

где α̃(i)
−n = −(q/t)−n/2a

(i)
−n + a

(i+1)
−n для i = 1, . . . , N − 1.

Сингулярные векторы |χr⃗,s⃗⟩, которые строятся с помощью более чем одного скри-
нингового тока, имеют более сложный вид. Ниже мы приводим несколько примеров
сингулярных векторов |χr⃗,s⃗⟩ для случая N = 3.

Если u1 = q2u2 и u2 = qt−1u3, то

|χ(1,1)(2,1)⟩ ∝|P(0)(0)(3)⟩ =
(

(1− q2)(1− q3)t
q(qt− 1)(q2t− 1)

P(2)(α̃
(1)
−n)P(1)(α̃

(2)
−n) +

+
(q + 1)(1− q3)(1− t)√
q/t(qt− 1)(q2t− 1)

P(1)(α̃
(1)
−n)P(2)(α̃

(2)
−n) + P(3)(α̃

(2)
−n)
)
|u⃗ ⟩.

Если u1 = qu2 и u2 = q2t−1u3, то

|χ(1,1)(1,2)⟩ ∝ |P(0)(0)(3)⟩ =
(

q3 − 1√
q/t(q2t− 1)

P(1)(α̃
(1)
−n)P(2)(α̃

(2)
−n) + P(3)(α̃

(2)
−n)
)
|u⃗ ⟩.

Если u1 = qtu2 и u2 = qt−2u3, то

|χ(1,2)(1,1)⟩ ∝ |P(0)(0)(2,1)⟩ =
(

q2t− 1√
q/t(qt2 − 1)

P(1)(α̃
(1)
−n)P(1,1)(α̃

(2)
−n) + P(2,1)(α̃

(2)
−n)
)
|u⃗ ⟩.

Если u1 = qt−1u2 и u2 = qt−1u3, то

|χ(2,1),(1,1)⟩ ∝ |P()(1)(2)⟩=
(

q2 − 1√
q/t(qt− 1)

P(1,1)(α̃
(1)
−n)P(1)(α̃

(2)
−n)+P(1)(α̃

(1)
−n)P(2)(α̃

(2)
−n)
)
|u⃗ ⟩.

Если u1 = q3u2 и u2 = qt−1u3, то

|χ(1,1),(3,1)⟩ ∝ |P()()(4)⟩ =
(

(q4 − 1)(q3 − 1)(q2 − 1)
(q/t)3/2(qt− 1)(q2t− 1)(q3t− 1)

P(1)(α̃
(2)
−n)P(3)(α̃

(1)
−n) +

+
(q + 1)(q2 + 1)(q3 − 1)2(t− 1)t

q(q2t− 1)2(q3t− 1)
P(2)(α̃

(1)
−n)P(2)(α̃

(2)
−n)+

+
(q4 − 1)(q2 + q + 1)(t− 1)√

q/t(q2t− 1)(q3t− 1)
P(1)(α̃

(1)
−n)P(3)(α̃

(2)
−n) + P(4)(α̃

(2)
−n)
)
|u⃗ ⟩.

Если u1 = q2u2 и u2 = q2t−1u3, то

|χ(1,1),(2,2)⟩ ∝ |P()()(4)⟩ =
(

(q4 − 1)(q3 − 1)t
q(q2t− 1)(q3t− 1)

P(2)(α̃
(1)
−n)P(2)(α̃

(2)
−n) +

+
(q + 1)(q4 − 1)(t− 1)√
q/t(qt− 1)(q3t− 1)

P(1)(α̃
(1)
−n)P(3)(α̃

(2)
−n) + P(4)(α̃

(2)
−n)
)
|u⃗ ⟩.
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Если u1 = qu2 и u2 = q3t−1u3, то

|χ(1,1),(1,3)⟩ ∝ |P()()(4)⟩ =
(

q4 − 1√
q/t(q3t− 1)

P(1)(α̃
(1)
−n)P(3)(α̃

(2)
−n) + P(4)(α̃

(2)
−n)
)
|u⃗ ⟩.

Если u1 = q2tu2 и u2 = qt−2u3, то

|χ(1,2),(2,1)⟩ ∝ |P()()(3,1)⟩ =
(

(q + 1)(t− 1)(q3t− 1)√
q/t(qt− 1)2(qt+ 1)

P(1)(α̃
(1)
−n)P(2,1)(α̃

(2)
−n)+

+
t(q2t− 1)(q3t− 1)
q(q2t2 − 1)(qt2 − 1)

P(2)(α̃
(1)
−n)P(1,1)(α̃

(2)
−n) + P(3,1)(α̃

(2)
−n)
)
|u⃗ ⟩.

Если u1 = qu2 и u2 = qt−2u3, то

|χ(2,2),(1,1)⟩ ∝ |P()()(2,2)⟩ =
(

(q2 − 1)t(q2t− 1)
q(qt− 1)(qt2 − 1)

P(1,1)(α̃
(1)
−n)P(1,1)(α̃

(2)
−n) +

+
q2 − 1√
q/t(qt− 1)

P(1)(α̃
(1)
−n)P(2,1)(α̃

(2)
−n) + P(2,2)(α̃

(2)
−n)
)
|u⃗ ⟩.

Если u1 = qt2u2 и u2 = qt−3u3, то

|χ(1,3),(1,1)⟩ ∝ |P()()(2,1,1)⟩ =
(

q2t2 − 1√
q/t(qt3 − 1)

P(1)(α̃
(1)
−n)P(1,1,1)(α̃

(2)
−n)+P(2,1,1)(α̃

(2)
−n)
)
|u⃗ ⟩.

Если u1 = qt−1u2 и u2 = q2t−1u3, то

|χ(2,1),(1,2)⟩ ∝ |P()(1)(3)⟩ =
(

q3 − 1√
q/t(q2t− 1)

P(2)(α̃
(2)
−n)P(1,1)(α̃

(1)
−n) +

+ P(1)(α̃
(1)
−n)P(3)(α̃

(2)
−n)
)
|u⃗ ⟩.

Если u1 = qt−2u2 и u2 = qt−1u3, то

|χ(3,1),(1,1)⟩ ∝ |P()(1,1)(2)⟩ =
(

q2 − 1√
q/t(qt− 1)

P(1)(α̃
(2)
−n)P(1,1,1)(α̃

(1)
−n) +

+ P(2)(α̃
(2)
−n)P(1,1)(α̃

(1)
−n)
)
|u⃗ ⟩.

Можно проверить, что указанные векторы в самом деле удовлетворяют условию
для сингулярных векторов.
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