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Критическая динамика [1-3] рассматривается систематически с по­
зиций квантовой теории поля. Подробно обсуждается связь динамики и 
статики и ее следствия для констант ренормировки. Основным техниче­
ским результатом является расчет вклада 83 в 4-2е-разложении дина­
мического индекса А© (критическая размерность частоты) для Оп-сим-
метричной модели ср4: вместо значения Да>=2+0,726(1-2е-1,687) г], полу­
ченного ранее в [4], мы получили Д(о=2+0,726(1-2е- 0,1885) ц. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

В настоящее время методы ренормгруппы (РГ) с успехом применяют­
ся для расчета не только статического, но и динамического критического 
поведения. Критическую динамику поля (или системы полей) ф ( # ) ^ 
=ф(х, t) в отсутствие «межмодовой связи» (см. обзор [1] и монографии 
[2, 3]) описывают обычно стохастическим уравнением Ланжевена 
(1) д ,ф=Г7(ф)+^ 
в котором У(ф)=6£(ф)/6ф— вариационная производная статического 
функционала действия £(ф) для поля ф(х) (после выполнения дифферен­
цирования ф(х)-^ф(#)), кинетический коэффициент Онзагера Г— некото­
рая не зависящая от ф линейная операция, действующая только на аргу­
мент х (обычно r=const или const-A), a F — случайная внешняя сила. 
Для F предполагается гауссово распределение с коррелятором 

(2) D(x,x')=<F(x)F(x')>=2T8(x-x'). 

Статические корреляционные функции (функции Грина) определяются 
функциональными средними с весом ехр£(ф) (мы включаем в S обычный 
минус в показателе), и если £(ф), как теперь обычно считается, соответст­
вует некоторой ренормируемои евклидовой теории поля, то для анализа 
критического поведения можно пользоваться стандартной квантово-поле-
вой РГ-техникой. Под стандартной техникой мы подразумеваем уравнения 
в форме Овсянникова — Каллана — Симанзика с расчетом их коэффициен­
тов ({}- и ^-функций) через константы ренормировки Z. Эта техника удобна 
в приложениях, особенно при вычислении высших порядков, и имеет на­
дежную базу в виде хорошо разработанной квантово-полевой теории ре­
нормировки. 

В динамике также применяют РГ-метод, но чаще не в стандартной 
форме, а в виде рекурсионных соотношений Вильсона [1—3], и расчеты, 
как правило, ограничиваются лишь низшими порядками 4—2е-разложения 
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(е или е2). Единственный известный нам расчет динамического индекса 
с точностью до 83 был выполнен в работе [4] для Оп-симметричной моде­
ли ф4 («модель А» в терминологии [1]). Он основан на более ранней 
работе [5], в которой стохастическая задача (1), (2) для модели ф4 была 
сведена к квантово-полевой теории бозе-газа, что позволило использовать 
в [4] стандартную РГ-технику. Но результаты [5] относятся лишь к кон­
кретной модели ф4, причем процедура сведения стохастической задачи 
к теории поля отнюдь не тривиальна, а соответствие не прямое, т. к. в по­
лученной теории поля нужно еще выполнить некоторую предельную про­
цедуру («классический предел» в терминологии [5]). 

Существует, однако, очень простой и универсальный способ превра­
щения стохастической задачи (1) в теорию поля посредством удвоения 
числа полей [6]. Он позволяет использовать стандартную РГ-технику 
в любой динамической задаче и был также с успехом применен в теории 
турбулентности для обоснования РГ-методом колмогоровского скей-
линга [7]. 

В данной работе мы, пользуясь результатами [6], изложим стохасти­
ческую задачу (1), (2) для модели ф4 в форме обычной квантовой теории 
поля. Стандартной РГ-техникой мы вычисляем затем вклад е3 в динами­
ческий индекс Д<о (Ao,=z в обозначениях [1, 2]) и получаем приведенный 
в аннотации ответ, отличающийся приблизительно на порядок от полу­
ченного ранее в [4] (ответ [4] воспроизводится в обзоре [1]). По нашему 
мнению, в [4] допущена ошибка в вычислениях, поскольку ответ [4],, 
в отличие от нашего и вопреки утверждению [1], не согласуется с извест­
ным первым членом 1/тг-разложения А© [1, 2, 8] (в [1] он приведен 
с опечаткой). 

2. ПОЛЕВАЯ ФОРМУЛИРОВКА 

Основное утверждение [6] (его короткое доказательство на функцио­
нальном языке приводится в [9]) можно сформулировать следующим 
образом: стохастическая задача (1) с произвольным коррелятором D(x, х') 
случайной силы F полностью эквивалентна евклидовой квантовой теории 
пары полей Ф=ф, ф' с функционалом действия . 

(3) 5(Ф)=1 /2ф ,1)ф ,+ф /[-^ф+Г7(ф)] 

(нужные интегрирования по аргументам х в этой и аналогичных форму­
лах подразумеваются). Это значит, что корреляционные функции стоха­
стической задачи представляются, как обычно в евклидовой теории поля, 
функциональными средними от произведений соответствующих полей 
с весом ехр£(Ф). Их производящий функционал имеет вид 

(4) G(4)=const |ЯФехр[5(Ф)+4Ф] 

с нормировкой G(0)=1, (4=ЛФ, А^ — полный набор источников). Отме­
тим, что сформулированное утверждение верно для произвольного (не 
обязательно вида (2)) коррелятора D случайной силы, имеющей гауссово 
распределение, и для совершенно произвольной правой части (1). Поэтому 
оно пригодно, например, и для гидродинамического уравнения Навье — 
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Стокса, правая часть которого не сводится к вариационной производной 
какого-либо функционала [7, 9] . 

Отметим также, что в критической динамике обычно рассматривается 
трансляционно-инвариантная по времени асимптотическая задача (1) 
с нулевым условием для ф при t->—<», тогда интегрирования по времени 
в функционале действия (3) и в соответствующих диаграммах теории воз­
мущений пишутся по всей оси. Если бы для уравнения (1) ставилась 
задача Коши с начальными данными для ф в некоторый момент £=т0, то 
интегрирования по времени в (3) следовало бы производить лишь по 
области £>т0, а функциональное интегрирование в (4) —по полям Ф(#), 
заданным на этой области, с данным краевым значением для ф(#) 
при £=То. 

Рассмотрим теперь конкретную евклидову безмассовую вещественную 
Оп-симметричную теорию ф4=(ф2)2 с обычным статическим действием 

(5) 5(ф>=-4-(Зф)2—!>4+/мр 

(интегрирования по х и суммирования по индексам, как обычно, подра­
зумеваются). Исходное действие (5) считается неренормированным; мы 
ввели в него взаимодействие с внешним полем h и снабдили параметры 
индексом «О», чтобы отличать их от ренормированных аналогов без ин­
декса. Из (5) имеем 

(6) У(ф)=б£(ф)/6ф=Дф-£оФ3/6+/г0. 

Мы будем рассматривать динамическую задачу (1), (2) с r=r 0=const — 
«модель А» в терминологии [1,2]. Действие (3) динамической задачи 
с коррелятором (2) имеет тогда вид 

5(Ф)=Г 0ф /ф ,+ф / [ -^Ф+ГоУ(ф)] , 

где V(ф) —функционал (6) с заменой ф(х)->ф(;г). Удобно сделать рас­
тяжение ф/->-ф/с0 с Со=Го~1, что дает 

(7) 5(Ф)=с0ф^ф,+ф,[^с0а«ф+7-(ф)]. 

Этому действию соответствует стандартная фейнмановская диаграммная 
техника с вершиной ф'ф3 и затравочными пропагаторами 

1 
(8 ) <фф/> = <ф,ф>* = тс0+р2' 

< Ф Ф > = , . 2 с 1 2 , 2 > < Ф ' Ф ' > = О 
\тс0+р Г 

в импульсно-частотном представлении. Пропагатор <фф'> запаздывающий,. 
<фгф> опережающий; эти свойства вместе с <ф/ф/>=0 приводят к тому, что 
любая 1-неприводимая диаграмма с внешними линиями только поля ф 
(и любая вакуумная петля) обязательно содержит замкнутый цикл опе­
режающих функций и поэтому обращается в нуль [9]. 
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3. РАСХОДИМОСТИ И РЕНОРМИРОВКА 

Мы будем рассматривать теорию в пространстве х произвольной раз­
мерности 2\х (повсюду |х будет обозначать половину размерности про­
странства х), обеспечив тем самым размерную регуляризацию. Анализ 
расходимостей связан, как хорошо известно, с анализом размерностей. 
В отличие от статической динамическая теория двухмасштабна, т. е. в ней 
можно ввести две независимые канонические размерности: импульсную 
(dp) и частотную (йш), а по ним — суммарную d=dp+2d<* (в свободной 
теории со°°р2). Размерность величины А будем обозначать через dA; по 
определению dp

p=—dx
p=d(0

(*=—dt
0>=l1 da

p=dt
p=dp

o>=^dx
b>=0, а размерности 

всех прочих величин в (7) находятся из требования безразмерности (им­
пульсной и частотной отдельно) всех слагаемых. Получаемые таким путем 
сведения о размерностях сведены в табл. 1. В ней приведены также раз-

Т а б л ица 1 
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| i - l 
0 

| i - l 
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| * - 1 
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fi + 1 
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у, + 1 
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[г + 1 

go 

4—2(х 
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4-2ji 
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1 
0 
1 
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2 
—1 

0 

h 

Jl+1 
0 

И - 1 

g 

0 
0 
0 

мерности ренормированных параметров с, g, h и «ренормировочной массы» 
Ы — дополнительного параметра ренормированной теории. Размерности М 
приписываются по определению, а для с, g, h находятся из формул ренор­
мировки (см. ниже). 

Из табл. 1 видно, что теория становится логарифмической (безразмер-
ность константы связи gQ) при 2jx=4, т. е. в четырехмерном пространст-
стве х. При нашей регуляризации расходимости проявляются в форме 
полюсов по параметру отклонения от логарифмичности 8=2—[х и устра­
няются стандартной процедурой ренормировки. Вид необходимых контр­
членов находится из анализа размерностей 1-неприводимых функций 
Грина: для такой функции с 7Vo=7Vv, N^ внешними линиями искомые 
размерности суть 8p=2ii—d<ppNq>, бш=1—doaN0 и б=2р,+2—йФ7УФ, где d — 
соответствующие размерности полей и для краткости обозначено с£Ф

р7УФ^ 
^d/Ny+d^Nyr и т. п. Расходимость определяется суммарной канониче­
ской размерностью б: диаграмма «поверхностно расходится», если в лога­
рифмической теории б есть целое неотрицательное число. В нашей теории 
при 8=0 по данным табл. 1 размерностей находим 6=6—Л^—ЗЛ^. Учиты­
вая, что сумма N9+Nr должна быть четной (четность (7) относительно 
замены Ф->—Ф при нулевом внешнем поле А, которое не может входить 
в 1-неприводимые диаграммы) и что N^¥=0 (см. замечание в конце пре­
дыдущего раздела), видим, что поверхностные расходимости имеются 
лишь в 1-неприводимых функциях <<p'q/>, <ф'ф> и (ср'ффф), т. е. только 
в тех, которые присутствуют в (7). 

Контрчлены добавляются, как известно, не к неренормированному 
действию (7), а к «промежуточному», отличающемуся от (7) заменой всех 
затравочных параметров их ренормированными аналогами: с^с, h0-+h, 
g0-+gM2e (отсюда определяются размерности с, £, h). Учитывая, что по-
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верхностная расходимость любой 1-неприводимой диаграммы в данной 
теории обязательно локальна, т. е. представляется полиномом по внешним 
импульсам и частотам, и зная отдельно их импульсные и частотные раз­
мерности, т. е. их зависимость от р, о), с (как уже отмечалось выше,. 
1-неприводимые функции и, следовательно, контрчлены от h не зависят). 
В итоге легко убедиться, что все нужные контрчлены воспроизводятся, 
как обычно, мультипликативной ренормировкой полей <D-*Za>,/2(D и пара­
метров: 

(9) g0=gM2eZg, c0=cZc, h0=hZh=hZ^!\ 

Ренормированный функционал действия имеет вид 

(10) SpeH^ccpV+q/ [-Z2cdt4)+ZsAq>-ZkgM2<(p3/6+h], 

где все Z — полностью безразмерные (и поэтому зависящие только от g) 
константы ренормировки: 

(11/ Zn==Z/(p,ZrCi ^2 = = ^ф' Ziy Zre, 

IJ I* rr '* rr V V *7 
3 — Z / ф ' Z/<p , Lib—Z/ф' Z/q> iJg» 

Ренормированные функции Грина порождаются функционалом типа (4) 
с заменой S-*SveH. Слагаемое q/ft из (10) группируется при этом с вкла­
дом источника q/Apr и не приводит к появлению новых расходимостей, 
если они были устранены в теории с fe=0, это и есть обоснование выбора 
Zh=Z-*l> в (9). 

4. СООТНОШЕНИЕ ДИНАМИКИ И СТАТИКИ 

Рассмотрим одновременные корреляционные функции основного поля ф 
в некоторый фиксированный момент времени £=т. Их производящий 
функционал g%(a) можно получить, взяв в (4) источники вида 4Ф^=0, 
Aq)(x)=8(t—т)а(х). В силу трансляционной инвариантности по времени 
асимптотической задачи (1) с нулевым условием для ф при £->•—°° функ­
ционал g%{a) от т в действительности не зависит, а для задачи Коши 
с нулевым условием для ф в некоторый момент т0<т аналогичный функ­
ционал g%,xQ(a) зависит лишь от разности т—т0. Для задачи (1) с V=8S/8cp 
введем также производящий функционал статических корреляционных 
функций: 

(12) g(a)=const Г/)фехр[5(ф)+аф] 

с нормировкой Jf(0)=l. Сразу отметим, что интеграл (12) является реше­
нием соответствующего функционального уравнения Швингера: 
(13) [V(№a)+a]g(a)=0, 7(<р)=б5(<р)/6ф. 

За последнее время в рамках квантовой теории поля появилось до­
вольно много работ, посвященных «стохастическому квантованию» 
[10—14]. Под этим термином понимаются доказательство и использование 
следующего утверждения: для стохастической задачи (1), (2) с V=8S/8(p 
и Г=1 

(14) limgx,Xo(a)=g{a). 
Т-»-оо 



Другими словами, одновременные корреляционные функции стохастиче­
ской задачи Коши независимо от выбора начальных данных для ф в пре­
деле т-^оо стремятся к корреляционным функциям исходной статической 
задачи. Это утверждение используется для обоснования нового способа 
введения дополнительного условия при квантовании поля Янга — Миллса 
[13, 14] и для исследования асимптотики больших N в теории Янга — 
Миллса и TVXiV-матричных моделях [11]. 

Как уже отмечалось, для задачи Коши с нулевым условием функцио­
нал gx,x0(^) зависит лишь от разности т—т0 и поэтому предел т->°° совпа­
дает с пределом т0-*—°°, соответствующим, очевидно, переходу к асимпто­
тической задаче с нулевым условием. Из (14) тогда имеем 

(15) gx(a)-g(a). 

Идея согласованности динамики и статики всегда была основополагаю­
щей в критической динамике: именно стандартный выбор коррелятора 
в форме (2) обеспечивает это соответствие. Не будь его, критические 
размерности одной и той же величины, вычисленные в рамках динамики 
и статики, могли бы оказаться различными, что лишило бы смысла само 
понятие размерности. Отметим, что во многих моделях критической 
динамики в правую часть (1) добавляются члены «межмодовой связи», 
не оказывающие никакого влияния на равновесное статическое поведение 
[1, 2]. Насколько нам известно, подобная возможность никогда еще не 
обсуждалась в работах по стохастическому квантованию. 

Наиболее общая формулировка утверждений типа (14), (15) состоит 
в следующем (короткое доказательство см. в [9]): пусть есть уравнение 
(1) с произвольным функционалом F(qp), не обязательно сводящимся 
к чьей-то вариационной производной, и с коррелятором силы вида 
8(t—t')d(x, х'). Тогда производящий функционал одновременных корре­
ляционных функций асимптотической задачи gx(a) не зависит от т и 
удовлетворяет следующему уравнению в вариационных производных: 

(16) a[TV(№a)+da/2]gx(a)=0 

(аргументы х и возможные индексы левого множителя а и квадратной 
скобки свернуты). Для коррелятора (2) имеем d(x, xf)=2T6(x—х'), т.е. 
da=2Ta и при F=6*S/6cp операция в квадратных скобках (16) с точностью 
до «общего множителя» Г совпадает с операцией в уравнении Швингера 
(13), поэтому статический функционал (12) является решением уравне­
ния (16). Считая решение с нормировкой g (0 )= l единственным (что 
безусловно верно в рамках любой теории возмущений), из (16) в рассмат­
риваемом частном случае получаем (15). Отметим, что добавки от меж­
модовой связи к TV исчезают при сворачивании с левым множите­
лем а в (16). 

Вернемся теперь к нашей конкретной модели ф4 и проанализируем 
следствия (16) с учетом ренормировки. Будем искать статическое дейст­
вие, соответствующее в смысле (15) ренормированному действию (10). 
Чтобы записать уравнение (16), нужно сначала привести действие (10) 
к каноническому виду (3) с единичным коэффициентом при q/d*(p, что 
достигается растяжением ф ,->ф /(^2)~1, не влияющим на функции Грина 
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основного поля ф. В итоге мы получим для gx{a>) уравнение (16) с Г= 
= (cZ2)~\ d=2ciZ2~2Zl и 

(17) 7(Ф) =ZзДф-Z4gM2eф3/6+/^. 

Умножив уравнение на 2d-1, чтобы сделать единицей коэффициент при а 
в квадратной скобке (16), получим 

(18) a [Zr%F(6/6a) +a] gx{a) =0, 

где V — функционал (17). С другой стороны, если бы мы начали непо­
средственно со статической задачи, то после выполнения в ней ренорми­
ровки со своими константами Z мы получили бы для статического функ­
ционала g (а) уравнение Швингера (13) с функционалом Vi (ф) =6£рен/6ф, 
отличающимся от (17) лишь заменой Z3>4-*Z3,4. Отсюда ясно, что решение 
(18) представляется интегралом типа (12) с некоторым функционалом 
£'(ф), отличающимся от £рен(ф) только константами ренормировки: 
&? / (ф) /6ф=^-%^(ф) , где 7(ф) -функционал (17). 

Переход к совпадающим временам в ренормированной теории (10) не 
приводит (в отличие от совпадения полных аргументов х) к появлению 
новых ультрафиолетовых расходимостей, поэтому оба функционала g(a)f 
gx{a) конечны, следовательно, связаны между собой конечной ренормиров­
кой. Тем самым доказано, что отношения констант ZcYZ2, Zz-lZz, Zc^Z^ 
конечны в пределе е-^0. 

В общем случае большего утверждать нельзя, но если и в динамике, 
и в статике используется схема минимальных вычитаний [15], в которой 
все константы Z содержат только полюса по е, то любое конечное произ­
ведение или отношение констант Z есть единица. 

Считая в дальнейшем принятой схему минимальных вычитаний, будем 
записывать доказанное выше утверждение в виде 

(19) Z,=Z2, Zb=Zz, Zk=Z4 

что при учете (И) и обычной связи Z3=Z4,=Z/l~2, Z4=ZV
2Z^ статических 

констант эквивалентно соотношениям 

\£№) Z/q>=Z/q)'
=:=Z/<pz:=£rh ===Z/fi , Z/g==/jg1 ZfC

==ZnZ((p~~ =Z2>£(p 

Единственной новой по сравнению со статикой константой ренормировки 
динамической теории является Zc, которую можно вычислять либо по ло­
гарифмическим расходимостям 1-неприводимой функции <ф/ф/> (т. е. 
через Z t), либо по расходимостям коэффициента при —тс в 1-неприводи­
мой функции <фгф> (т. е. через Z2). В заключение отметим, что упрощаю­
щее предположение относительно минимальной схемы вычитаний для 
дальнейшего несущественно: конечные в пределе &-+0 константы, которые 
в общем случае войдут множителями в соотношения (19), не отражаются 
на критических размерностях. 

5. КРИТИЧЕСКИЕ РАЗМЕРНОСТИ 

Из связи 5Рен(Ф, e)=S(Z<&42<&, е0) ренормированного и неренормирован-
ного функционалов действия (е0=с0, g0, h0 и е=М, с, g, ft —полные наборы 
соответственно затравочных и ренормированных параметров) вытекает 
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связь Gven(A, e)=G(Z£/2 A,e0) соответствующих производящих функциог 
налов (4) и такая же связь для их логарифмов PF=ln G, являющихся 
производящими функционалами связных корреляционных функций. 
Функционал WpeH(Z^ A, e) =W(A, e0) не зависит от ренормировочной 
массы М при фиксированных е0, и это свойство выражается известным 
уравнением Гелл-Мана — Лоу: 

д 
(21) [ YJ ®MeiJ^ + Ч»®* ] "WW. *) -0 , 

где £DM здесь и далее обозначает операцию Мдм при фиксированных пара­
метрах е0 и 

(22) ЧФ^&М In z£, £>ф— J da: Л (ж) 6/64 (x). 

Для многокомпонентного поля (у нас Ф=ф, ф') в выражениях типа £>& 
здесь и далее подразумевается суммирование по всем компонентам. Им­
пульсная и частотная безразмерность действия (10) выражается урав­
нениями 

(23) [ £ df&<-3>*-d.*£D. ] Wpa {А, е) =0 , 
i 

(24) Г ^ df9)r-0>t-d.m2). 1 TPP..U. е) =0. 

Здесь и далее 2)^е{де1 (у нас ê sAf, с, g, ft), d — соответствующие кано­
нические размерности параметров и полей и 

3)х= §dxA(х)хд*6/8А(х), 2>t** ^dxA(x)tdt6/6A(x). 

Коэффициенты в уравнении (21) выражаются через константы ренор­
мировки. Пользуясь соотношениями (9) и обозначая ] р 2 ) м In Z{ для 
i=c, g, ft (отметим отличие от (22)) и §^2DMg=g[—2е—^J, можно пере­
писать уравнение (21) в обычной форме: 

(25) [Фм+Ъдгч&с-Чъ&н+Чф&ф] Wveu (А, е) =0. 

Из соотношений (20) вытекают следующие связи между динамическими 
и статическими РГ-функциями: 

(26) р=р, ТФ= 'КФ'= = :^Ф==- \Л= = =-Т^ 

Единственной новой РГ-функцией является ^с==.2)м In Zc. 
Масштабные уравнения (23), (24) вместе с уравнением Гелл-Мана — 

Лоу (25) содержат всю информацию о критическом поведении. Из ста­
тики хорошо известно, что для пространства х размерности 4—2е в теории 
имеется инфракрасно-устойчивая фиксированная точка P(g*)=0 с g*~e* 
В этой точке из (25) выпадает член с д6 и после исключения из системы 
(23) —(25) членов с £DM и 2DC получается уравнение 

(27) -[-а>х+Д |Д),+А*2)л-ЛфД)ф]^р.яи1 е)=0 



с коэффициентами 

(28) Д,=-Д<о= (dc
p+-{c)/dc*y Д^й '+^+ДоД*, i=h, ср, <р'. 

Уравнение (27) выражает свойство «критического скейлинга» относи­
тельно одновременного согласованного растяжения х, t, h, Ф при произ­
вольных фиксированных if и с, а коэффициенты (28) имеют смысл кри­
тических размерностей соответствующих величин с нормировкой Др=« 
=—Дх=1. Отметим, что аналогичный РГ-подход к уравнению Навье — 
Стокса со случайной силой приводит к уравнению типа (27) с критиче­
скими размерностями, точно воспроизводящими известный «колмогоров-
ский скейлинг» в теории развитой турбулентности [7, 9]. 

Нетрудно убедиться, что для сохраняющихся в статике величин ф 
и h получаемые из (28) критические размерности совпадают с их стати­
ческими аналогами. В статике мы имели бы только два уравнения (23), 
(25) без членов с 2)с и iZV и после исключения в фиксированной точ­
ке 2)м получали бы уравнение типа (27) с размерностями A==d+y. Из 
(1) и (2) легко увидеть, что для любой сохраняющейся в статике вели­
чины dp=d и ^ = 0 ; кроме того, из сказанного в предыдущем разделе отно­
сительно ренормировки следует ч=у9 поэтому Д=Д. 

Существенно новым динамическим индексом является определенная 
в (28) критическая размерность частоты Дт=—Д* (индекс z в обозначе­
ниях [1, 2]). Пользуясь данными табл. 1, находим Д(а=2+'ус, где с̂— 
=2DM In Zc. Расчет Дю с точностью до е3 обсуждается в следующем 
разделе. 

Мы все время рассматривали «модель А» [1, 2] с r=const в (1), (2) 
(напомним, что с=Г - 1 ) . Другая, «модель В», с r=const-]92 проще, хотя на 
первый взгляд кажется обратное. В этом случае в (10) происходит замена 
с-*-с//?2, соответствующие члены действия становятся нелокальными и не 
требуют контрчленов при ренормировке (при локальном взаимодействии 
нелокальных расходимостей не бывает). Другими словами, в «модели В» 
.Zi=Z2=l, т. е. Zc=Z4ri (см. (20)) и че=—2^Ф=—т|. Для нового параметра с 
в «модели В» dc

p=4 и dc
tt=—1, поэтому из (28) имеем Да,=4+^=4—т| — 

хорошо известный результат [1—3]. 

6. РАСЧЕТ А* С ТОЧНОСТЬЮ ДО е3 

Динамический индекс Aa>=2+Yc в низшем порядке е2 для -ус был вы­
числен в [8], а в следующем —в [4]. Результат обычно представляют 
в виде Д<в=2-К/?т], где г]=2^ —известный из статики индекс Фишера, 
и приводят ответ для коэффициента /?, который в двух первых порядках 
оказывается не зависящим от числа компонент п поля ср. В низшем по­
рядке Л=61п (Vj)—1=0,726, а в следующем согласно [4] (результат [4J 
воспроизведен в обзоре [1]) 

(29) Д=0,726(1-2е-1,687). 

Мы получили другой ответ: # 

<30) Д=0,726(1-2е-0,1885). 
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С точки зрения физики наш ответ более «оптимистичен», т. к. в (29) при 
реальном 2е=1 вклад второго члена перевешивает вклад первого и меняет 
знак всего выражения, тогда как в (30) второй член оказывается действи­
тельно поправкой. 

Остановимся кратко на технике вычисления А©. Из (20) имеем *[е= 
=2>м In Zc='Yi~"'n? гДе T i ^ ^ M l n ^ i = = P^ In Z4. Поскольку (J=|3 известна, 
вся задача сводится к вычислению константы Ъ^=Ъг (см. (19)). Констан­
ту ренормировки Z r данной 1-неприводимой функции Г удобно находить 
по формуле [16]: Zr=l—ЖМ'Г, где Г — нормированная на единицу в низ­
шем порядке функция Г, Ж — используемая операция вычитания (в схеме 
минимальных вычитаний Ж отбирает только полюса по е), $2' —неполная 
52-операция, содержащая вычитания на все расходящиеся подграфы без 
последнего вычитания на граф как целое. Константа Z4 определяется по 
1-неприводимой функции <ф/ф/>, константы Z2 и Z3 — по расходящимся 
коэффициентам при —тс и р2, соответственно, в 1-неприводимой функции 
<ф'ф>, константа Z4 —по вершине <ф'ффф>. Согласно соотношениям (19) 
для расчета °fc достаточно вычислить лишь одну из констант Z4 или Z2, но 
для контроля выкладок мы вычислили с нужной степенью точности все 
Zi—Z4. Соотношения (19), конечно, подтвердились, но нетривиально: 
вклады в Z3 отдельных динамических диаграмм порядка g3 выглядят 
весьма сложно (см. приложение), и лишь после суммирования всех вкла­
дов одного порядка получается очень простой статический вклад в Z3. 

При расчете вкладов Ж$£\ . . отдельных диаграмм в пространстве х 
произвольной размерности 2\х вычисления можно производить в коорди­
натном представлении и лишь на последнем шаге переходить к импульс-
но-частотному. Формулу преобразования Фурье для пространства произ­
вольной размерности 2|х пишем в виде 

F{x)=={2ri)-2v--x ~d® *dp^(w,p)exp[-i(D*+ipx]. 

Удобно пользоваться следующим графическим обозначением: 

* '—- ~ Z>a, а (х) = (4я)-**6 (te (a)) tr<* exp (— ax2/4*), 

где х=х'—х'\ параметр а и t=t'—t" могут иметь любой знак, 6 и е — 
обычные тэта- (1,0) и знаковая (1 , -1) функции. Данной линии соответ­
ствует преобразование Фурье 

е (а )Г(ц+1-а) 
Дх,а((В,р)=' а_1Г V V-Ч-^CDa^Уs] I i+1-a , 

где Г — гамма-функция. Для петли имеем 

М М * " * > 

t ^ S > = (4я)-"е(а'а") , 

а свертка двух таких линий (цепочка) может быть представлена одно­
кратным интегралом по параметру: 

= е la'a") (a')i~a' (а*)1-*' X 
а', а' а", а" 



J QH+2-a'-a" ача"-и, Q9 

где для краткости обозначено Q=ua'+(l—и)а". Отличные от нуля про-
пагаторы полей ф, q/ в таких обозначениях принимают вид 

ф ф ' и 1 
д , с 

Ф' Ф 
. . = (— l ) ^ " 1 • , 

У JLl , - С 

- ' - $ 
dsE(s)s^-2 . 

—с 

Зависимость от с всегда легко выделяется и вычисления можно произво­
дить с с=1. Все интересующие нас графики сводятся к цепочкам и пет­
лям, поэтому приведенных выше формул достаточно для сведения их к 
конечнократным интегралам по параметрам и и s. Интегралы сводятся 
затем к однократным и в конечном счете выражаются через я, In 2, In 3 
и^т(1Д), ще F(z) — дилогарифм (интеграл Спенса) [17]. 

П Р И Л О Ж Е Н И Е 
Вклады графиков в константы Z 

В табл. 2 приводятся данные о вкладах отдельных графиков в различные кон­
станты ренормировки Z, вычисляемые по формуле Ъ=\-Ж91'Т. При изображении 
графиков на концах каждой линии следовало бы ставить индексы ф, ф' для указа­
ния типа пропагатора. Чтобы не загромождать рисунки, мы обозначаем концы q/ 
перечеркиванием линии, а концы ф оставляем неперечеркнутыми. В каждой вер­
шине сходятся одно поле ф' и три поля ф, т. е. одна линия с перечеркнутым концом 
и три неперечеркнутых. Для получения вклада графика в Z нужно умножить зна­
чение его Ж'91'... на коэффициент (в коэффициент включены также константа свя­
зи g ж структурные множители ki группы Оп), в последнем столбце табл. 2 указано, 
в какую именно константу Z мы получаем вклад. В табл. 2 всюду 2е=4-2ц — откло­
нение размерности пространства х от 4 и 6=1п(4/3), ы=<//16л;2, &i=(w+2)/3, &2= 
= (л+8)/9, k3=kik2= (n2+10л+16) /27. 

В статике величины Ж 91'... для таких сравнительно простых диаграмм содер­
жат лишь рациональные числа [18], а в динамике они гораздо сложнее: обозначен­
ные через Ii+Ii в табл. 2 величины имеют вид 

1 г / 1 \ я2 

/ = — ciF I — \ + с2 In2+сз In3 + с * — + с5 In22+с6In2 3+ 

2 L \ 4 / 12 

+ с71п21пЗ+с8 I , 

где F(z) - дилогарифм (интеграл Спенса) [17]: 
г lilt / 1 \ 

F(z)= dt , F I — \ = 0,978469. 

Значения числовых коэффициентов с* для всех / даны в табл. 3. 
Отметим, что при вычислениях появляются дилогарифмы от разных аргументов, 

но с помощью различных рекуррентных соотношений [17] можно выразить через 
F( l /4 ) , In 2, 1пЗ и я значения ReF(z) для довольно большого набора значений ар­
гумента z, а именно для z= - 3 , - 2 , - 1 , 0, 1, 2, 3, 4, -1 /2 , 1/2, 3/2, - 1 / 3 , 1/3, 2/3, 4/3, 
1/4 и 3/4. 
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Т а б л и ц а 2 

№ 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

Граф 

| -*0- | 
3̂̂ -
XZX 

^ £ > S H -

-+^>с>-

-н^>^-

-+^<3-

<Х#'-граф 

36 
~~28 

6 
~~2е 

1 
""128 

1 
28 ' 

36 + 8/! 
12е2 

6 + е/2 
б82 

1 + е / з 
3682 

b+Eh 
12е2 

1 + 8 / 5 
72s2 

6 + 8 / б 
12е2 

1+в/7 
72 82 

Коэффициент Б Z 

1 Л > 

-9" "2&i 

Ъикг 

— usk3 

— и3к3 

— -^и3к3 

-ТиЧ, 

Z 

Zi 

za 

z 4 

Zx 

Z-2 

z3 

z2 

z3 

z2 

z3 

Т а б л и ц а 3 

/ l 
/ o 

/ 3 
/ 4 
/ 5 
/ . 
/ 7 

Cl 

—8 
—2 

0 
30 

144 
- 3 8 

- 1 4 4 

Ct 

—12 
—12 
- 2 0 
- 6 8 

—504 
92 

584 

i Cs 

6 
6 

10 
42 

316 
- 5 4 

—356 

C4 

12 
4 
0 

- 4 0 
—192 

48 
192 

Cb 

52 
44 
96 
96 

480 
- 1 6 8 
- 8 6 4 

Ce 

21 
13 
24 

—11 
—48 

1 
—48 

7 

- 6 8 
- 4 8 
—96 
—36 

—192 
92 

576 

c8 

0 
0 
1 
0 

—5 
0 

—5 

По данным табл. 2 находим 

6и2&! (36 + e/i)n3/c3 
Zi = l -

Z 2 = l - -

4e 12e2 

buzki u*ks 

Z3 = l — 

4e 24e2 

u2ki u3fc3 

74==1+-

24e 144e2 

3uk2 

IT' 

[66 + е(4/ 2+/ 4+/б)] ; 

[6+e(4 / 3 +/ 5 +/ ? ) ] ; 
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Можно непосредственно убедиться в справедливости соотношений (19): константа 
Z4 совпадает со статической [18], аналогичное совпадение для Z3 является следст­
вием соотношения 4h+h+Ii= — 3, а равенство Zi=Z2 — следствием соотношения 
4/г+/4+/6=2/!. Оба эти соотношения легко проверяются по данным табл. 3. 

Коэффициент R в выражении А(Л=2+Иг\ для динамического индекса с точностью 
до е включительно представляется следующим образом: R=6b—l+2e(/i+36/2). Вы­
числив R по данным табл. 3, получаем ответ (30). 
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CRITICAL DYNAMICS AS A FIELD THEORY 

Antonov N.V., Vassiliev A.N. 

Critical dynamics [1-3] is systematically considered from the quantum field 
theory viewpoints. The relation between dynamics and statics as well as its implica­
tions for renormalization constants are given in detail. The main technical result is 
the calculation of the e3-contribution into the (4- 2e) -expansion of the dynamical index 
A© (critical dimension of frequency) for ф4 model with the On — symmetry: instead of 
the value Дш=2+0,726(1-2е-1,687) ц which was obtained in [4] we have obtained 
A«,=2+0,726 (1-0,1885 2e) n. 
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