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ЕДИНЫЕ СПОСОБЫ ПЕРЕДАЧИ ИНФОРМАЦИИ. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ 

(Представлено академиком Л. Н. Колмогоровым 31 VIII 1962) 

В этой заметке изучаются те же проблемы, что и в нашей работе (*), 
но в более общей обстановке. Мы будем считать известными определения 
и обозначения из (1). 

Исследуем сообщение, компоненты которого не являются незави­
симыми. Пусть 1 < / < k < п и пусть при d = (иг, . . ., ип) функция 
Yfk (d) = (uj, . . ., uk) б Uk~I+1. Обобщая определение (10) из ( х), 
мы будем называть п о д о т р е з к о м о т р е з к а с о о б щ е н и я 
д л и н ы п, заданного вероятностями {q (d), d £ Un}y отрезок длины 
k — / + 1, заданный вероятностями q (d) = 2 Q (d), d £ 

rfk(d)=I 

Мы будем называть с и с т е м о й с о о б щ е н и й совокупность 
*S = {Sn

y п = 1, 2, . . . } , где Sn — некоторая совокупность отрезков 
длины п, и будем считать выполненным сформулированное в (*) условие 
согласованности. 

Для любого A a Un положим q (А) = 2 Ч'(Ф- Мы будем называть 
deA 

^з -ал г е б р о й с о б ы т и й 95/* систему множеств Л, задаваемых 
в виде 

A ={rJk(d)eA), J c l / H + 1 . (1) 

Мы будем называть m-м к о э ф ф и ц и е н т о м с и л ь н о г о пе­
р е м е ш и в а н и я (см. (2)) ( 0 < т < п ) числоа т (Q) = sup \ Q (A f]B) — 
— Q (A) Q (В) |, где верхняя грань берется по всем s, 0 <; s <^ s - f - m ^ n , 
и всем А £ 350) s , В б S5s+m, п -

Пусть ат (S) == sup ат (Q). Мы введем следующее у с л о в и е р а в -

н о м е р н о с и л ь н о г о п е р е м е ш и в а н и я : при некотором 
ъ > 0 am(S) = О {е~™). 

Т е о р е м а 1. Для любой системы сообщений S — {Sn}9 для которой 
верны условия согласованности и равномерно сильного перемешивания, 

И (е, 5) = l i m ~ M e , lSn}). (2) 

Частные случаи см. (4, 5) . 
Рассмотрим каналы с памятью. Мы будем говорить, что отрезок ка­

нала Р = {р (Ыа)} является о т р е з к о м к а н а л а б е з п р е д ­
в о с х и щ е н и я , если при Ь = (уъ . . ., уп), а = (хъ • • • х п ) и любых 
заданных хъ xk, уъ yk сумма 2 Р^Уъ • • Уп, хъ..., хп) 

не зависит от выбора xk+l9 . . ., хп. 
Мы будем говорить, что задана с и с т е м а к а н а л о в 

Т = {Тп

9 п = 1, 2, . . . } , если Т д — некоторая совокупность отрезков 
каналов без предвосхищения длины п. 
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Мы будем говорить, что для системы выполнено у с л о в и е с о г л а ­
с о в а н н о с т и и с и л ь н о й э р г о д и ч н о с т и , если при некоторых 
х > 0 и К <С 0 0 и любых 0 / <Г k <; п каждому распределению веро­
ятностей g (*!,.'. . , Xj) на (xl9 . . .,.*/) б X* можно сопоставить рас­
пределение вероятностей g (xl9 . . ., хк) на (xl9 . . xk) £ Xk так, чтобы: 

а) при всех xl9 . . ., xf g (хъ . . ., xj) = 2 8 (хъ • -xk)\ 
xi+i xk 

б) для любого a = (Xfe+i , . . . , xn) б Xn~k и любого отрезка {p {bid)} б 
условное распределение вероятностей р(Ь1а) на совокупности 
последовательности Ъ = ( y f e + 1 , у „ ) , определяемое формулой р (ft/a) = 

= - 2 S £ (*ь • - *к) Р (Уи • • •> • • •> **) таково, что 
* ь l/i 

существует отрезок канала {// (ft/a)} (<Tn~~k такой, что 

2 [ Р Ф/а) - р' (ft/a) | < Ке-*{к-п\ 

в) для любого а = . . ., хп) б -Xя""* и любого отрезка {р (ft/a)} б Г" 
и для условного распределения вероятностей р(Ыа)9 определяемого 

формулой р (Ь/а) = 2 ё ( х ь • •> **) Р (Уи • • • > W * i > • • • *п), и 

р (В/а) = 2 Р (&/я)> г А е ^ С У \ Для любых множеств Л б 350, / и 

В б 95*+i, л (определение сг-алгебр 95# дается аналогично (1), но с заме­
ной U на Y) имеет место неравенство | р (A f]B/a) — р (Л/а) р (В/а) 

Наглядный смысл этого довольно tлабого ограничения состоит в том, что 
мы предполагаем, что при любых случайных сигналах на входе в моменты 
1,. . . , / можно так подобрать сигналы на входе в промежуточные моменты 
У+1, . . . , k9 чтобы (условие согласованности б)) передача в оставшиеся мо­
менты времени k + 1, . . . , п происходила почти так же, как в некотором 
отрезке из системы Tn~k

9 и чтобы (условие сильной эргодичности) при задан­
ном сигнале на входе в моменты k-\-\9 . .. , п сигнал на выходе в моменты 
1 , . . . , / был лишь слабо зависим с сигналом на выходе в моменты k + 1 , . . . , п. 

Т е о р е м а 2. Для любой системы каналов Т = {Тп}9 для которой вы­
полнено условие согласованности и сильной эргодичности 

С(Т) = Пт -j-c([T"]). (3) 

Частные случаи см. (4, 7 ) . 
Предположим теперь, что U9 V — произвольные измеримые пространства 

с а-алгебрами измеримых множеств 95<y и 35у. Определение сообщения с неза­
висимыми компонентами, квантования, средней потери и т. п. задается по 
очевидной аналогии с тем, что делалось в дискретном случае. И н ф о р ­
м а ц и е й , с о о т в е т с т в у ю щ е й с о в м е с т н о м у р а с п р е ­
д е л е н и ю я (Л)на п р о и з в е д е н и и и з м е р и м ы х п р о с т ­
р а н с т в (Е х F9 %>Е X назовем 

7({я(Л)}) = 5ир/({я(?,7)}), (4) 

где верхняя^грань берется по всевозможным разбиениям Е = ^ [ J . . .{Jey, 
F4A)--\Jh> йГ№ = 0, 7/П7/ = 0, i=hh йе»£, fr€»* где л&7/) = 
= tt(eiXfj) (подробнее см. ( 4)), и аналогично (13) из (*) введем величины 
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7 i ( e , D ) , соответствующие любой совокупности D отрезков сообщения. 
Мы будем считать совокупность всех распределений вероятностей Q (А)у 

А 6 95?/, где 95^—п-я степень а-алгебры 95с/, м е т р и ч е с к и м п р о ­
с т р а н с т в о м с р а с с т о я н и е м 

T ( Q 1 , Q 2 ) = sup \Q1(A)-Q2(A)\9 (5) 

и именно в смысле этого расстояния будем понимать максимальную замк­
нутую выпуклую систему распределений Ш], содержащую все распре­
деления D . Мы будем называть б.-с е т ь ю м о щ н о с т и К системы рас­
пределений D на UN множество Ql9 . . ., QK распределений на такое, 
что для всех Q^D min r ( Q , Q/) < б. Мы будем обозначать 

i=l, .... к 
через Г (б, D) наименьший объем б-сети для системы D . 

Т е о р е м а 3. Для любой системы сообщений с независимыми компо­
нентами S = {Sn}9 для которых верны условия согласованности и при 
любом % > 0 и б > О 

Г ( А , 5 1 ) = 0 ( 2 ^ ) ( л - о о ) , (6) 

верно соотношение 

Н ( е ,5 ) = l i m - i«(8, [Sn]). (7) 
n->co 

Верны результаты, аналогичные сформулированным в замечаниях 
4, 5, 6 из I1). Результат, соответствующий замечанию 4, был доказан 
автором ранее ( 4). Условие (6), являющееся обобщением требования ком­
пактности, не очень обременительно. Оно всегда верно, если пространство 
U конечно, а если (U, 95с/) — эвклидово пространство и распре­
деления QdS1 задаются плотностей, то достаточно, чтобы эти 
плотности были равномерно по S1 интегрируемы и равномерно по S1 

и и б И ограничены вместе с их первыми частными производными. В слу­
чае, если S 1 состоит из гауссовских распределений, достаточно, чтобы был 
равномерно ограничен детерминант матрицы ковариаций и обратное к нему 
число. 

Предположим далее, что X и Y — произвольные измеримые простран­
ства с сг-алгебрами измеримых множеств 95* и 95у. Определения отрезка 
канала без памяти, условия согласованности, корректирования, вероят­
ности ошибки даются так же, как в дискретном случае. Дополнительно 
предположим (ср. ( 4)), что задана измеримая функция т (х) ̂ > 0, х £ X. 
Пусть при а = (хъ . . ., хп) х (а) = х (xj) + . . . + т (хп). С р е д ­
н и м в е с о м д л я к о р р е к т и р о в а н и я 91 назовем k (21) = 

N 

— 2 4i ( а ) х ( а)- Д л я любого е О мы будем полагать 

г (е, п, N) = inf sup г (2(, Р)у где 9t — всевозможные КОрреКТИрОВа-
^ Ш К е Р£Тп 

ния объема N и длины п такие, что k (9t) <^ 8. Назовем п р о п у с к н о й 
с п о с о б н о с т ь ю С (е, Т) системы каналов Т при заданном весе е 
наименьшую верхнюю грань чисел R таких, что при всех 8 > & 
г (е, п, [2nR]) -> 0 при п оо. Определение пропускной способности 
дается аналогично (5) из (*) с той только разницей, что используется опре­
деление информации (4) и что верхняя грань берется не по всем распреде­
лениям g (А) на А 6 Я5х, а лишь по таким распределениям g (А), что 

х (a) g (da) < е. 
хп 
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Выпуклое замыкание [G] совокупности G определяется так же, как и 
в дискретном случае, но с использованием метрики, задаваемой усло­
вием (5). Для любых двух отрезков канала Рг (А/х) и Р2 (А/х), А £ ®у, 
х £ X, мы будем обозначать у (Ръ Р 2) — sup | Рг (А/х) — Р2 (А/х) |. 

Мы будем называть б - с е т ь ю м о щ н о с т и К системы отрезков 
канала G длины п множество Ръ . . ., Р% этих отрезков такое, что для 
всех Р б G min г (Р, Pi) < в. 

Мы будем обозначать через А (б, G) наименьший объем б-сети для си­
стемы G. 

Т е о р е м а 4. Для любой системы каналов без памяти Т = {7"*}, 
для шторой верны условия согласованности и при любых % > О, б ^> О 

А (А, Г ) = 0 ( 2 2 Х П ) ( я ^ о о ) , (8) 

верно аютношеиие 

С(г,Т) = П т 1 С ( е , [ Г ] ) . (9) 
л-юо п 

Верны результаты, аналогичные сформулированным в замечаниях 
1, 2, 3 из С1). Результат, соответствующий замечанию 1, был доказан авто­
ром ранее ( 4). Условие (9) является достаточно общим и выполняется 
в «хороших случаях», если пространство X конечно или компактно. В то 
же время, если, например, X — авклидово пространство, то оно обычно 
неверно. Здесь помогает следующее легко доказуемое замечание. 

Пусть X б 35*. Пусть для любого отрезка канала Р длины п через Р<% 
обозначен отрезок, получающийся, если ограничить область определения 
переходной функции канала Р (В/а) значениями а £ Хп. Пусть G^ — сово­
купность отрезков Р^, где Р £ G. Теорема 4 верна, если существует после* 
довательность Xk £ %>х такая, что эта теорема применима к системе 
Тх = (^У > п = 1, 2, . . .) и lim с (е, 7~ ) = с (е, Т). В таком виде тео-

k k &-юо k 

рема оказывается широко применимой. Например, она верна для широкого 
класса гауссовских каналов без памяти (случай однородных каналов без 
памяти с аддитивным гауссовским шумом исследован Вольфовицем ( 8)). 

Отметим, наконец, что основная теорема верна также для сообщений 
с зависимыми значениями и произвольным множеством состояний, если 
верно условие равномерного сильного перемешивания и условие 
Г ^ ~ , 5 l l o g n ] 2 ^ = о (2 2 Х П ) , обобщающее (6). Аналогичное обобщение верно 
и для каналов. 

Московский государственный университет Поступило 
им. М. В. Ломоносова 4 VIII 1962 
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