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Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ðàáîòå íàõîäÿòñÿ óñëîâèÿ öèêëè÷íîñòè äèàãîíàëüíûõ ïîëè-
ãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè èçîòîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-
÷åííîãî ìíîæåñòâà è ïîëóãðóïïîé íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îòðåçêà
÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé, äèàãîíàëüíûé ïîëèãîí, ïîëóãðóïïà
èçîòîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïîëóãðóïïà íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

Ïðàâûì ïîëèãîíîì íàä ïîëóãðóïïîé S (ñì. [1]) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X,
íà êîòîðîì äåéñòâóåò ïîëóãðóïïà S, ò.å. îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå X × S → X,
(x, s) 7→ xs è âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî x(st) = (xs)t äëÿ x ∈ X, s, t ∈ S. Ëåâûé
ïîëèãîí îïðåäåëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì îáðàçîì. Áèïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïàìè S
è T � ýòî ìíîæåñòâî X, ÿâëÿþùååñÿ ëåâûì ïîëèãîíîì íàä S è ïðàâûì ïî-
ëèãîíîì íàä T, ïðè÷åì (sx)t = s(xt) äëÿ âñåõ x ∈ X, s ∈ S, t ∈ T. Î÷åâèäíî,
ìíîæåñòâî S×S áóäåò ïðàâûì ïîëèãîíîì íàä S, åñëè äåéñòâèå îïðåäåëèòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: (x, y)s = (xs, ys), è ëåâûì ïîëèãîíîì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
s(x, y) = (sx, sy). Ýòè ïîëèãîíû íàçîâåì äèàãîíàëüíûì ïðàâûì è äèàãîíàëüíûì
ëåâûì ñîîòâåòñòâåííî. Äèàãîíàëüíûì áèïîëèãîíîì íàä ïîëóãðóïïîé S íàçû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâî X = S × S, íà êîòîðîì îïðåäåëåíî äåéñòâèå ïîëóãðóïïû S
ñëåâà è ñïðàâà ïî âûøåóêàçàííûì ïðàâèëàì. Äèàãîíàëüíûé ïðàâûé ïîëèãîí
íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò ïîðîæäàþùàÿ åãî ïàðà ýëåìåíòîâ,
ò.å. (α0, β0)S = S×S äëÿ íåêîòîðûõ α0, β0 ∈ S. Öèêëè÷åñêèé äèàãîíàëüíûé ëå-
âûé ïîëèãîí è äèàãîíàëüíûé áèïîëèãîí îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî, à èìåííî:
S(α0, β0) = S × S è S(α0, β0)S = S × S ñîîòâåòñòâåííî.

Â ðàáîòå [2] áûëî äîêàçàíî (ñì. òåîðåìû 2.1, 2.2, 2.3, 3.1, 3.2, 3.3), ÷òî äèà-
ãîíàëüíûé ïðàâûé ïîëèãîí (S × S)S, äèàãîíàëüíûé ëåâûé ïîëèãîí S(S × S)
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è äèàãîíàëüíûé áèïîëèãîí S(S × S)S ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè, åñëè S = TX ,
PX èëè BX , ãäå X � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, TX � ïîëóãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé
ìíîæåñòâà X, PX � ïîëóãðóïïà ÷àñòè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé, à BX � ïîëóãðóï-
ïà áèíàðíûõ îòíîøåíèé íà ìíîæåñòâå X. Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû � ïîëó÷èòü
óñëîâèÿ öèêëè÷íîñòè äèàãîíàëüíûõ ïîëèãîíîâ íàä ïîëóãðóïïàìè èçîòîííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà è ïîëóãðóïïîé íåïðåðûâ-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé îòðåçêà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà X ÷åðåç TX ìû îáîçíà÷àåì ïîëóãðóïïó âñåõ
ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà X, ò.å. îòîáðàæåíèé α : X → X ñ óìíîæåíèåì
x(αβ) = (xα)β. Ïóñòü X � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Îòîáðàæå-
íèå α : X → X íàçûâàåòñÿ èçîòîííûì, åñëè îíî ñîõðàíÿåò ïîðÿäîê, ò.å.
x 6 y ⇒ xα 6 yα äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ìíîæåñòâî OX âñåõ
èçîòîííûõ îòîáðàæåíèé α : X → X îáðàçóåò ïîëóãðóïïó îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèè óìíîæåíèÿ îòîáðàæåíèé. Òàêæå ÿñíî, ÷òî OX ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëóãðóïïîé
ïîëóãðóïïû TX . ×àñòè÷íûì îòîáðàæåíèåì ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ îòîáðàæå-
íèå α : X1 → X, ãäå X1 ⊆ X. Ìíîæåñòâî X1 íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ
îòîáðàæåíèÿ α è îáîçíà÷àåòñÿ dom α. ×åðåç PX îáîçíà÷èì ïîëóãðóïïó âñåõ
÷àñòè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèé. ×àñòè÷íîå α ∈ PX îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ èçî-
òîííûì, åñëè ∀x, y ∈ dom α x 6 y ⇒ xα 6 yα (ñì. [4]). ×àñòè÷íûå èçîòîííûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâà îáðàçóþò ïîëóãðóïïó, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì POX .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî öèêëè÷íîñòü äèàãîíàëüíûõ ëåâûõ è
ïðàâûõ ïîëèãîíîâ S × S íàä ïîëóãðóïïîé S ðàâíîñèëüíà öèêëè÷íîñòè ïîëèãî-
íîâ (S × ...× S︸ ︷︷ ︸

n

).

Òåîðåìà 1. Åñëè äèàãîíàëüíûå ïîëèãîíû (S×S)S èëè S(S×S) ÿâëÿþòñÿ
öèêëè÷åñêèìè, òî ïîëèãîíû (S × ...× S︸ ︷︷ ︸

n

)S è S(S × ...× S︸ ︷︷ ︸
n

) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî ÷èñëà n òàêæå ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. ßñíî, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî äëÿ S(S
n) àíàëîãè÷íî äîêà-

çàòåëüñòâó äëÿ (Sn)S, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé äèàãîíàëüíîãî
ïðàâîãî ïîëèãîíà (Sn)S.

Ïóñòü (s0, t0) � ïîðîæäàþùàÿ ïàðà äèàãîíàëüíîãî ïðàâîãî ïîëèãîíà (S ×
S)S, ò.å. ∀a, b ∈ S ∃p : s0p = a, t0p = b. Óáåäèìñÿ, ÷òî (s0s0, s0t0, t0s0, t0t0) �
ïîðîæäàþùàÿ ÷åòâåðêà äëÿ äèàãîíàëüíîãî ïðàâîãî ïîëèãîíà (S × S × S × S)S.
Ïî óñëîâèþ èìååì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ S s0k = a, t0k = b. Àíàëîãè÷íî,
s0l = c, t0l = d äëÿ íåêîòîðîãî l ∈ S. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò òàêîå p, ÷òî
s0p = k, t0p = l. Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî s0s0p = a, t0s0p = b, s0t0p = c, t0t0p = d.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëèãîí (S×S×S×S)S ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ñ ïîðîæäàþùåé
÷åòâåðêîé (s0s0, s0t0, t0s0, t0t0).

Ïðèìåíÿÿ ýòè ðàññóæäåíèÿ íåñêîëüêî ðàç, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âñå äèà-
ãîíàëüíûå ïðàâûå ïîëèãîíû (S2n)S, à çíà÷èò è âñå ïîëèãîíû (Sn)S, ÿâëÿþòñÿ
öèêëè÷åñêèìè. 2
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Ðàññìîòðèì òåïåðü äèàãîíàëüíûå ïîëèãîíû íàä ïîëóãðóïïàìè èçîòîííûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Êàê îáû÷íî, ëèíåéíî óïî-
ðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî ìû íàçûâàåì öåïüþ. Ïîëó÷åííûå äàëåå óòâåðæäåíèÿ î
äèàãîíàëüíûõ ïîëèãîíàõ íàä òàêèìè ïîëóãðóïïàìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
åñòåñòâåííîå ðàçâèòèå èññëåäîâàíèé èç [2]. Äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâàX è ýëåìåíòà
a ∈ X îáîçíà÷èì ÷åðåç θa êîíñòàíòíîå îòîáðàæåíèåX → X, ñîîòâåòñòâóþùåå
ýòîìó ýëåìåíòó, ò.å. xθa = a ïðè âñåõ x ∈ X.

Òåîðåìà 2. Åñëè X � áåñêîíå÷íàÿ öåïü, òî äèàãîíàëüíûå ïîëèãîíû
(OX ×OX)OX

è OX
(OX ×OX) íå ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äèàãîíàëüíûé ïðàâûé ïîëèãîí (OX ×OX)OX
íàä

ïîëóãðóïïîé OX èçîòîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé áåñêîíå÷íîé öåïè X ÿâëÿåòñÿ öèê-
ëè÷åñêèì. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîðîæäàþùàÿ ïàðà (α0, β0) .
Ñëåäîâàòåëüíî, ∀α, β ∃γ : α0γ = α, β0γ = β.

Ïóñòü a è b � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû öåïè X è a < b. Âîçüìåì â êà÷åñòâå α è
β êîíñòàíòíûå îòîáðàæåíèÿ, à èìåííî: xα = a, xβ = b ïðè âñåõ x ∈ X. Íàéäåì
γ ∈ OX òàêîå, ÷òî α0γ = α è β0γ = β. Òîãäà xα0γ = a è xβ0γ = b ïðè âñåõ x ∈ X.
Òàê êàê a < b, òî xα0 < xβ0 (äåéñòâèòåëüíî, åñëè xα0 > xβ0, òî xα0γ > xβ0γ,
ò.å. a > b � ïðîòèâîðå÷èå.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íàéäåì òàêîå δ ∈ OX , ÷òî α0δ = θb è β0δ = θa. Èìååì:
xα0δ = b > a = xβ0δ, ïîýòîìó xα0 > xβ0 � ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü òåïåðü äèàãîíàëüíûé ëåâûé ïîëèãîí OX
(OX ×OX) íàä ïîëóãðóïïîé

OX èçîòîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé áåñêîíå÷íîé öåïè X ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì è
ïóñòü (α0, β0) � ïîðîæäàþùàÿ ïàðà. Òîãäà ∀α, β ∃γ : γα0 = α, γβ0 = β.

Ïóñòü a è b � ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû öåïè X è a < b. Âîçüìåì â êà÷åñòâå α
òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå: α = 1X , à â êà÷åñòâå β � êîíñòàíòíîå îòîáðàæå-
íèå, à èìåííî: β = θa. Òîãäà ∃γ : γα0 = 1X , γβ0 = θa. Äëÿ ýëåìåíòîâ a, b èìååì:
a = a γα0, b = bγα0 è a = a γβ0 = bγβ0.

Ïóñòü p = aγ, q = bγ.
Òåïåðü ïîëîæèì α = 1X , β = θb. Íàéäåì òàêîå δ ∈ OX , ÷òî δα0 = 1X ,

δβ0 = θb. Òàêèì îáðàçîì, èìååì: a = aδα0, b = bδα0 è b = aδβ0 = bδβ0.
Ïîëîæèì òåïåðü p′ = aδ, q′ = bδ.
Òàê êàê a = pα0 = p′α0 < b = qα0 = q′α0, òî p′ < q. Íî òîãäà ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

p′β0 6 qβ0, òî åñòü b 6 a � ïðîòèâîðå÷èå. 2
Ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ, äèàãîíàëüíûé ïðàâûé ïîëèãîí íàä

ïîëóãðóïïîé ÷àñòè÷íûõ èçîòîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü X � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Äèàãîíàëü-
íûé ïðàâûé ïîëèãîí (POX × POX)POX

ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî X ñîäåðæèò ïîäìíîæåñòâà X1, X2 òàêèå ÷òî:

(i) X1
∼= X2

∼= X,

(ii) x ̸6 y ïðè x ∈ X1, y ∈ X2 è y ∈ X1, x ∈ X2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (POX × POX)POX
� äèàãîíàëü-

íûé ïðàâûé ïîëèãîí è (α0, β0) � åãî ïîðîæäàþùàÿ ïàðà. Òîãäà ñóùåñòâóåò
îòîáðàæåíèå γ ∈ POX òàêîå, ÷òî: γα0 = γβ0 = 1X . Èç ýòèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì,
÷òî domα0 = domβ0 = X, ò.å. α0, β0 ∈ OX . Ïóñòü Xα0 = X1, Xβ0 = X2.
Òàê êàê γα0 = 1X , òî α0 âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò X íà X1. Àíàëîãè÷íî
ýòîìó β0 � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå X íà X2.

Äîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ α0 : X → X1 è β0 : X → X2 ÿâëÿþòñÿ èçîìîð-
ôèçìàìè ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. ßñíî, ÷òî ýòî äîñòàòî÷íî ïðî-
âåðèòü äëÿ α0. Ïóñòü x, y ∈ X è x 6 y. Òîãäà xα0 6 yα0 ââèäó èçîòîííîñòè
îòîáðàæåíèÿ α0. Ïóñòü ýëåìåíòû u, v ∈ X1. Îáîçíà÷èì uγ = x, vγ = y. Òàê
êàê îòîáðàæåíèå γ èçîòîííî, òî x 6 y, ñëåäîâàòåëüíî, uγ 6 vγ. Ïîñêîëüêó
u, v ∈ X1 = imα0, òî u = xα0, v = yα0 ïðè íåêîòîðûõ x, y ∈ X. Èìååì:
x = xα0γ = uγ 6 vγ = yα0γ = y, ò.å. x 6 y, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâà X1, X2 íå ñîäåðæàò îáùèõ ýëåìåíòîâ, ò.å. X1 ∩
X2 = ∅. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, òîãäà ñóùåñòâóåò x ∈ X1 ∩ X2. Çíà÷èò,
ñóùåñòâóþò u, v ∈ X òàêèå, ÷òî x = uα0 = vβ0. Âîçüìåì ëþáûå ýëåìåíòû
a, b ∈ X, òàêèå ÷òî a ̸= b (åñëè òàêèõ ýëåìåíòîâ íåò, òî X � àíòèöåïü è äî-
êàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî). Òàê êàê ïàðà (α0, β0) � îáðàçóþùèé ýëåìåíò ïðàâîãî
äèàãîíàëüíîãî ïîëèãîíà (POX × POX)POX

, òî ∃δ : α0δ = θa, β0δ = θb ïðè
íåêîòîðîì δ ∈ POX . Èìååì uα0δ = a, vβ0δ = b. Îòñþäà âèäíî, ÷òî uα0 ̸= vβ0,
à ýòî ïðîòèâîðå÷èò ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè x ∈ X1, y ∈ X2, òî ýëåìåíòû x è y íåñðàâíèìû.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ X1, y ∈ X2 è, íàïðèìåð, x < y. Íàéäåì îòîáðàæå-

íèå ϕ ∈ POX òàêîå, ÷òî α0ϕ = θy, β0ϕ = θx. Âîçüìåì ýëåìåíòû u, v ∈ Xòàêèå,
÷òî uα0 = x, vβ0 = y. Èìååì: y = uα0ϕ = xϕ, x = vβ0ϕ = yϕ, îòêóäà âèäíî,
÷òî ϕ íå ÿâëÿåòñÿ èçîòîííûì ïðåîáðàçîâàíèåì � ïðîòèâîðå÷èå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü X1, X2 � ïîäìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáó-
åìûì óñëîâèÿì è α0 : X → X1, β0 : X → X2 � ñîîòâåòñòâóþùèå èçîìîð-
ôèçìû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûõ ìíîæåñòâ. Äîêàæåì, ÷òî (α0, β0) � ïîðîæäà-
þùàÿ ïàðà äèàãîíàëüíîãî ïðàâîãî ïîëèãîíà (POX × POX)POX

. Ïóñòü α1, β1�
ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû, α1, β1 ∈ POX . Ïîëîæèì A = domα1, B = dom β1.
Îïðåäåëèì ÷àñòè÷íîå îòîáðàæåíèå σ ïðàâèëîì:

xσ =


xα−1

0 α1, åñëè x ∈ Aα0,
xβ−1

0 β1, åñëè x ∈ Bβ0,
íåîïðåäåëåíî, åñëè x /∈ Aα0 ∪Bβ0.

Òàê êàê Aα0 ⊆ X1, Bβ0 ⊆ X2 è X1 ∩ X2 = ∅, òî σ îïðåäåëåíî êîððåêòíî.
ßñíî, ÷òî σ èçîòîííîå ïðåîáðàçîâàíèå.

Ïóñòü x ∈ X, òîãäà xα0σ îïðåäåëåíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè xα0 ∈
Aα0, ò.å. x ∈ A. Òàêèì îáðàçîì, dom (α0σ) = A. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî
dom (β0σ) = B. Åñëè x ∈ A, òî xα0σ = xα0α

−1
0 α1 = xα1, à çíà÷èò, α0σ = α1.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî β0σ = β1. Ñëåäîâàòåëüíî, (α0, β0)σ = (α1, β1). 2
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü X � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Äèàãîíàëü-
íûé ëðàâûé ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé èçîòîííûõ ïðåîáðàçîâàíèé OX ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêèì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè ìíîæåñòâî X ñîäåðæèò äâà
ïîäìíîæåñòâà X1, X2 òàêèå ÷òî:

(i) X1
∼= X2

∼= X

(ii) äëÿ ëþáûõ äâóõ èçîòîííûõ îòîáðàæåíèé ϕ : X1 → X è ψ : X2 → X ñó-
ùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå δ : X → X, ò.å. òàêîå èçîòîííîå îòîáðàæåíèå,
÷òî δ|X1

= ϕ, δ|X2
= ψ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü (OX ×OX)OX
� öèêëè÷åñêèé

äèàãîíàëüíûé ïðàâûé ïîëèãîí è (α0, β0) � ïîðîæäàþùàÿ ïàðà ýëåìåíòîâ èç
OX . Íàéäåì òàêîå îòîáðàæåíèå γ ∈ OX , ÷òî γα0 = γβ0 = 1X . Òàêæå, êàê â Òåî-
ðåìå 3, äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèÿ α0 : X → X1 è β0 : X → X2 ÿâëÿþòñÿ
èçîìîðôèçìàìè.

Ïîëîæèì X1 = Xα0, X2 = Xβ0. Íàìè äîêàçàíî, ÷òî X1, X2
∼= X, ò.å.

âûïîëíåíî óñëîâèå (i).
Ïóñòü ϕ : X1 → X è ψ : X2 → X � èçîòîííûå îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà îòîá-

ðàæåíèÿ α0ϕ, β0ψ ∈ OX . Òàê êàê (α0, β0) � îáðàçóþùèé ýëåìåíò ïîëèãîíà
(OX ×OX)OX

, òî ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå δ ∈ OX òàêîå, ÷òî α0δ = α0ϕ, β0δ =
β0ψ. Åñëè x ∈ X1, òî xδ = yα0δ = yα0ϕ = xϕ. Ñëåäîâàòåëüíî, δ|X1

= ϕ. Àíàëî-
ãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî δ|X2

= ψ. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíåíî óñëîâèå (ii).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ (i), (ii). Ââèäó óñëîâèÿ (i) ñó-

ùåñòâóþò èçîìîðôèçìû α0 : X → X1 è β0 : X → X2. Äîêàæåì, ÷òî (α0, β0) �
ïîðîæäàþùàÿ ïàðà äèàãîíàëüíîãî ïðàâîãî ïîëèãîíà (OX ×OX)OX

.
Ïóñòü α1, β1 ∈ OX . Î÷åâèäíî, ÷òî îòîáðàæåíèå α−1

0 α1 ÿâëÿåòñÿ èçîòîí-
íûì îòîáðàæåíèåì X1 â X, à β

−1
0 β1 � èçîòîííûì îòîáðàæåíèåì X2 â X, çíà-

÷èò, α0σ = α1. Ïîëîæèì ϕ = α−1
0 α1, ψ = β−1

0 β1. Ââèäó óñëîâèÿ (ii) ϕ è ψ
ïðîäîëæàþòñÿ äî èçîòîííîãî îòîáðàæåíèÿ δ : X → X. Ïóñòü x ∈ X. Òî-
ãäà xα1 = xα0α

−1
0 α1 = xα0ϕ = xα0δ. Ñëåäîâàòåëüíî, α1 = α0δ. Àíàëîãè÷íî

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî β1 = β0δ. Òàêèì îáðàçîì, äèàãîíàëüíûé ïðàâûé ïîëèãîí
(OX ×OX)OX

ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì. 2

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü X � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Åñ-
ëè äèàãîíàëüíûé ïðàâûé ïîëèãîí íàä ïîëóãðóïïîé èçîòîííûõ îòîáðàæåíèé
(OX ×OX)OX

� öèêëè÷åñêèé, òî äèàãîíàëüíûé ïðàâûé ïîëèãîí íàä ïîëóãðóï-
ïîé ÷àñòè÷íûõ èçîòîííûõ îòîáðàæåíèé (POX × POX)POX

òàêæå ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî óñëîâèÿ (i), (ii) Òåîðåìû 4
âëåêóò íåñðàâíèìîñòü ýëåìåíòîâ èç X1, X2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè X1 ∩X2 ̸= ∅
è, äîïóñòèì, ÷òî z ∈ X1 ∩ X2, òîãäà ïàðà îòîáðàæåíèé ϕ = θu|X1

, ψ = θv|X2

ïðè u ̸= v íå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíà äî èçîòîííîãî îòîáðàæåíèÿ δ : X → X
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(èíà÷å zδ = u = v), à åñëè, ñêàæåì, ýëåìåíòû èç X1, X2. áûëè áû ñðàâíèìû è
x < y ïðè x ∈ X1, y ∈ X2, òî íå èìååò ïðîäîëæåíèÿ δ ïàðà ϕ = θy|X1

, ψ = θx|X2

(òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå xδ = y, yδ = x � ïðîòèâîðå÷èå ñ èçîòîííîñòüþ
îòîáðàæåíèÿ δ). 2

Ïóñòü òåïåðü X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Âñå íåïðåðûâíûå îòîáðà-
æåíèÿ α : X → X îáðàçóþò ïîëóãðóïïó, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç CX .
Ïîëóãðóïïà CX èíòåíñèâíî èçó÷àëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè � ñì. îáçîð Ìàãèë-
ëà [3]. Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà äèàãîíàëüíûõ ïîëèãîíîâ íàä ýòîé ïîëóãðóïïîé â
ñëó÷àå, êîãäà X = [0, 1] � îòðåçîê ÷èñëîâîé ïðÿìîé. Ìû äîêàæåì, ÷òî äèàãî-
íàëüíûé ïðàâûé ïîëèãîí (CX ×CX)CX

ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì, à äèàãîíàëüíûé
ëåâûé ïîëèãîí CX

(CX × CX) � íåò.

Òåîðåìà 5. Äèàãîíàëüíûé ïðàâûé ïîëèãîí (CX ×CX)CX
íàä ïîëóãðóïïîé

CX íåïðåðûâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îòðåçêà X ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α0 : X → X1 è β0 : X → X2 � íåïðåðûâíûå
è âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ îòðåçêà [0, 1] íà îòðåçêè X1 è X2 ñîîò-
âåòñòâåííî, ïðè÷åì X1 ∩X2 = ∅. Äîêàæåì, ÷òî (α0, β0) � ïîðîæäàþùàÿ ïàðà
äèàãîíàëüíîãî ïðàâîãî ïîëèãîíà (CX × CX)CX

. Ïóñòü (α1, β1) � ïðîèçâîëüíàÿ
ïàðà íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå δ : X1 ∪ X2 → X,
ïîëàãàÿ:

xδ =

{
xα−1

0 α1, åñëè x ∈ X1,
xβ−1

0 β1, åñëè x ∈ X2.

Çàìåòèì, ÷òî îòîáðàæåíèÿ α0 è β0 èìåþò íåïðåðûâíûå îáðàòíûå îòîáðàæåíèÿ,
òàê êàê îíè âçàèìíî îäíîçíà÷íû è X � êîìïàêò.

Îòîáðàæåíèå δ íåïðåðûâíî. Íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå δ ïðî-
äîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ X → X, êîòîðîå ìû òàêæå áóäåì
îáîçíà÷àòü δ. Ïðè ëþáîì x ∈ X èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå xα0 ∈ X1. Ñëåäîâà-
òåëüíî, xα0δ = xα0α

−1
0 α1 = xα1, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî α0δ = α1. Àíàëîãè÷íî

äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî β0δ = β1. Òàêèì îáðàçîì, (α0, β0)δ = (α1, β1). 2

Òåîðåìà 6. Äèàãîíàëüíûé ëåâûé ïîëèãîí CX
(CX × CX) íàä ïîëóãðóïïîé

CX íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé îòðåçêà X � íå öèêëè÷åñêèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòîò ïîëèãîí öèêëè÷åñêèé. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò ïîðîæäàþùàÿ ïàðà, ñêàæåì, (α0, β0). Äëÿ êàæäîãî a ∈ (0, 1) íàéäåì
íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå γa òàêîå, ÷òî γaα0 = 1X , γaβ0 = θa. Ïóñòü Ia = im γa.
Òàê êàê γaα0 = 1X , òî γa ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîáðà-
æåíèåì X íà Ia. Ñëåäîâàòåëüíî, Ia ÿâëÿåòñÿ îòðåçêîì è γa : X → Ia � ãîìåî-
ìîðôèçì. Â òî æå âðåìÿ xγaβ0 = a ïðè âñåõ x ∈ X, ñëåäîâàòåëüíî, Iaβ0 = {a}.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç

◦
Ia âíóòðåííîñòü îòðåçêà Ia. Çàìåòèì, ÷òî Ia ∩ Ib = ∅ ïðè

a ̸= b � ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Iaβ0 = {a} , à Ibβ0 = {b}. Ýòî âëå÷åò, ÷òî
◦
Ia ∩

◦
Ib = ∅ ïðè a ̸= b. Òàêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ íà îòðåçêå [0, 1]

ìîæåò áûòü ëèøü ñ÷åòíîå ÷èñëî. Íî ïî ïîñòðîåíèþ ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ
◦
Ia
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èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû. 2
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