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В работе изучаются свойства полигармонических функций, определенных на единичном
шаре Dm евклидова пространства R

m, Dm = {x ∈ R
m | |x| < 1}. С помощью известного

разложения Альманси полигармоническая функция представляется в виде суммы компонент,
каждая из которых имеет простой вид. Основная идея, которой следовали и работы [1–3],
состоит в том, что при подходящем выборе компонент поведение этих компонент вблизи
границы шара Dm не хуже чем поведение самой полигармонической функции. При этом
в силу гладкости во внутренних точках граничное поведение полигармонической функции
естественно характеризовать ее принадлежностью к некоторому функциональному классу
на Dm.

ВВЕДЕНИЕ

В последнее время появилось несколько работ, посвященных изучению граничного пове-
дения полигармонических функций (см. [6, 3] и др.). Интерес к этой проблеме обусловлен
не только приложениями (в том числе, в теории упругости), но и тем, что уравнение
∆nf = 0 является наиболее простым случаем эллиптического уравнения и на основе свойств
полигармонических функций можно строить предположения о свойствах решений общих
эллиптических уравнений. При этом изучение самих полигармонических функций естественно
начинать с частного случая — полианалитических функций.

Прежде чем перейти к точной формулировке проблемы, введем некоторые обозначения.
Положим x = (x1, . . . , xm) ∈ R

m; при m = 2, как обычно, z = x1 + ix2; Hn = Hn(Dm) =
= {f ∈ C∞(D2) | ∆nf = 0} — пространство полигармонических порядка n функций в Dm,

H ≡ H1; An = An(D2) = {f ∈ C∞(D2) |
(

∂
∂z

)n
f = 0} — пространство полианалитических

порядка n функций в D2. Очевидно, An(D2) ⊂ Hn(D2). Имеем [7, 8]

f ∈ Hn ⇔ f =
n−1∑
k=0

fk , (1)

где fk(x) = (1 − r2)kφk(x), r2 = x2
1 + . . . + x2

m, φk ∈ H1;

f ∈ An ⇔ f = P +
n−1∑
k=0

fk , (2)

где fk(x) = (1 − r2)kφk(x), r2 = x2
1 + x2

2 = zz, φk ∈ A1, P (x) =
∑n−1

j,k=0
j<k

ajkz
jzk.

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект
96-01-00243).
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Под компонентами функции f мы будем понимать слагаемые fk в ее разложении (1) или (2).
Если f ∈ An, то для нее имеют место оба разложения, однако в этом случае компоненты fk

из (1) и (2) могут отличаться лишь на слагаемое-многочлен. Отметим, что оба разложения
единственны.

В работах [1–5] рассматривались конкретные пространства функций, лежащие в An и Hn,
и изучался вопрос априорной принадлежности компонент fk тому же пространству, которому
принадлежит сама функция f . При этом ответ не всегда оказывался положительным [3, 5].
В данной работе мы подходим с более общей точки зрения, а именно отвечаем на вопрос —
каким условиям должно удовлетворять пространство N , чтобы из f ∈ N следовало fk ∈ N .
Несмотря на громоздкость полученных условий, общий подход дает заметные преимущества
при изучении конкретных пространств (см. теоремы 3 и 4).

Напомним некоторые определения и известные результаты.

Определение 1. Для s ∈ R число 〈s〉 ∈ Z определим из условия s− 1 ≤ 〈s〉 < s. Скажем
(см. [1]), что функция f в Dm является ограниченной порядка s ∈ R, если в случае s ≤ 0
f(x) = O (ρ(x)s) при ρ(x) := dist(x, ∂Dm) = 1−|x| → 0, а в случае s > 0 функция f имеет в Dm

все частные производные до порядка 〈s〉 включительно и частные производные порядка 〈s〉
удовлетворяют условию Lip(s − 〈s〉) в Dm. Класс ограниченных порядка s функций будем
обозначать через M s(Dm).

Следующий результат принадлежит Е.П. Долженко [1, 2].

Теорема A. Пусть функция f ∈ An(D2) представлена в виде (2). Тогда ∀s ∈ R имеют
место эквиваленции

f ∈ M s(D2) ⇔ fk ∈ M s(D2) ∀k = 0, . . . , n − 1 ⇔ φk ∈ M s−k(D2) ∀k = 0, . . . , n − 1 .

В работах [3, 5] доказана следующая

Теорема B. Пусть функция f ∈ Hn(Dm) представлена в виде (1). Тогда при m = 2,
s ∈ R \ {1, 2, . . . , 2n − 2} и при m ≥ 3, s ∈ R \ N имеет место эквиваленция

f ∈ M s(Dm) ⇔ fk ∈ M s(Dm) ∀k = 0, . . . , n − 1 .

При m = 2, s = 1, 2, . . . , 2n − 2 и при m ≥ 3, n ≥ 2, s ∈ N существует функция
f ∈ Hn(Dm) ∩ M s(Dm) такая, что fk /∈ M s(Dm) для некоторого k, 0 ≤ k ≤ n − 1.

Определение 2. Скажем (см. [3]), что функция f в Dm принадлежит классу M̃ s, s ∈ R,
если в случае s < 0 f(x) = O(ρ(x)s) при ρ(x) → 0, а в случае s ≥ 0 функция f имеет в Dm все
частные производные до порядка [s] + 1 включительно и частные производные порядка [s] + 1
суть O(ρs−[s]−1) в Dm.

Теорема C [3]. Пусть функция f ∈ Hn(Dm) представлена в виде (1). Тогда ∀s ∈ R

имеют место эквиваленции

f ∈ M̃ s(Dm) ⇔ fk ∈ M̃ s(Dm) ∀k = 0, . . . , n − 1 ⇔ φk ∈ M̃ s−k(Dm) ∀k = 0, . . . , n − 1 .

В работе [4] аналогичные теоремы доказаны для пространств функций из An с интеграль-
ными нормами. Дадим теперь определение пространств Никольского Hs

p , следуя при s ≤ 0
Мурамату [9].
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Для функции f на Dm и h ∈ R
m положим �k

hf(x) :=
∑k

j=0(−1)k−jCj
kf(x + jh), если

x, x + kh ∈ Dm; �k
hf(x) := 0 в противном случае.

Определение 3. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, s > 0, k, l ∈ N ∪ {0}, k > s − l > 0. Скажем, что
функция f ∈ Lp = Lp(Dm) принадлежит Hs

p, если она имеет в Dm все частные производные

f (α) =
(

∂
∂x

)α
f порядка |α| = l и

‖f‖Hs
p

= ‖f‖Lp + sup
h∈R

m, h �=0
α=(l1,...,lm)≥0, |α|=l

{|h|l−s‖�k
hf (α)‖Lp} < ∞ .

Отметим, что нормы ‖ · ‖Hs
p
эквивалентны для различных пар (k, l) (см., например, [10]).

При s ≤ 0 скажем, что (обобщенная) функция f (в шаре Dm) принадлежит Hs
p , если она

представима в виде

f =
∑

|α|≤[−s]+1

(
∂

∂x

)α

fα , (3)

где fα ∈ H
s+[−s]+1
p и производные понимаются в смысле обобщенных функций. При этом

‖f‖Hs
p

= inf
∑
α

‖fα‖H
s+[−s]+1
p

,

где инфимум берется по всем разложениям вида (3).

Во всех вышеперечисленных примерах (теоремы A–C) рассматриваются одновременно
целые семейства пространств, параметр s которых характеризует (равномерную) гладкость
функций из соответствующего пространства. В терминах принадлежности одному из про-
странств семейства характеризуется поведение гармонических компонент φk и производных
самой функции f . В разд. 1 мы выделим ряд свойств семейства пространств, которые позво-
ляют положительно ответить на вопрос, сформулированный перед определением 1 (теоремы 1
и 2), и затем в разд. 2 покажем, что этими свойствами обладают пространства Никольского Hs

p

(теорема 3). Кроме того, мы дадим эквивалентную нормировку в Hs
p ∩Hn при s ≤ 0 (лемма 3)

и приведем еще один пример использования теоремы 2.

1. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ АПРИОРНОЙ ОЦЕНКИ КОМПОНЕНТ

Пусть S = (−∞, a] при a < +∞ или S = (−∞, a) при a ≤ +∞. Через {N s}s∈S будем обо-
значать семейство нормированных пространств N s, состоящих из (быть может, обобщенных)
функций на Dm, со свойствами: 1 ∈ N s, если s + 1 ∈ S; f ∈ N s, g ∈ C∞(Rm) ⇒ gf ∈ N s

и ‖gf‖Ns ≤ C(g)‖f‖Ns . Здесь и далее через C мы обозначаем положительные константы
(в разных случаях разные), зависящие только от размерности пространства m, порядка
полигармоничности n, рассматриваемого пространства N s, а также от указанных в скобках в
случае необходимости величин. Ниже в качестве пространств N s мы будем рассматривать
пространства M s, M̃ s (s ∈ R, см. замечание 1), пространства Никольского Hs

p (s ∈ R,
теорема 3) и лебеговы пространства Lp с весом ρ−ps (s ∈ (−∞, 1 + 1/p), теорема 4).

Предположим, что промежуток S разбит на два непересекающихся промежутка: левый S−
и правый S+, S = S− ∪ S+ (S− �= ∅, но возможно S+ = ∅); D(x, h) = {y ∈ R

m | |y − x| < h};
1
2D = D(0, 1

2); µ — m-мерная мера Лебега; θ — переменная на сфере Sm−1. Далее, потребуем
выполнения следующих условий.
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1. Пусть s ∈ S+, s + 1 ∈ S. Тогда f ∈ Hn ∩ N s+1 ⇔ f,∇f ∈ Hn ∩ N s, причем
C1‖f‖Ns+1 ≤ ‖f‖Ns + ‖∇f‖Ns ≤ C2‖f‖Ns+1 .

2. Пусть s ∈ S−, f ∈ N s−1, g ∈ Hn и |g| < |f |. Тогда g ∈ N s−1 и ‖g‖Ns−1 ≤ C‖f‖Ns−1 .

3. Пусть s ∈ S−, s + 1 ∈ S, j ∈ N, f ∈ H ∩ N s−j+1. Тогда (1 − r2)jf ∈ N s+1 и
‖(1 − r2)jf‖Ns+1 ≤ C(j)‖f‖Ns−j+1 .

4. Пусть s ∈ S−, s + 1 ∈ S. Оператор

Df(x) =
1

ρ2(x)µD(x, ρ(x)/2)

∫
|y|<ρ(x)/2

|f(x + y) − 2f(x) + f(x − y)| dµ(y)

действует из Hn ∩ N s+1 (с нормой ‖ · ‖Ns+1) в N s−1 и ограничен.

5. Пусть s ∈ S, f ∈ H ∩ N s. Тогда ‖f | L1(1
2Dm)‖ ≤ C‖f‖Ns .

6. Пусть s ∈ S−, s+1 ∈ S, 1 ≤ λ ∈ R.ОператорRλf(r, θ) = r−λ
∫ r
0 rλ−1

1 f(r1, θ) dr1 действует
из H ∩ N s−1 (с нормой ‖ · ‖Ns−1) в N s и ограничен.

Заметим, что f ∈ H ⇒ Rλf ∈ H, а обратный к Rλ оператор имеет вид

r1−λ ∂

∂r
(rλf) = λf + r

∂f

∂r
= λf + x1

∂f

∂x1
+ . . . + xm

∂f

∂xm
.

Следующее условие относится только к полианалитическим функциям.

7. Пусть s + 1 ∈ S, k ∈ N, φ ∈ A1 и zkφ ∈ N s. Тогда φ ∈ N s и ‖φ‖Ns ≤ C(k)‖zkφ‖Ns .

Теорема 1. Пусть выполнены условия 1–7, функция f ∈ An(D2)∩N s, функции fk, φk, P

взяты из разложения (2). Тогда

fk ∈ N s ∀k = 0, . . . , n − 1 , φk ∈ N s−k ∀k = 0, . . . , n − 1 ,

причем

C1(m,n, s)‖f‖Ns ≤
n−1∑
j,k=0
j<k

|ajk| +
n−1∑
k=0

(
‖fk‖Ns + ‖φk‖Ns−k

)
≤ C2(m,n, s)‖f‖Ns , (4)

где ajk — коэффициенты многочлена P .

Для доказательства аналогичного утверждения для полигармонических функций придется,
естественно, потребовать выполнения дополнительного условия, усиливающего условие 6 (см.
ниже замечание 4).

6′. Пусть s ∈ S−, s+2 ∈ S. Оператор Rλ, 1 ≤ λ ∈ R, действует из H∩N s (с нормой ‖ ·‖Ns)
в N s+1 и ограничен.

Некоторые из вышеперечисленных условий схематично представлены на рисунке.

Теорема 2. Пусть выполнены условия 1–5, 6′, функция f ∈ Hn(Dm)∩N s, функции fk, φk

взяты из разложения (1). Тогда

fk ∈ N s ∀k = 0, . . . , n − 1 , φk ∈ N s−k ∀k = 0, . . . , n − 1 ,

причем

‖f‖Ns ≤
n−1∑
k=0

(
‖fk‖Ns + ‖φk‖Ns−k

)
≤ C(m,n, s)‖f‖Ns . (5)
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Схематическое представление условий 1 (а), 3 (б), 4 (в), 6 (г), 6′ (д)
при S− = (−∞, 0), S+ = [0,∞)

Замечание 1. Легко проверить, что условия 1–7 выполнены для пространств Ms при
естественном введении нормы в них (S− = (−∞, 0), S+ = [0,+∞)) и теорема A следует
из теоремы 1. Однако условие 6′ не выполняется, что следует, например, из второй части
теоремы B и теоремы 2. Также легко проверить условия 1–5, 6′, 7 для пространств M̃ s

(S− = (−∞,−1), S+ = [−1,+∞)) с естественной нормой, откуда следует теорема C.

Замечание 2. Следует отметить, что при выполнении условий теоремы 2 оператор Rλ

осуществляет изоморфизм между пространствами Hn ∩ N s−2 и Hn ∩ N s−1 для любого s ∈ S.
К сожалению, этот оператор “перемешивает” компоненты полигармонической функции, но
старшая компонента образа определяется только старшей компонентой прообраза (этого
часто достаточно для переноса каких-либо свойств “вдоль” семейства {N s}). Кроме того,
Rλ является мультипликатором рядов Тейлора с центром в 0: коэффициент ряда Тейлора при
действии этого оператора умножается на 1

k+λ , где k — степень одночлена, при которой стоит
этот коэффициент.

Замечание 3. Вместо непрерывного промежутка S = (−∞, a] можно рассматривать
дискретный промежуток S = {. . . , a − 2, a − 1, a} или даже произвольное множество S ⊂ R

с условием s ∈ S ⇒ (s − 1) ∈ S. При этом ни формулировки, ни доказательства
существенным образом не меняются.

Доказательство теорем 1, 2 основано на идеях работ [2, 3], поэтому мы приводим
его, опуская некоторые подробности. Чтобы было проще следить за ходом доказательства,
можно вместо N s проводить все рассуждения для конкретных пространств (например, M̃ s).
Отметим также, что левые оценки в (4) и (5) очевидны.

Пусть ν — (m − 1)-мерная лебегова мера на сфере S = S(x0, R). Тогда для функции φ,
гармонической на замкнутом шаре D(x0, R), по теореме о среднем имеем

∂2φ

∂xi∂xj
(x0) =

1
νS(x0, R)

∫
S(x0,R)

∂2φ

∂yi∂yj
(y) dν(y) .
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Отсюда

1
R4µD(x0, R)

∫
D(x0,R)

(R2 − |y − x0|2)2 ∂2φ

∂yi∂yj
(y) dµ(y) =

=
1

R4µD(x0, R)

R∫
0

(R2 − r2)2
∫

S(x0,r)

∂2φ

∂yi∂yj
(y) dν(y) dr = C

∂2φ

∂xi∂xj
(x0)

и
∂2φ

∂xi∂xj
(x0) =

C1

R4µD(x0, R)

∫
|y|<R

∂2

∂yi∂yj
(R2 − |y|2)2[φ(x0 + y) − φ(x0)] dµ(y) . (6)

Обозначим через I выражение в правой части (6), а через Ĩ то же выражение, где вместо
φ(x0 + y) стоит φ(x0 − y). С помощью замены переменных легко убедиться, что I = Ĩ. Теперь

из равенства
∂2φ

∂xi∂xj
(x0) =

1
2
(I + Ĩ), полагая R = ρ(x0)/2, получаем

∣∣∣∣∣ ∂2φ

∂xi∂xj
(x)

∣∣∣∣∣ ≤ CDφ(x) , i, j = 1, . . . ,m , x ∈ Dm . (7)

Далее,

∇φ(x) = ∇φ(0) +
r∫

0

∂∇φ

∂r1
dr1 = ∇φ(0) + x1R1

∂∇φ

∂x1
+ . . . + xmR1

∂∇φ

∂xm
.

Так как |∇φ(0)| ≤ C1‖φ | L1(1
2D)‖ ≤ C2‖φ‖Ns (по условию 5), то отсюда следует (при

(s − 1) ∈ S− из условий 2, 4, 6 и оценки (7), а при (s − 1) ∈ S+ из условия 1), что

φ ∈ H1(Dm) ∩ N s ⇒ ∇φ ∈ N s−1 и ‖∇φ‖Ns−1 ≤ C‖φ‖Ns ∀s ∈ S . (8)

Из (8) вытекает следующее утверждение (j ∈ N):

φ ∈ H1(Dm) ∩ N s−j ⇒ (1 − r2)jφ ∈ N s и ‖(1 − r2)jφ‖Ns ≤ C‖φ‖Ns−j ∀s ∈ S . (9)

Действительно, при (s−1) ∈ S− это следует из условия 3, а при (s−1) ∈ S+ нужно рассмотреть
производные порядка l от функции (1−r2)jφ, где l взято из условия (s−l) ∈ S+, (s−l−1) ∈ S−,
и воспользоваться условием 1.

Лемма 1. Пусть f ∈ Hn(Dm). Тогда

∆n−1f(x) =
C

R2n−2
Dn−1

R f(x)

для любого R ≤ ρ(x)/n, где

DRf(x) =
1

µD(x,R)

∫
D(x,R)

[f(y) − f(x)]dµ(y) =
1

2µD(x,R)

∫
|y|<R

[f(x + y) − 2f(x) + f(x − y)]dµ(y) .

В работе [2] величина, аналогичная DRf , называется ореольной разностью функции f .
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Доказательство леммы 1. Запишем функцию f в виде f(x) =
∑n−1

k=0 r2kψk(x), ψk ∈ H
(см. (1)). Тогда

DRf(0) =
1

µD(0, R)

∫
D(0,R)

(
n−1∑
k=0

r2kψk(y) − f(0)

)
dµ(y) =

=
n−1∑
k=1

1
µD(0, R)

R∫
0

r2k
∫

S(0,r)

ψk(y) dν(y) dr =
n−1∑
k=1

ψk(0)
µD(0, R)

R∫
0

r2kνS(0, r) dr =
n−1∑
k=1

αkR
2kψk(0) .

Здесь αk — константы, зависящие только от размерности пространства m. Имеем ψ0(0) =
= f(0), ψ1(0) = β1∆f(0), . . . , ψn−1(0) = βn−1∆n−1f(0), где β−1

k = ∆kr2k = (2k)!!(m+2k−2)!!
(m−2)!! ,

k ∈ N, и

DRf(0) =
n−1∑
k=1

αkβkR
2k∆kf(0) .

Поскольку мы можем сдвигом любую точку перевести в 0, то это равенство справедливо во
всем шаре D:

DRf(x) =
n−1∑
k=1

αkβkR
2k∆kf(x) .

Записывая подобное равенство для Dn−1
R f и учитывая, что ∆kf ≡ 0 при k ≥ n, получаем

Dn−1
R f(x) = (α1β1)n−1R2n−2∆n−1f(x), откуда немедленно вытекает утверждение леммы 1. �
Из леммы 1 при R = ρ(x)/n и условий 2, 4 следует, что для s − 1 ∈ S−, f ∈ Hn ∩ N s

‖∆n−1f‖Ns+2−2n ≤ C‖f‖Ns . (10)

Теперь мы можем распространить утверждение (8) на все полигармонические функции.
А именно покажем справедливость следующего утверждения:

f ∈ Hn(Dm) ∩ N s ⇒ ∇f ∈ N s−1 и ‖∇f‖Ns−1 ≤ C1‖f‖Ns ∀s ∈ S . (11)

При s − 1 ∈ S+ это верно в силу условия 1. Пусть s − 1 ∈ S−, f ∈ Hn ∩ N s. Тогда из (10)
∆n−1f ∈ N s−2n+2. Согласно [3, лемма 2] имеем

φn−1(r, θ) = (−1)n−1 r2−n−m/2

4n−1(n − 1)!

r∫
0

dr1 . . .

rn−2∫
0

r
m/2−1
n−1 ∆n−1f(rn−1, θ) drn−1 , (12)

т.е.
φn−1 = C(n)Rn−2+m/2Rn−3+m/2 . . .Rm/2∆

n−1f ,

и из условия 6 φn−1 ∈ N s−n+1. В силу (9) имеем fn−1 ∈ N s.Повторяя рассуждения для разности
f − fn−1 ∈ N s ∩ Hn−1, затем для f − fn−1 − fn−2 и т.д., получим φk ∈ N s−k, k = 0, . . . , n − 1.
Отсюда с учетом (8) и (9) ∇fk ∈ N s−1, k = 0, . . . , n − 1, ⇒ ∇f ∈ N s−1 и (11) доказано.

Для f ∈ An ∩ N s имеем

(−1)n−1(n − 1)!−1
(

∂

∂z

)n−1

f(z) = zn−1φn−1(z) + (−1)n
n−2∑
j=0

aj,n−1z
j ,
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т.е. aj,n−1 являются коэффициентами ряда Тейлора стоящей слева функции и оцениваются
(с помощью условия 5) через ее норму в N s−n+1 (а значит, в силу (11) и через норму f в N s).
Из (9), (11) и условия 7 следует утверждение теоремы 1 для последней компоненты φn−1. Для
остальных компонент справедливость утверждения теоремы 1 устанавливается с помощью
тех же индуктивных рассуждений, которые были использованы при доказательстве утверж-
дения (11).

Теперь достаточно показать, что условие 6′ выполняется для всех s ∈ S+, для которых
s+2 ∈ S, и тогда утверждение теоремы 2 можно получить в точности теми же рассуждениями,
что и при доказательстве случая s − 1 ∈ S− утверждения (11) (учитывая, что (10) верно для
всех s ∈ S в силу (11)).

Воспользуемся методом математической индукции. Пусть s ∈ S+, для s − 1 условие 6′

выполнено и f ∈ H ∩ N s, тогда в силу условия 1 и оценки (11) имеем

‖Rλf‖Ns+1 ≤ C‖Rλf‖Ns + C‖∇Rλf‖Ns ≤ C1‖f‖Ns−1 + C‖Rλ+1∇f‖Ns ≤

≤ C1

∥∥∥∥∂(x1f)
∂x1

− x1
∂f

∂x1

∥∥∥∥
Ns−1

+ C2‖∇f‖Ns−1 ≤ C3‖x1f‖Ns + C3‖∇f‖Ns−1 ≤ C4‖f‖Ns .

Использованное здесь тождество ∇Rλf ≡ Rλ+1∇f проверяется применением к обеим частям
оператора R−1

λ+1, явный вид которого дан в конце формулировки условия 6. Доказательство
теоремы 2 закончено.

Замечание 4. Выполнение условий 1–5, 6′ влечет выполнение условий 6, 7. Это следует,

например, из тождества φ ≡ 1
2
R2

1

(
∂2

∂z2
(z2φ) + z

∂2

∂z2
(zφ)

)
для φ ∈ A1(D2) и из доказанной

ограниченности оператора Rλ и оператора дифференцирования (см. (11)). Само же это

тождество следует из тождества
∂

∂z
(zφ) =

∂

∂r
(rφ) для φ ∈ A1(D2).

2. ПРОСТРАНСТВА НИКОЛЬСКОГО ПОЛИГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Для измеримой функции f на Dm и s ≤ 0 положим Dδ := {x ∈ Dm | |x| < 1 − δ},
Dh := {x ∈ Dm | |x + h/2| < 1 − |h|},

‖f‖p,s =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
sup
δ>0

{δ−s‖f | Lp(Dδ)‖}, s < 0,

sup
h∈Rm, h �=0

{‖�1
hf | Lp(Dh)‖} + sup

δ>0
{| ln δ|−1‖f | Lp(Dδ)‖}, s = 0.

Лемма 2. Если в качестве пространств N s взять пространства Hs
p при s > 0 и

пространства измеримых функций с конечной нормой ‖ · ‖p,s при s ≤ 0, то условия 1–5, 6′, 7
будут выполнены при 1 ≤ p ≤ ∞, S− = (−∞, 0] и S+ = (0,+∞).

Доказательство. Условия 1, 2, 5, очевидно, выполнены.
Проверим выполнение условия 3. С помощью интегрирования по частям (p < ∞) имеем⎛⎜⎝ ∫

|x|<1−δ

(1 − |x|2)p|f |p dµ

⎞⎟⎠
1/p

≤

≤

⎛⎜⎝ ∫
|x|<1/2

|f |p dµ

⎞⎟⎠
1/p

+ 2δ

⎛⎜⎝ ∫
|x|<1−δ

|f |p dµ

⎞⎟⎠
1/p

+

⎛⎜⎝ 1−δ∫
1/2

∫
|x|<σ

|f |p dµ d
[
(1 − σ2)p

]⎞⎟⎠
1/p

, (13)
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откуда при s < 0 получаем ‖(1−r2)f‖p,s ≤ C‖f‖p,s−1 (при p = ∞ последняя оценка очевидна).
Оценка последнего члена в (13) производится с помощью замены переменной интегрирования
σ̃ = (1 − σ2)p. Из оценки (13) для любого s, −1 < s ≤ 0, имеем ‖(1 − r2)f‖Lp(D) ≤ C‖f‖p,s.
Далее для 0 ≤ s < 1

⎛⎜⎝ ∫
|x|<1−2|h|

|�1
h(1 − |x|2)f |p dµ

⎞⎟⎠
1/p

≤

≤ 2|h|

⎛⎜⎝ ∫
|x|<1−|h|

|f |p dµ

⎞⎟⎠
1/p

+ 2

⎛⎜⎝ ∫
|x|<1−|h|

(1 − |x|2)p|f |p dµ

⎞⎟⎠
1/p

,

откуда ‖(1 − r2)f‖Hs
p
≤ C‖f‖p,s−1 при 0 ≤ s < 1 (то, что интегрирование в левой части

проводится не по всей области, где �1
h(1 − r2)f отлично от нуля, сказывается лишь на

значении константы C). Оценивая �2
h(1 − r2)f через |h|2f , |h|�1

hf и (1 − r2)�1
hf и используя

неравенство (13) для �1
hf вместо f , получаем ‖(1 − r2)f‖H1

p
≤ C‖f‖p,0. Условие 3 выполнено.

Проверим выполнение условия 4. Заметим, что оператор f(x) → ρ2(x)Df(x) ограничен в
Lp(D), 1 ≤ p ≤ ∞ (при p > 1 это следует из свойств максимальной функции Харди–Литлвуда,
а при p = 1 доказывается переменой порядка интегрирования). Для s < 0 отсюда сразу
получаем ‖Df‖p,s−2 ≤ C‖f‖p,s. Далее, для 0 < s ≤ 1 с помощью неравенства Минковского
для интегралов имеем

‖Df‖p,s−2 ≤

≤ sup
δ>0

∫
|y|=1/2

2mδ2−s

⎡⎢⎣ ∫
|x|<1−δ

ρ−2p(x)
1∫

0

|�2
ρ(x)ytf(x − ρ(x)yt)|p dt dµ(x)

⎤⎥⎦
1/p

dν(y) ≤

≤ C sup
δ>0, |y|=1/2

δ2−s

⎡⎢⎣ 1∫
0

∫
|x|<1−max{δ,t}

ρ−2p−1(x)|�2
ytf(x − yt)|p dµ(x) dt

⎤⎥⎦
1/p

≤

≤ C sup
δ>0, |y|=1/2

δ2−s

⎡⎣⎛⎝ δ∫
0

δ−2p−1 +
1∫

δ

t−2p−1

⎞⎠ ∫
x∈Dm

|�2
ytf(x)|p dµ(x) dt

⎤⎦1/p

≤

≤ C sup
δ>0

δ2−s

⎡⎣ δ∫
0

δ−2p−1tsp dt +
1∫

δ

t(s−2)p−1 dt

⎤⎦1/p

‖f‖Hs
p
≤ 2C‖f‖Hs

p
.

Для s = 0 рассуждения аналогичны. Условие 4 выполнено.
Проверим выполнение условия 6′. Для гармонической функции f и s < 0 имеем

⎛⎜⎝ ∫
|x|<1/2

|Rλf(x)|p dµ

⎞⎟⎠
1/p

≤ sup
|x|<1/2

|f(x)| ≤ 4m

⎛⎜⎝ ∫
|x|<3/4

|f |p dµ

⎞⎟⎠
1/p

≤ C‖f‖p,s .
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Замечая, что |Rλf | < R1|f |, и используя неравенство Гёльдера, получаем

δ−s

⎛⎜⎝ ∫
1/2<|x|<1−δ

|Rλf(x)|p dµ

⎞⎟⎠
1/p

≤

≤ δ−s

⎛⎜⎜⎝ ∫
1/2<|x|<1−δ

|x|−p

|x|∫
0

((1 − t)α|f(t, θ)|)p dt

⎛⎜⎝ |x|∫
0

(1 − t)−αp′ dt

⎞⎟⎠
p/p′

dµ

⎞⎟⎟⎠
1/p

≤

≤ 2δ−s

⎛⎜⎝ ∫
1/2<|x|<1−δ

(1 − |x|)p−1−αp

|x|∫
0

((1 − t)α|f(t, θ)|)p dt dµ

⎞⎟⎠
1/p

≤

≤ 2δ−s

⎛⎜⎝ 1−δ∫
0

∫
t<|x|<1−δ

((1 − t)α|f(t, θ)|)p(1 − |x|)p−1−αp dµ dt

⎞⎟⎠
1/p

≤

≤ Cδ−s

⎛⎜⎝ ∫
1/2<|y|<1−δ

(1 − |y|)p|f(y)|p dµ

⎞⎟⎠
1/p

+ C sup
|y|<1/2

|f(y)| ≤ C1‖f‖p,s−1 .

Здесь p < ∞, 1/p′ = 1 − 1/p, α ∈ R, 1/p′ < α < 1. При p = ∞ рассуждения проще.
В последнем неравенстве мы использовали уже доказанное условие 3. Таким образом оценка
‖Rλf‖p,s ≤ C1‖f‖p,s−1 при s < 0 доказана. Пусть теперь 0 ≤ s < 1. Тогда для f ∈ H

|h|−s

⎛⎜⎝ ∫
|x|<1−2|h|

|�1
hRλf(x)|p dµ

⎞⎟⎠
1/p

≤ |h|1−s

⎛⎜⎝ ∫
|x|<1−|h|

|∇Rλf(x)|p dµ

⎞⎟⎠
1/p

=

= |h|1−s

⎛⎜⎝ ∫
|x|<1−|h|

|Rλ+1∇f(x)|p dµ

⎞⎟⎠
1/p

≤ C‖∇f‖p,s−2 ≤

≤ C1|∇f(0)| + C1‖Df‖p,s−3 ≤ C2‖f‖p,s−1 .

Здесь мы использовали неравенство (7), следующее за ним равенство для градиента функции
и уже доказанное условие 6′ при s < −1. Рассуждения для s = 1 аналогичны. Проверка
выполнения условия 6′ закончена.

Условие 7 выполнено в силу замечания 4, и лемма доказана.

Лемма 3. Если f ∈ Hn ∩ Hs
p, 1 ≤ p ≤ ∞, то при s ≤ 0

C1‖f‖Hs
p
≤ ‖f‖p,s ≤ C2‖f‖Hs

p
.

Доказательство. Если f ∈ Hn и ‖f‖p,s ≤ ∞, s ≤ 0, то R[−s]+1
1 f ∈ H

1−{−s}
p в

силу замечания 2. Обратный оператор (R−1
1 )[−s]+1 есть дифференциальный оператор порядка

[−s] + 1 с гладкими коэффициентами, откуда вытекает левая оценка в лемме 3.
Пусть теперь φ ∈ H∩Hs

p, s ≤ 0. По определению φ представима в виде φ =
∑

|α|≤[−s]+1 φ
(α)
α ,

где φα ∈ H
1−{−s}
p (см. (3)). Но тогда она представима в виде φ =

∑
|α|=[−s]+1 ψ

(α)
α , где
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ψα ∈ H
1−{−s}
p , причем

∑
|α|=[−s]+1 ‖ψα‖H

1−{−s}
p

≤ C
∑

|α|≤[−s]+1 ‖fα‖H
1−{−s}
p

. Мы покажем, что

если [−s] + 1 = 2l — четное число, то

|φ(x)| ≤ C(l)
∑

|α|=[−s]+1

1
(ρ(x))2l−2

Dψα(x) , x ∈ D . (14)

При четных [−s] + 1 в силу условия 3, доказанного в лемме 2, отсюда будет следовать, что

‖φ‖p,s ≤ C
∑

|α|≤[−s]+1

‖fα‖H
1−{−s}
p

. (15)

Если [−s] + 1 нечетно, то для доказательства (15) достаточно применить (14) к производным
первого порядка функции φ (в силу гармоничности они совпадут с обобщенными производ-
ными) и затем воспользоваться, например, условием 6′ для пространств из леммы 2 с нор-
мой ‖ ·‖p,s. Для f ∈ Hn∩Hs

p , s ≤ 0, имеем ∆n−1f ∈ H и в силу (15) ‖∆n−1f‖p,s+2−2n ≤ C‖f‖Hs
p
.

Объединяя лемму 2 и формулу (12), получим для старшей компоненты ‖fn−1‖p,s ≤ C‖f‖Hs
p
.

С учетом уже доказанной левой оценки из леммы 3 рассмотрим разность f − fn−1 ∈ Hs
p и,

повторяя для нее наши рассуждения, придем к утверждению леммы 3.
Докажем, наконец, неравенство (14). Воспользуемся тем же приемом, что и в (6). Если

φ ∈ H, то согласно теореме о среднем (k = 0, 1, . . .)

φ(0) =
C(k)

R2kµD(0, R)

∫
D(0,R)

(R2 − |y|2)kφ(y) dµ(y) .

Если теперь φ ∈ H, φ =
∑

|α|=[−s]+1 ψ
(α)
α , ψα ∈ C∞(Dm), [−s] + 1 = 2l — четное, то,

интегрируя по частям, получим

φ(0) =
∑

|α|=[−s]+1

C(l)
R4lµD(0, R)

∫
D(0,R)

∂2l(R2 − |y|2)2l

∂y(α)
[ψα(y) − ψα(0)] dµ(y) .

Производная в подынтегральном выражении представляет собой многочлен степени 2l, кото-
рый тривиально оценивается через R2l. В силу четности этого многочлена при интегрировании
ψα(y) и ψα(−y) встретятся с одинаковыми весами, и мы можем первую разность [ψα(y)−ψα(0)]
заменить на вторую разность 1

2 [ψα(y)−2ψα(0)+ψα(−y)]. Переходя от точки 0 к произвольной
точке x ∈ Dm и полагая R = ρ(x)/2, приходим к (14). Лемма 3 доказана.

Следующая теорема вытекает из лемм 2, 3 (в силу теоремы 2).

Теорема 3. Пусть f ∈ Hn(Dm)∩Hs
p , 1 ≤ p ≤ ∞, s ∈ R, fk, φk взяты из разложения (1).

Тогда

fk ∈ Hs
p ∀k = 0, . . . , n − 1 , φk ∈ Hs−k

p ∀k = 0, . . . , n − 1 ,

причем

‖f‖Hs
p
≤

n−1∑
k=0

(
‖fk‖Hs

p
+ ‖φk‖Hs−k

p

)
≤ C(m,n, p, s)‖f‖Hs

p
.

В заключение приведем еще один результат, полученный с помощью теоремы 2. Пусть
Lp,s — пространство измеримых функций на Dm, суммируемых с p-й степенью с весом ρ−ps,
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с нормой

‖f‖Lp,s =

⎛⎝∫
D

(ρ(x))−ps|f(x)|p dµ

⎞⎠p

< ∞ .

При p = ∞ полагаем

‖f‖L∞,s = ess sup
x∈D

{(ρ(x))−s|f(x)|} .

Теорема 4. Пусть 1 ≤ p ≤ ∞, s < 1 + 1/p. Тогда для всех f ∈ Hn(Dm) справедливы
неравенства

‖f‖Lp,s ≤
n−1∑
k=0

(
‖fk‖Lp,s + ‖φk‖Lp,s−k

)
≤ C(m,n, p, s)‖f‖Lp,s ,

где fk, φk взяты из разложения (1).

Доказательство. Положим S− = (−∞, 1/p), S+ = [1/p, 1 + 1/p) и проверим выполнение
условий 1–5, 6′. Условия 1–3, 5, очевидно, выполнены. Проверим выполнение условия 4. Как
уже отмечалось при доказательстве теоремы 2, оператор 1

µD(x,ρ(x)/2)

∫
D(x,ρ(x)/2) |f | dµ ограничен

в Lp(Dm), 1 ≤ p ≤ ∞. Отсюда при s < 1 + 1/p

‖Df‖Lp,s−2 = ‖ρ2−sDf‖Lp ≤ C

∥∥∥∥∥ 1
µD(x, ρ(x)/2)

∫
D(x,ρ(x)/2)

ρ−s|f | dµ

∥∥∥∥∥
Lp

≤ C1‖f‖p,s .

Проверим выполнение условия 6′. Пусть s < 1/p, f ∈ H. Используя неравенство Гёльдера
и меняя порядок интегрирования, получаем

‖Rλf‖p,s ≤ 2 sup
|x|<1/2

|f(x)| + 2

⎛⎜⎝ ∫
1/2<|x|<1

(ρ(x))−sp

⎛⎜⎝ |x|∫
0

|f(t, θ)| dt

⎞⎟⎠
p

dµ

⎞⎟⎠
1/p

≤

≤ 2 sup
|x|<1/2

|f(x)| + 2

⎛⎜⎝ ∫
1/2<|x|<1

(ρ(x))p−1−αp−sp

|x|∫
0

|f(t, θ)|p(1 − t)αp dt dµ

⎞⎟⎠
1/p

≤

≤ C sup
|x|<1/2

|f(x)| + C

⎛⎜⎝ ∫
1/2<|y|<1

(ρ(y))p−sp|f(y)|p dµ

⎞⎟⎠
1/p

≤ C1‖f‖p,s−1 .

Здесь α ∈ R, 1/p′ < α < 1 − s. Условие 6′ выполнено, и в силу теоремы 2 теорема 4 дока-
зана. �

Отметим, что теорема 2, по-видимому, может быть использована при изучении про-
странств типа Харди и типа Кампанато полигармонических функций на единичномшаре. При
m = 2 разложение (1) справедливо для всех связных областей, содержащих 0 [11, 12]. Вероятно,
то же верно для областей со связным дополнением в R

m при m ≥ 3. Однако для нешаровых
областей компоненты разложений (1), (2) перестают вести себя “хорошо” вблизи границы.
Для полианалитических функций на областях с аналитической границей выход состоит в
использовании разложения по степеням функции Шварца [1, 2, 4] вместо степеней |z|2. Не
ясно, можно ли что-то сделать для полигармонических функций на нешаровой области.
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