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; Исследуется задача реконструкции управлений в параболических уравнениях по результатам 
неточных измерений фазовых состояний. Указываются устойчивые к погрешностям вычис­
лений алгоритмы ее решения, которые основаны на сочетании принципа управления с моде­
лью и метода сглаживающего функционала. Предлагаемые алгоритмы используют конечно­
мерные модели, сконструированные с помощью аппарата внутренней аппроксимации беско­
нечномерных пространств. 

1. В В Е Д Е Н И Е 

Рассматривается задача динамической реконструкции управлений в параболических уравне­
ниях по результатам неточных измерений фазовых состояний. Эта задача активно изучается в 
последние годы [1], [2]. Она вкладывается в проблематику обратных задач динамики управляе­
мых систем, которые состоят в нахождения неизвестных входов по измерениям их выходов. 

В [3] был предложен подход к построению позиционных алгоритмов восстановления управ­
лений в конечномерных динамических системах. При этом приведен метод динамического вос­
становления минимального по норме управления в случае измерения полного вектора состоя­
ния. Этот подход эффективно применялся при исследовании динамических обратных задач для 
широкого класса управляемых систем, описываемых как обыкновенными дифференциальными 
уравнениями (см. [4], [5]), так и различными уравнениями математической физики и механики. 
С позиций указанного подхода была исследована, в частности, задача динамической идентифи­
каций старших коэффициентов в параболических и гиперболических уравнениях [6]—[10]. В на­
стоящей работе продолжено исследование этой задачи. М ы приводим устойчивые к информаци­
онным помехам и погрешностям вычислений конечношаговые алгоритмы е е решения. В отли­
чие от изложенных ранее в работах [6]—[10] процедур решения подобной задачи, предлагаемые 
алгоритмы используют конечномерные модели, сконструированные с п о м о щ ь ю аппарата внут­
ренней аппроксимации бесконечномерных пространств [11], [12]. Работа построена следующим 
образом. Сначала приводится содержательная постановка обсуждаемой задачи. З а т е м дается е е 
математическая формализация и указывается алгоритм решения. В заключительной части ста­
тьи о б щ и е конструкции конкретизируются для одномерного случай. 

2. П О С Т А Н О В К А З А Д А Ч И 

Пусть (Я, Н # ) - действительное гильбертового пространство, отождествляемое со своим со­
пряженным: Я = Я * ; (V, || • ||) - сепарабельное и рефлексивное банахово пространство, Vвложено 
в Я плотно и непрерывно; (£/, || • \\ v) - равномерно выпуклое сепарабельное банахово пространст­
во. 

Рассмотрим управляемую систему, динамика которой задается уравнением 

х ( 0 = B{x(t))u(t) + Bx(x(t)) + f{t), x(t0) = X0G V, Т = [ r 0 , f l ] , (2.1) 

где 

w ( - ) e UtQ^ = {u(-)e L 2 ( 7 ; U): u(t)e P{ при п. в. te Г } , 

Px с U - выпуклое ограниченное множество, В(х) - семейство операторов, удовлетворяющих 
следующему условию. 

^ Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (код 
проекта 096-01-0846). 
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Условие А» 1. Отображение В(х): U — • У * линейно VJC е V. 

24{В(х)-В(у)}4у.йШ-М4и V I J G V , иеР. 

3. \\B(x(t))u\\ v . < ф х ( . ) ( 0 М 1 £ / при п. в. £ G Т Уие Р , *(•) е L 2 ( T ; V) (ф х ( 0(.) G L 2 ( 7 ; R ) ) . 

4. D ( B ( J C ) ) = D c [ / V J C G V , P C D . 

5. Если — * и(-) слабо в ^ ( Г ; £/), щ(-)9 и(-) е £/,о, 0 , то B^ufc) —- B^ui-) *-слабо в L^T; V*) 

V x O G ^ ( Г ; V ) . 

Здесь Р - замыкание множества Р ^ Р = P i ; Д О - заданное возмущение, т.е. функция со свой­
ствами Д - ) » / X е ) е ЩТ; Н)> оператор 

Я х ( .>и(-): Ь 2 ( Г ; [/) — L 2 ( T ; V*) VJC(-) е L 2 ( 7 ; У) 

задается по правилу 

(Bx()u('))(t) = fi(jc(0M*) п р и п . в. te Т. 

Семейство операторов В{(-): V — * V* обладает свойством 

iB^-B^y^uL^x-Av V x , y e V , 5 , ( 0 ) = 0. 

Решением (2.1), порожденным управлением w(-) G называется функция *(•) = х(-\ и(-)) е 

G W(T; V*) = (w(-) G 1^(Г; V): w/ - ) G /^(Г; У*)}, удовлетворяющая (2.1). В дальнейшем считаем, 
что истинное (неизвестное нам) управление и(-) порождает единственное решение х(-) - х(-; и(-)) 
системы (2.1). 

Обсуждаемая задача состоит в следующем. Имеется динамическая система (2.1), функциони­
рующая на промежутке времени Т, на которую действует неизвестное управление и = и(-) G 

G Ut d . В дискретные, достаточно частые моменты времени т, G А = {т,}™= 0 , i = 0, m - 1 (т,- -
= ^ _ 1 + 8, т 0 = f0, i m - замеряется (с ошибкой й) реализация JC(0, t е (т,_ b xj, траектории *(•). 
Требуется построить алгоритм, который по текущим измерениям х(-) "в реальном времени" вос­
станавливает некоторое управление и*( ) , порождающее траекторию ;с(). Так как точное вос­
становление истинного управления невозможно, с одной стороны, в силу неточности измерений, 
а с другой - в силу неединственности управления и(-) е f/,o ^, п о р о ж д а ю щ е г о JC(-), ТО потребуем, 
чтобы алгоритм формировал некоторое приближение uh(-) одного из управлений «*(•), порожда­
ющих выход х(-) = х(-\ и*0))- Это приближение uh(-) должно быть таким, чтобы отклонение uh(-) 
от и*( ) б ы л о "мало" в метрике пространства L^T; U) при достаточной малости измерительной 
погрешности /1. 

В качестве первого примера м о ж н о указать задачу реконструкции матрицы a(0)(i>, Г | ) = 

= {afj(t, Т| ) } * , / = 1 неизвестных коэффициентов в параболическом уравнении 
п 

х>(*>ю- £^ { [ 4 ! ) ( л ) + ^ ) а л ) К ( т 1 ) > л , = / с л ) . (2.2) 

( r , r | ) G r x n , JC = 0 на Г х Г , x ( f 0 ) = х0. 
Здесь О G М" - односвязная область с достаточно гладкой границей Г. Решение уравнения х(-) = 

= JC(-; а(-)) однозначно определяется матрицей коэффициентов a(t9 Г | ) = {a(

kl\t, Т | ) + а[\\г\)}п

к>/= г . 

Э т о решение, а также матричная функция cP\t, Г|) неизвестны. Известно лишь, что в каждый мо­

мент t G Г функция a ( 0 ) (f) = aP\t, r|), Г | G О, принимает значения из множества Р* с 1^(й; IR n x n ) . 

Кроме того , часть коэффициентов, а именно матрица - { f l j^Cn) }*, / = i > также известны. В те­
чение промежутка времени Тпоступает текущая информация о JC(). Именно в моменты т, G А 
осуществляются неточные замеры состояния x(xt) или его предыстории x(t)91 е (т,_ ь т7]. Задача 
состоит в построении устойчивого к информационном помехам и погрешностям вычислений ал­
горитма, позволяющего по результатам измерений синхронно с развитием процесса восстанав­
ливать некоторую матрицу а ( 0 ) ( ) коэффициентов, п о р о ж д а ю щ у ю движение JC() . 
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Пусть, например, матрица я(0)0, Г | ) диагональная, а(

к1* О, Г | ) = 0, к Ф I, причем элементы ak(t, ц) = 
= а{

кк (t9 г\) удовлетворяют неравенствам 

0<ak<ak(t,T])<$k п р и п . в . ( i*,r |)e TxQ. (2.3) 

В э т о м случае удобно считать wfc(r|) = -ак(ц), ц е П, Р = Р* = {ик(ц): -$к < ик(ц) < -ак при п. в. 

Г | е Щ с U = LiiQ Rn). Уравнение (2.2) м о ж е т быть записано в операторной ф о р м е в виде урав­

нения (2.1). При э т о м Я = ^(£2) , У = Hl

0(Q), семейство операторов В(х): U — - У* = Н~1(0) имеет 

вид 

п 

(В(х)щу) = Л ^ ( Л К Д Л ) ^ ( Л ) ^ Л V x , y e У, 

а семейство операторов Bi(x): V — У * - вид 

Л, / = 1 

П р и выполнении неравенств (2.3) выполнено условие А , п. 1, если D = L^Q,; Rn). 

В т о р о й пример - задача реконструкции распределенных и граничных управлений в системе 

xt(t,y\)-Ax(t,J\) = / а л ) + " 1 ( ' , Л ) , С > Л ) е ТхП, 

dx(t, о)/дп + p(x(r, а)) = u2(t, а), (t, о) е ТхГ. 

Здесь д/дп - производная по внешней нормали, А - оператор Лапласа, (3(z) = dv(z)/dz, v: U —U -
выпуклая дифференцируемая функция с липшицевой производной (3(), символ у (а ) означает 
след функций у(л) G У = Я ^ Ц ) на Г. В этом случае Я = L^Q), и = ( и ь и2), U = L^Q) х ^ ( Г ) , 

m 

(ВЛ*),У) = J,jx^)y^)dr\ + JHx(o)Mo)do Vx,yeV. 

Семейство операторов В(х) не зависит от х: В(х) = В, 

(Вщу) = |^!(л)у(л)^Л + §u2(c)y(G)do V y e У. 
Q Г 

3. А Л Г О Р И Т М Р Е Ш Е Н И Я 

Перейдем к описанию алгоритма решения рассматриваемой задачи. Пусть тройки {У е , р е , г е } 
и {Us, q£, se] (г е Я 0 - некоторая окрестность нуля в Ш8) образуют внутренние аппроксимации 
пространств У и U (см. [11], [12]), т.е. верно следующее: 

1) У£> f / e - к о н е ч н о м е р н ы е пространства с нормами || || е и ЦЦ^ , индуцированными нормами | | | | 
и 11-11,;: ' 

Ы1. = Ы 1 V ) > e V £ , \\u\\Ut = \\qM\a V M G f / e ; 

2) Ре' У £ — ^ У и qz: Ut -—• f/ - линейные непрерывные операторы, г е: У — • У е и .уе: [/ — 1 / е — 
линейные операторы; 

3) РггеУ — * ~ у в У при 8 —^ 0 Vy G У ь У1 - плотное в У подпространство; 

4 ) Ц ( / - ^ > | | ^ < ^ ( Е ) ^ 0 при 8 — OVWG PV 

В пространстве У вводятся также норма | - | е и скалярное произведение (•, ) Е , индуцированные 
нормой | • | я и скалярным произведением (•, ) я : 

Ыг=\РгУ\н> (У>*)г = (РгУ>Ре*)н Vy, Z G У £ , 
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а в пространстве V* вводятся а-норма | | | | а и отвечающее ей скалярное произведение ) а : 
1/2 

/ оо \ оо 

S/= ] / ;=i 

где (•, •> - двойственность между V и V*, { со^}~ = , - совокупность элементов со свойствами ю, е 
е Vb ЦсОуН = 1, линейные комбинации Cfy образуют всюду плотное в V множество, 

оо 

0 < OLj< 1, ^ а ) = К а < оо. 
7 = 1 

Заметим, что a-норма была введена в работе [13] для исследования задач позиционного уп­
равления. Для решения динамически обратных задач она впервые использовалась в [6], [8] , [9]. 
Среди свойств a-нормы отметим следующее: 

\\x\\a<K*\\x\\v> V X G . V * , (3.1) 

которое в дальнейшем играет важную роль. Здесь К* - постоянная, не зависящая от л:. 

Введем семейства операторов Я Д ) : £/ е — V E V ^ e У е и в[1) (•) е Ve: 

(Вг(£)иг9у)ъ = (B(p£)qtut9 ргу) V ^ , y e V £ , иЕе UE9 

(В™(£),у)л = (В^Рг&РгУ) V ^ y e Vt: 
Предположим, что заданы выпуклые, ограниченные и замкнутые множества QE с t / £ , такие, что 
верно следующее: 

5) %G2e, s£P{) = у(е) — • 0 при е —>- 0, где % - хаусдорфово расстояние между множествами, т.е. 

символ Qe(y) означает замкнутую у-окрестность множества <2 Е ; 

6)Щх)дги^йкМЬ*иАи V 8 G # 0 , V X G V , W £ G QE(y(e)). 

Пусть в моменты т, G Г, т , + 1 = т, + 8(A), 8(A) > 0, i = 1, m , т 0 = t0, хт = д замеряется с ошибкой 
проекция траектории x(t)9 t G ( T , _ I , T J , системы (2.1) на пространство V £ , т.е. вычисляется 
^т, т,-(0- Символ ^ а ^ ( ) означает функцию f G [Л, b]9 рассматриваемую как единое целое . 
Точность замеров определяется соотношением 

\\pMt)-x{t)\\<h9 * € ( V b T j . (3.2) 

В дальнейшем для простоты полагаем у ( 8 ) , h9 8(A) G ( 0 , 1 ) и считаем, что начальное состояние 
х0 известно. 

В о з ь м е м отображения a(A) G (0, 1) И 8(A) G Я 0 такие, что 

а (А)—н>0 , Ф ( А , 8 ( А ) , 8 ( А ) ) / а ( А ) — ^ 0 при А — 0 , е ( А ) — 0, (3.3) 
где 

Ф ( А , 8 , 8 ) = А + 8 + ц ( е ) + у ( 8 ) + | 1 1 ( 8 ) , 1Ц(е) = \\(p£rE-1)х0\\2. 
Введем конечномерную управляемую систему (модель): 

We(0 = 5 e ( ^ ( ^ - 8 ) ) ^ ( 0 + fie1)(^^-5)) + / 5 , e ( 0 ПрИП.В. fG" [Т„ в ] , W e ( 0 G V £ (3.4) 

с начальным состоянием we(x{) = £ 0 = r^. Е е решением является функция 

W £ ( . ) G W ! ' 2 ( 7 ; V E ) = { W ( . ) e L 2 ( 7 ; V E ) : W ( ( . ) G L 2 ( 7 ; V E ) } , 

которую в дальнейшем обозначим символом w £Q = w£(-; £(•), v £ (•)). Здесь f^(t) =/е(т,_ i), г G [Т,-, 
т/+ iL функция/ £ ( - ) G W1' 2(Г; Vg) задается по правилу 

( Л ( 0 , У ) = ( Л 0 , Р е У ) я VyG У £ п. в. г е Г. (3.5) 
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Управлять моделью будем по принципу обратной связи, разбив весь процесс на т - 2 однотипных 
шага. В течение /-го шага, осуществляемого на отрезке времени [xh xi+ J , выполняются следую­
щие операции. Сначала, в момент т,, i > 1, вычисляется управление vh

z (t) G UE91 е [xh + 

v * ( 0 = a r g ^ i g n ^ (3.6) 

где 

Shz&i-uWz(*i)) = 22a5(w e(t f.)-^_i ,r eCD 7-) er e(D ; , 

j = 1 

Z>i = ^(T-), N(h) таково, что J= N { h ) + 1 a] < h2. З а т е м пересчитывается фазовое положение модели, 
т.е. определяется состояние 

w e № + i ) = w e ( T f ) + J { B e ( ^ - S ) ) ^ ( T ) + fie

1)(^(T-6)) + Д е ( Т ) } А . 

т,-

Процесс заканчивается к моменту 
Обозначим через и*( ) минимальный по 1^(Г; £/)-норме элемент множества U(x(-)) = {v(-> G 

G С/*(Р): x(t) = jc(f; v Q ) Vr G Г} . Здесь C/*(P) = { v Q G L^P; t/): v(r) G P при п . в л е Г}. 
Теорема 1. Имеет место сходимость 

\\M')-U*(')\\L2(T,U)—"*0 npuh—^0, (3.7) 

zdeuh(r) = д е v e (Г) при п. е л G [т,, т,- + 8), i = 1, m - 1 , е = e(/i), 8 = 8(h), v e (t) = v 0 G ()г(у(г)) при п. в. 
te [ г 0 , т , ) . 

Справедливость теоремы следует из теоремы 2.2 в [14] и приведенных ниже лемм 1 и 3 
(см. также доказательство теоремы из работы [15]). 

Пусть { и \ - ) } с Ut д - множество функций со свойством 

\\u\')-u^)\\L2(T;U)<h. (3.8) 

Обозначим 

ф Л ( е ) = т а х _ | | ю 7 - - р е г е ю | , | |у | | а Л е = 
j = \,N(h) 

N(h) —i 1/2 

• 7 = 1 -

2> 
<У^> але = ]^а5<у,.р ег еш 7-><г,р ег е(0 7.>. V y , z G V*. 

7 = 1 

Заметим, что, в силу условия 3), 
ф Л (£ ) — • 0 при £ — • 0 V / I G ( 0 , 1 ) . (3.9) 

Лемма 1. Справедливо неравенство 
t 

Че(0 = | |Ре^ е (0 - Jc(r - 5)||^Ле + 0С(/г) J { | | ^ ( T ) | | ^ E - | |^ е ^(Т - 5)||^}^Т < fc0O(^, S, Е) Vf € 

Доказательство. Оценим изменение А,Л е(0 при изменении г. П о определению операторов Ве и 

В е

1 } , для л ю б ы х £ G V e , v G £/ е имеем 

( P E 5 e ( ^ ) v , / 7 e r e C 0 7 ) w = ( B e ( ^ ) v , r £ C 0 ; ) e = < B ( p £ ^ ) 9 e V , p e r e ( D y > , 

( P e S e 1 ^ ) , Р Л < » у ) л = ( ^ ( ^ Z e © y - ) e = (B{p£), p ^ ) . 
П о э т о м у при t G [xh xi+ J , г = 1, n - 1, 

U 0 = + + tf«(0, (3-11) 
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где 

| [ В ( Л $ ( Х - 6)) 9 e v£(x) - В(х(х - Ь))и*(х - 5 ) • 

+ Я, (рД(х - 5 ) ) - Вх(х(т - 5 ) ) + Р е / 8 Е ( т ) - / (х - 8) ]d% 

Ц?«(0 = Ц?(0 + а(А)А?(0, 

Л? ( 0 = J d y J w I a . - l ^ t - e f u , } ^ , 

И?(0 = | | [ В ( М ( ^ - 8 ) ) ^ ^ ( г ) - в ( д с ( т - 8 ) ) и . ( т - & ) + 

+ В,(рД(х - 6 ) ) - В,(х(т - 5 ) ) + /> Е/ 8 £(т) - / ( г - b)]dx, prf), 

7 = 1 

a/z£* 

Рассмотрим Ц?а(0> f G [т ь Ф]. Пусть | * | я < C 0 | M | Vx е У, ||х(-)Ис(г;я) ^ С 0- П о теореме Б а н а х а -
Штейнгауза, из свойства 3) следует. | | / ? e r e | | w . v ) - ^ * < +.°°.-Тогда, так как | | © Д = 1, имеем (р£Ге*о> 

pErE(Oj)H < K2*cl\\x0\\. В силу (3.2) и условия 6), при t е [т1? Ф] 

V* х, 
(3.12) 

< *[(Ц*(х - 5)|| + Л)||?е vh

t{x)\vd% < *(.С, + д - г р ) * е , 

С, = J||x(x)|| Jx, Ke = supiH^vJj,: v £е <2Е(у(е)), ее ( 0 , 1 ) } . 

'о 

Аналогичная оценка верна и для В{. Поскольку норма ||-||у порождена нормой \\-\\ и , т о %{qtQz, 

ЧеРеРд = Х(б е > SEP\)= Y( £)- Отсюда и из свойства 4) получаем 

/?G<sup{||^EM||Y + y(e): ие Р„ее ( 0 , 1 ) } < sup{||M||[/ + ц(е) + у(е): и е Р^ее ( 0 , 1 ) } < + ° ° . 

Следовательно, 

|(/>ewe.(0. Ре^СО^д! = 

Jfi0> e $(x^8))$ e v*(x)A 

V* 

| в , ( ^ ( х - 8 ) ) Л 
(3.13) 

Воспользовавшись соотношением (3.13), а также неравенством 

|(*(х,), per£(uj)H\ < С0||дг(-)11с(г;я)||РЛ<М < K*C0(f, (3.14) 
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P e V ? = 2 £a5(p ew e(x,)-x(x,_,), ptr£cdj)Hpere(uj 

<2 + 2 
N(h) 
£ a5(peWe(T,-), Ptrt^j)HPer£(Hj 
7 = 1 

Учитывая неравенство ||;c||v. < a||x|| V* e V, заключаем, что 

lk(v?-5 t e (^.„w e (x,))) | = 

У=1 

(3.15) 

= 2 
ЛГ(А) 

Р е £ a ? { ( P e w e ( t i ) ~ Р е ^ у ) / / ~ (w e (X,) - Г Е ( О у ) Е } г £ ( В ; 

7 = 1 
(3.16) 

= 2 
WW 

2 a ; ( P e £ < - 1 - * ( * / - 1 > > Р е ^ Ю ^ н Р б ^ С й у 

Нетрудно видеть справедливость равенства 

(3.17) 
У = 1 

где 

/ , ° ( 0 = (^B(x(x-b))[u\x-b)-u*(%-b)]dx,Pyj, 

4 ° ( 0 = | j [ B ( P e ^ - 8 ) ) M

A ( t - 8 ) - B ( x ( T - 5 ) ) M

/ , ( t - 5 ) ] ^ , p E v ^ 

4 ° ( 0 = | | в ( р Е ^ - 8 ) ) [ ( / - ^ Е ) м

Л ( т - 8 ) ] ^ ) Р е у ^ 

Л ° (0 = | | в ( р е $ ( х - 8 ) ) [ * е ^ ( х ) - ? е ^ ^ 

4°(г) = | Jfi(p E^(x - 8 ) ) [ * е vj(x) - * Л Л т - 8)]Л, р е5А £(^._ „ wE(x,))| + а(Л)Л?(0, 

4 ° ( 0 = | | [ л Д е ( 1 ) - / ( х - 8 ) ] Л , л у ? | , 

4 ° ( 0 = | j [ B , ( p e ^ - 8 ) ) - B , W t - 8 ) ) ] ^ , p e v J 

Учитывая условия А, пп. 1, 2, и неравенства (3.2), (3.8), (3.15), получаем 

J(l\t)<Kv j B ( x ( x - 8))[и*(х - 8) - и^х - 8)]Л < АГ^ф^^х - 5) | м

Л (х) - и*(х)\\^х, (3.18) < 
V* т. 
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выведем оценку 
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Jf{t) < Kv\L\p&(x - 8 ) - х(х - Щ\\и\х - 8)1 vdx <Kxh(t- г,), ( 3 . 1 9 ) 

где Кх = KvLd(Px), d(Px) = s u p d ! ^ : и e P,}. В свою очередь, в силу условий А, пп. 1 , 2 , и неравен­
ства ( 3 . 2 ) , 

| / 3 ( / ^ ( т - 8))и| у. < |[Д(х(т - 5) ) - Д (р е $(т - 8))]и| v . + |В ( * (т - 8))и| v . < Ф х ( ) ( т - 8)Ы| У 

VM е Р и п. в. х е [t,, Ф], 

Из ( 3 . 1 5 ) , ( 3 . 2 0 ) и свойства 4 ) следует 

( 3 . 2 0 ) 

4 ,°(0 < J[ZJ* + фх(.,(х - 8)]| |(/ - ^ е ) и * ( т - biaKydz < АГ#(е) |ф, (.,(т - 8 ) А . ( 3 . 2 1 ) 

Далее, имеем 
sup{|^e«Hi/: е е ( 0 , 1 ) , и е Р,} < sup{|My + -qts£)u\\u: е е ( 0 , 1 ) , и е РХ}<КР, 

гдеКР = d(Px) + sup{|x(e): е е ( 0 , 1 ) } . Отсюда, из ( 3 . 1 7 ) и ( 3 . 2 0 ) выводим 
t 

J^(t)<K2h^x()(x-5)dx> К2 = KS(KP-KQ). ( 3 . 2 2 ) 

X,-

Обратимся к J(s\t). Учитывая свойство 5 ) и оценки ( 3 . 1 5 ) , ( 3 . 1 6 ) , ( 3 . 2 0 ) и ( 3 . 6 ) , заключаем, что 

t t 

Jf(t) < y(e)[Ksh + | | P £ V * | | ] J O X ( ) ( T - 8 ) A < *:3у(е) |ф, ( . ,(т - b)dx. ( 3 . 2 3 ) 

Оценим величину J^\t). И м е е м 

N(h) 
II2 и и 2 I 

« ~ 1 Ы 1 

а 2<у ,со,) 2 

аи - ^a2

j{(y;<oJ)2-(y,pert(o^2} + £ а](у,(ор 
j=i j = N(h) + \ 

W) 
£ aj(y, toj + Ptre(u}) (y, (Oj - pErE(o,> + 

J' = l j = N(h) + 

W) 
< | | y | | 2

v ^ l + / r j 9 , ( e ) £ a 2 + A 2 | W | 2 , < [ C 9 ^ e ) + / t 2 ] W 2

V . Vye V*, С = Ka(l + K*). 
j = 1 

Поскольку вложения V в Я и Н в V* плотны и непрерывны, то 

(3.24) 

J [ / ( f , - i ) - / ( i - 8 ) ] A 
V* 

/ [ / ( * , - 1 ) - Я * - 8 ) ] А 

/ х-5 

J J / , ( 

х -5 

< c ,5 j J / , ( « dx<cxbj 
t - 8 -.1/2 

( 3 . 2 5 ) 

Учитывая ( 3 . 1 3 ) , ( 3 . 1 4 ) , ( 3 . 5 ) и ( 3 . 2 5 ) , заключаем, что 

N(h) It \ 

4 ° ( 0 = 2 S A ? ( J l P e / e ( * r - l ) ' - / ( Х « 8 ) ] Л , ( / W t , . ) - ^ ^ < 
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N(h) 

<2{К„+С,(?К^ъ) 
7 = 1 

][РгШ-1) - / ( V . ) + Ж - 1 ) - № - 5 ) Ж p £ r £ coj (3.26) 

^c28^H/,(-)Hi,([Vlt,.6],fl)-
Кроме того, 

/ 7 ° ( 0 < L, J | |p e£(x - 8) - х(т - S)|||| P ev*| А < L, АГУ(* - x,)h. 

Объединив (3 .17И3 .23), (3.26), (3.27), получим при t е [т„ xi+[\ i = l , m - 1, 

ц ? в ( 0 < *Гу|ф, (.)(т - 6)|и*.(т) - и.(т)|| ̂ А + (£ , + L, АГУ)Л(* - х,) + 

(3.27) 

(3.28) 

+ [АГуц(е) + АГ2Й + АГзУ(е)] | Ф х 0 ( х - 8)А + c283/2|/,(-)L2([T,..1;I.8], Й)-

Воспользовавшись неравенством а& < (а2 + Ь2)/2, из (3.28) выведем 

X I ^ A + 1 ) + (4 (0 * [ATvtK.e) + * 2 Л + * 3У(е)] |Ф*(.)(*-8) А + № + ЬгКу)ЦЪ+ 1 - х 1 ) + 
7 = 0 

• ^ | ф х ( . ) ( ^ - 8)|и*(т) - u*{x)\vd% + 1 с 2 £ [8 2 + 8|/((-)|i2([Xy_1>(_5],«,] < (3.29) 
т. j = 0 

<K4[h + ц(е) + у(е) + 8], [x , ,x I + 1 ) , i = l , m - l . 

Оценим величину L^A e (0- Учитывая (3.24), получаем для любых у , z е V* 

К» * Ы < (IbllLlUIlL)172^ Ш1« + [СфА(е) + h2]\\y\\2

yt}1/2{||г||2 + [С ф А (е) + Л 2]| | г | | 2 .} 

< [К*2 + СфА(е) + /i2]||y||v.||z||v. < АГ5ЫуИу.-
В силу неравенств (3.30), (3.25) и условия А, п. 1, имеем при t е [т,, х, + , ) 

(3.30) 

L^(t)<2K5 

t 

J[B(p £ ^(x - б))* е v£

A(x) - В(х(х - 6))и.(т - 8) + В,(р е$(г - 8)) - fi,(x(x - 8))] А 

у* 

+ 2 j [ P e / e . ( t ) - / C c - 8 ) ] A 

+ 2 

< 2АГ5| | | | [Я (р е $(т - 8)) - В(х(х - 8)) ]^ £ v £ (x) | v *A + 

J | | B , ( p e $ ( x - 8 ) ) - Я , ( * ( т - 8)) | v t dx + j\\B(x(x- &))[qtvh

t(x) - и . ( т - S)]|^ А + 

(3.31) 
2 Г ' I 2 

| [ / ( ^ _ , ) - / ( т - 8 ) ] А <6K5hhLKQ + Llbh + [KQ + d(Pl)]j(?x()(x-5)dx[ + 
Xj 

J [ / ( V i ) " Я * - 8 ) ]Л < 6^ 5J35 2/z 2L 2A: 2

e + 3L 2 5 2 / i 2 + 3 [ К е + d(Px)]4 fol^i'i - b)dx+ 

Xj V* ^ Xj . 
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+ ^ 1 5 3 | |Л ( ' ) | | а д х 7 _ 1 , г - 5 ] , Я ) [• 

Отсюда выводим 
/ - 1 

Ь а Л е ( ^ , Ч 1 ) + ^ а Л е ( 0 ^ В Д t E К - , Т | Ч 1 ) , X = 1 , Ш - 1 . (3.32) 

7 = 0 К р о м е того , как легко видеть, 

XM<KlVix(e), (3.33) 
где Кп - постоянная, выписываемая в явном виде. Учитывая (3.11), (3.29), (3.32), (3.33), получаем 

при t е [xh xi + !>, i = 1, m - 1, 

/ - 1 / - г 

<fc0[/i + 5 + |x(e) + Y(e) + H i ( 8 ) ] , fc0 = max{K4, K6, K7}. 

Лемма доказана. 
Лемма 2. Справедлива оценка sup 

'€ [т„д] 

i - 8 

j B U ( t - 5 ) ) ? e v E

A ( x ) A - J Д(*(т ) )Мт)А <^Ф 1 0 ( /1 ,8 , e ) , 

Ф10(Л, 5, E) = Ф(Л, 6, e) + a(h) + фА(е). 
Доказательств©. В силу (3.10), для любых £ е V£, v e t/ e имеем 

(B(pJi)qtv-peBe(t,)v,ptrt(u}) = 0. 
Следовательно, при t е [x b 

j t f i ^ ^ x - S ^ - ^ ' ^ x - S ) ) ] = 0, 

J [Я(р е$(т - b))qtvh

t(x) - ptBMx - 8))v£(x)]<ix = 0. 
ahe 

Заметим также, что из леммы 1 вытекает неравенство 
г-5 

aht 

Pewe(t) - x(t - 6) - (p£rt - I)x0 -j[peB^\^x - 5)) - Bx(x(x - 5))] Jx 

< 3||p £w £(0 - x ( t - x)faht + ЗХЛ£(х,) + 3/', < 

< 3XA£(x,) + 3*0Ф(Й,8, e) + 3 a ( A ) \ \ s t u \ x - b ) \ l d x + 3/'„ 

где 
/ - 8 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 
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В свою очередь, в силу (3.35), (3.24), (3.2) справедлива оценка 

l \ < [ K * 2 + C ( p h ( e ) + h 2 ] 

г-8 

J [Bx(x(x))-Bx{PM*))]dx <LX[K*2 + Сф„(е) + h2]h(t - 5 - 1 0 ) . (3.37) 

v* 
Далее , учитывая снова (3.24), выводим 

JB(x(x-b))q£v"E(x)dx- J B(x(x))u*(x)dx < 2 / , + 2 / 2 + / 3 , 

где 
( -8 

h = [ С Ф л ( е ) + А 2] 

JB(PtWc-b))qEvh

e(x)dx- I B(x(x))u*(x)dx 

'0 
j [B(x(x - 5 ) ) - B(p&x - b))]q£vh

£{x)dx 

ahe 

ahe 

t-b 

JB(x(T-8))qevh

£(x)dx- J B{x{x))u*{x)d% 

V* 

Воспользовавшись (3.33), (3.36) и (3.37), получим 
t t-Ь 

/ 1 < \PzBM<i-b))vh

E{%)d%- J B(x(T))u*(x)d% 

ahe 

< 3 K 7 m ( £ ) + ЗЛ„Ф(Л, 8, e) + 3 ( 0 - 1 , ) d 2 ( s £ P l ) a ( h ) + 3 L t [ К * 2 + СфЛ(е) + h2\h(t-10). 

И з (3.1), (3.30) следует неравенство 

I2 < [К*2 + Сф„(е) + Л2] j | | | [В ( * ( т - 5 ) ) - В(р£{х - 8))]<ьv £(x)\\ v. A J < 

< [ Р 2 + Сф,(£) + Л 2 ] [ ( * - х 1 ) Ш е ] 2 , 

а из условия А , п. 2, - неравенство э 

/ 3 < [ С ф , ( 8 ) + / 1 2 ] 

г-8 -.2 

^ е / ф х ( . ) ( ' с - 5 ) Л + ^ ( / > 1) J Ф х ( . ) ( т > Л < ^ [ С ф Л ( 8 ) + й 2 ] . 

Объединив (3 .36)-(3 .39) , будем иметь 
г-5 

^B(x(x-b))qEvh

E(x)d%- j ВД^М^А 

(3.38) 

(3.39) 

< к[Ф(К 6, е) + a(ft) + фЛ(е) + А 2 ] . 

Лемма доказана. 

Лемма 3. Пусть uh(t) - qEvh

E(t) при n.e.te Т(г = e(/i)), uh(-) —>• w 0 Q слабо e Z^(T; £/) при h — • 0. 

Тогда w 0 ( - ) e C/(JC(-))-
Доказательство. Для доказательства леммы достаточно показать справедливость равенства 

t t 

JB(x(x))u0(x)dx = JB(x(x))u^(z)ih Vte TV 

to h 
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Возьмем произвольное t € Т . Учитывая лемму 2, условия А , пп. 1, 2, получаем 

409 

= lim 
л->о 

= lim 
л->о 

r-5 

J*(x(x))«e vJ(x)A - J f i ( x ( T ) ) M ^ 

f r 2 

f l[B(x(%))-B(x(T-b))]qy£Wx- I B(x(%))u*(T)d% < 
t-b 

< 41im« 

/i->0 

r-5 

J S ( J C ( T - 8 ) ) ^ ^ ( T M T - J Я(х(т))и*(т)</т J.B(x(T)) 9 evJ(T)ift 

j[B(x(x)) - fi(jc(x - 5 ) ) ] * е ^ ( г ) Л 

v* 

J° B(x(x))u*(x)dx 

t-b V* 

< 4ит | * 1 0 Ф 1 0 (А , 5, e) + K ^ K ^ , ^ ^ + K*LKQ'j\\x(x) -x(x-b)\\vJx + 

+ rt(P1)5||9x,)||i2([I_8>(];R)| = 0. 
Лемма доказана. 

Пусть априорная информация дополнена следующими сведениями. Известно, что истинное 
движение *(•) = *(•; системы (2.1) "регулярно", т.е. 

x(.),xt(.)eL2(T;V). (3.40) 
Тогда м о ж н о считать *(•) е С(Т; V) (изменяя, если необходимо, x(i) на множестве меры ноль) [16]. 
В таком случае естественно полагать, что в моменты т( замеряются величины ^ е УЕ: 

1Ит,)-У<А. 
Теорема 1 остается справедливой, если в качестве модели взять одну из дискретных систем 

w £ ( x , + 0 = w E(T I .) + 5[fi e(t_ 1)v*,. + ^ 1 ) ( ^ _ 1 ) + / e ( T , . _ 1 ) ] , i = l , m - l , w E ( T , ) = ^о, (3.41) 

или 
(3.42) 

i = 0 , m - l , we(t0) = £„, 

а управление ve (t) определить по правилу 

vh

ti(t) = arg min [ ( ^ , - . ) ^ 5 м ( ^ _ 1 ; w e ( t I ) ) ) e + « (A) lk | | 2

[ , E ] . 

При этом, однако, следует полагать 

Ф(Л, 8, е) = А + 8 Ш + ц(е) + у(£) + щ (е). (3.43) 
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Л е Q9k = 1, N*, такие, что 

к , ч Г1. Л = Л*, 
[ 0 , Л = Цр J*k. 

Пусть 

Р * = {а(-)€ ^ ( 0 ) 1 0 ( 4 ) € [ Р ь р 2 ] при п. в. п е П, ||а|1я,<</}, 

d, (3 b (32 е (0, +<*>), Pi < (3 2, V e с V = Hl

0(Q) - линейное пространство сплайнов 1-го порядка, натя­

нутое на функции ф е ( л ) , к = 1, . Тогда dim V e = N*9 VB с V, Ц ) £ > 0 V e плотно в V. Аналогично, 

базис ф е ( • ) , к = 0, N + 19 пространства UE вводится добавлением к базису VE линейных функций 

ф ^ ( Л ) = 1 , Л = Л о , Ф е ( л ) = 0 , л = Л * Д * 0 , ф ^ *
 + 1(Л) = 1 , Л = Л ^ + 1 , Ф ^ + 1 ( Л ) = О , Л = Л ^ Д ^ ^ * + 1 . 

П о л о ж и м V*1* = # о Ф ) п Н2(&), Рг^Чг~ операторы канонического вложения VE в V и Uz в U; гг = 
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Заметим, что мы не требуем указанной выше "регулярности" каждого решения системы (2.1), 
достаточно, ч т о б ы этим свойством обладало истинное решение. 

Пространства Ve и UE9 г = £(Л), изоморфны конечномерным евклидовым пространствам UN* 
и UM (М = М(й), N* = N*(A)). П о э т о м у системе (3.4) (3.41), (3.42)) отвечает некоторая система 

обыкновенных дифференциальных уравнений в пространстве RN*. Например, в случае, когда 
справедливо включение (3.40), в качестве модели вместо системы (3.41) ((3.42)) м о ж н о взять си­
стему, описываемую обыкновенным дифференциальным уравнением вида 

wh(t) = Ah&i_x)v\t) + A{})(Zsi_x) + fh{t) при п. в. te [ т ^ т , ] , i = йп9 whe UN\ vh e UM. 

Здесь Ah(%i_i), A ^ ^ i - i ) и / Л ( 0 - соответственно, матрицы размерностей N* х М, N* х N* и 
Л^-мерная вектор-функция, которые конструируются с помощью аппарата внутренней аппрок­
симации бесконечномерных пространств. Управление v*(«) - кусочно-постоянная функция, ф о р ­
мируемая по принципу обратной связи: 

vh(t) = vl = vl wh{x{))9 te [xhxi+x)9 i = 0 , m - l , m = m(A), 

v- = a r g m i n J 5 ; ( ^ , w ^ ( T / ) ) v + a (A) | | v | | 2

A / : ve Р Л | , 

Sh(-9 •) - некоторый функционал со значениями в RM, Р Л с IRM - выпуклое, ограниченное, 
замкнутое множество. Функционал Sh(-9 •), множество Ph и числа Af*, М фиксируются д о начала 
процесса. 

Пусть Fu

h : U m — R m ) (Fv

h: V m — UN*(h)) - изоморфизм, (Fu

h)~l - обратное к F% отобра­

жение , П Л = q£(h)(Fh У1- Справедлива 

Теорема 2. Пусть uh(i) = Ylh^(t)9 функция Ф определяется по формуле (3.43). Тогда при усло­
вии (3.3) имеет место сходимость (3.7). 

4. А П П Р О К С И М А Ц И Я П О М Е Т О Д У К О Н Е Ч Н Ы Х Э Л Е М Е Н Т О В . 
О Д Н О М Е Р Н Ы Й С Л У Ч А Й 

Вернемся к задаче восстановления коэффициентов в уравнении (2.2). Пусть A = 1, Q = (a, b)9 

a ( 1 )(f, Г|) = 0. Тогда уравнение (2.2) примет вид 

х&91\)-{а^,п)хЛ(иг\)\ = 0 . 

(Для простоты с ч и т а е м / = 0,12 = (0, 1), JC0 е # 2 (£2).) Введем сетку £ е = {Л 7}^= о1> Ло = 0> Ллг* +1 = 1» 

Л 7 = £ = 1/(N* + 1) на отрезке Q = [0, 1]. На Q, определим аффинные базисные функции ф* (л), 
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= Щ , se = Щ ; Щ , Щ - интерполянты, т.е. ( П е ф ) ( Л , ) = ф ( Л 7 ) , j = 1, ( П е ф ) ( Л 7 ) = ф ( Л ; ) > 

j.= О, + 1 . Как известно [17], [18], 

| | П ^ - И | я 1 ( а ) < с е | к | | я 2 ( а ) W e V ( 1 ) , 

. K I I - M ^ Q ^ ' C ^ I I I I I I H ^ Q ) W e # ( 1 ) ( Q ) . 

П о э т о м у 

р ( Е ) = С Е , \ i x ( e ) = С ^ 2 . 

Таким образом, м о ж н о считать 

Ф ( А , 8 , Е ) = А + 8 1 / 2 + Е . 

Если к тому ж е положить 8 < А 2 , Е = £(А) = 1/[1 + N*(h)] < А, то условие согласования параметров 

примет вид 
а ( А ) — - 0, А / а ( А ) — 0 при А — - 0 + . 

Пусть 

к = 1 А: = 1 

.Тогда, как нетрудно видеть, 

- / = 1 / = 1 

1/2 

/ = 1 

Матрица А л (£) = {<4''7)(^)} >* = 1» N*(A), j = О, Л^(А) + 1 , содержащая М = N*(A) + 2 столбцов и 
N*(A) строк, имеющая ленточную структуру, м о ж е т быть выписана явно. 
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