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〈Σ, A,Z , J(U, Z, t0, x0)〉.
�2���

3�465



.!ïjÝ�Ø�Ü?áXð�ànÝ
ìXÝ
ìXáXÝ ä�óXÞ!Û]â]èXãXÝ�ànêWë¸Ø�á!Ø�Ú]Ý�àný
Σ
êWóXá!Ø�ý�â�Û]Ý
ÚWØwã(è!áXìXÝ
ëXìXý�à âWÝ
çXÚ]êWÞXìXý�à*ïjá!û�íû�Ý
ÞXÝ
ìXøXá!Û�è!ÜWìXý�à,ä�Þ!Û]âWìXÝ
ìXáXÝ�à
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Φi(U, Z, t0, x0) = Ji[Z, t0, x0] − Ji(U, Z, t0, x0).
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ê![�êWÚWànÝ
Ú]á!àK[éXÚ]êÇÚ]Ý
Þ!ànáXì �¶û�ä�ìXçXøXá�ã8ÞXá!Ø�ç�Û�	�ð�Û]çXÞXÝ
óXá�èjØwã8â�è!áXÚ]Ý
Þ!Û]Ú]ä�ÞXÝW[�â�óXÝ
ÞXâWä�ô*êWéXÝ
ÞXÝ�ïjÜ![WâÇØ�â]ãXð
á�Ø�êØ�Ú�Û]Ú]áXéXÝ�Ø�çXá!àná(ð�ÛyïÔÛyé!ÛWàná��!áÌö�êWÚ�ãÌóXÞXáÀÞ!ÛWØ
Ø
ànêWÚ]ÞXÝ
ìXáXá?ïjáXì!ÛWànáXéXÝ�Ø�çXá�öÌð�ÛyïÔÛyé?óXÞ!Û]âWá�è!ÜWìXÝ
Ýú
êWâWêWÞXáXÚ]Ü£ê8û�ä�ìXçXøXáXêWì!Û�è!Ý�ÞXá!Ø�ç�ÛX[XóXê£Ú]Þ!ÛyïjáXøXáXá:á!Ø�óXê]è!ÜWð
ä�ôQÚ£Ø�è!êWâWê1�¶û�ä�ìXçXøXá�ã 	�U
.OÛWànÝ
Ú]á!àK[<éXÚ]ê óXÞXá êWóXÞXÝ�ïjÝ�è!Ý
ìXáXá ç�êWìXÚ]Þ!Ø�Ú]Þ!Û]Ú]Ý
ú
áXá á!Ø�óXê]è!ÜWð
äWÝ
ÚWØwã

z
� ïjÝ�ífû�Û]çXÚ]ê 
ìXÝ
êWóXÞXÝ�ïjÝ�è!Ý
ìXìXê�Ø�Ú]Ü

Z
��[�ç�êWìXçXÞXÝ
Ú]ìXê 
8ìXÝ
áXð
âWÝ�Ø�Ú]ìXêWÝ�ì!Ûyé!Û�è!ÜWìXêWÝQð
ì!ÛyéXÝ
ìXáXÝ

z0
âWÝ
çXÚ]êWÞ�ífû�ä�ìXç�íøXáXá

z(t)
U �AÝ�à*ìXÝ£ànÝ
ìXÝ
Ý£ØÇä�éXÝ
Ú]ê�à Ú]êWú
ê![ÔéXÚ]ê<þ�ÿ��*áXð
âWÝ�Ø�Ú]ì!Û Ø�á!Ø�Ú]Ý�àiÛ áXð � � ��[Ôð�ÛyïÔÛ]ôQõ1Û�ãïjáXì!ÛWànáXçXä£ìXÝ
êWóXÞXÝ�ïjÝ�è!Ý
ìXìXê�Ø�Ú]áA[Wù
Ú]ê�ìXÝQì!Û]ÞXä�æ1Û]Ý
Ú�û�êWÞ!àiÛ�è!áXð�Û]øXáXô*ÞXá!Ø�ç�Û�óXê ��ù
âWá�ï!å8ä�� V
�î[òWê]è!Ý
ÝÇÚ]êWú
ê![jâ<áXÚ]êWú
Ý1òWä
ïjÝ
Ú óXê�Ø�Ú]ÞXêWÝ
ì!Û û�ä�ìXçXøXá�ã

Vi(t0, x0, z0) = Ji[Z, t0, x0]
[Ôð�Û]âWá!ØwãXõ1Û�ãÚ�Û]ç�å1ÝQêWÚ

z[t0] = z0
á ìXÝQð�Û]âWá!ØwãXõ1Û�ã£êWÚÇð
ì!ÛyéXÝ
ìXá�ã�ÞXÝ
æÇÝ
ìXá�ã

z[t]
Ø�á!Ø�Ú]Ý�àný*áXð-� � �mâ�è!ôQòWêWëïjÞXä�ú
êWë?ànê�ànÝ
ìXÚ£âWÞXÝ�ànÝ
ìXáAU

*1Û�è!Ý
Ý�á!Ø�óXê]è!ÜWð
äWÝ�à�� ��� 
���� ���	� ��� ���	��
��!��
������X[Xð�ÛyïÔÛ]ìXìXä�ô
n
íîâWÝ
çXÚ]êWÞXìXý�à�û�ä�ìXçXøXáXê]íì!Û�è!ê�à

Φ(U, Z, t0, x0) = (Φ1(U, Z, t0, x0), . . . , Φn(U, Z, t0, x0)),

úwïjÝ�ç�ê�ànóXêWìXÝ
ìXÚ]ý
Φi(U, Z, t0, x0)

[
i ∈ N

[XêWóXÞXÝ�ïjÝ�è!Ý
ìXýGÞ!Û]âWÝ
ì!Ø�Ú]âWê�à ������U

"�Ð$# &	� ����'�Ö&%6� �XÖ�%('�� ����Õ��
Ö���&�Ñ ��ÕXÕ�&)'�& �jÒ+*�Ò
ÕXÖ�%
,.-0/�13241&561&7�861:9	;=< � �?>��	�

(U∗, Jp[t0, x0], Φ
p[t0, x0]) ∈ A × R

2n
�&�A@	�)� �B�DC��E�F�	���


G
)� �)�H�	�����I� ����
���J��)K?�+�L
���
������+�M� ��N ����
��B�O@H�HK?�)PQ
 �2����R � �BS&
 �)��
TS&��U ���D�	�VU ��� �
�&�)PF�+S&W ���?>����+@)
���
�


(t0, x0) ∈ [0, ϑ)×R
m
���	X � ��
Y�)� ��
 ����� �)� �+K �BS �������	��
GW

Zp ∈ Z
RZK�S 


� � 
���� �?>
Jp[t0, x0] = J(U∗, Zp, t0, x0)

R
Φp[t0, x0] = Φ(U∗, Zp, t0, x0)




1)
� � ��
[� ��
[�F�	
 �+C�
 


U∗

��+S 
 ��
 � 
\���)� ��
3���+S&W ���?> ���4]G�E� ��
�� � � [�\����

2n
�^����
�
 ����
��

�+S&W ���?>_KA
��&�+��
�P�� ��� �?>\@H�HK?�)P��

〈Σ, A, {Ji(U, Z, t0, x0),−Φi(U, Z, t0, x0)}i∈N〉,
��`��


(a �AaIK�S 
b���?cdK �?> 
[� �?>��	

(Z, t0, x0) ∈ Z × [0, ϑ)×R

m
��� ���)�+� � ��
��&� ��
���
 �B���

2n
�����F�)�

� ������
Y�
{

Ji(U, Z, t0, x0) > Ji(U
∗, Z, t0, x0),

Φi(U, Z, t0, x0) 6 Φi(U
∗, Z, t0, x0) ∀U ∈ A (i ∈ N),

�2��S��

Q@(� � 
���� �eJfJ�� 
 

U � �)K ��� ��
[� �)C �	� �

2)
����� �)� �+K �BS �������	��
GW

Zp

��
���
3���+S&W �&� ����]G�E� ��
��Y�
2n
�^����
�
 ����
&�+S&W ���?>\@H�HK?�)P��

〈Σ(U = U∗),Z , {Ji(U
∗, Z, t0, x0),−Φi(U

∗, Z, t0, x0)}i∈N〉,
�2� ���

3�4Ag




(a �Aa �)��
f���?cdK �eJ
(t0, x0) ∈ [0, ϑ) × R

m
��� ���)�+� � ��
��&����
���
 �B���

2n
�����F�H� ������
Y�

{

Ji(U
∗, Z, t0, x0) 6 Ji(U

∗, Zp, t0, x0),
Φi(U

∗, Z, t0, x0) > Φi(U
∗, Zp, t0, x0) ∀Z ∈ Z (i ∈ N),

�2�yT �

Q@(� � 
���� �eJFR����Y���F�)>�����>\� ��� ��R �)K ��� ��
[� �)C �	�Aa
]���
Y� 
����

Jp[t0, x0]
�&�A@	�)� �B� C��E�F�	��
G
)� �)�H�	�����I� � ��� 
���� ���I� 
���J��)K ��� RI�

Φp[t0, x0] �C��E�F�	��
G
)� �)�H�	�����I� � ��� 
���� ���I� ��
���� ��� �G@H�HK?�)P��1�2��� � �&�)PF�+S&W ���?> ���+@)
���
���>
(t0, x0)

a

��Ð ����Ò����-��Õ���'�Ö��
Ö! jÒ
"$#!&)'�& #!&�Õ "�� ���WÖ���&�Ñ ��ÕXÖ�%G'�� ����Õ��
Ö���&�Ñ ��ÕXÕ�&)'�& �jÒ+*�Ò
ÕXÖ�%
���	� 1Q/�
 241&7�861 9	;
� 
���
 �B��� �����F�H� ������
Y�

(
K�S 
O���?cdK �?> 
[� �?>��	


(Z, t0, x0) ∈
∈ Z × [0, ϑ) × R

m)

Ji(U, Z, t0, x0) > Ji(U
∗, Z, t0, x0) ∀U ∈ A (i ∈ N)

�2��V��
��� ���)�+� � ��
��&�

(
�)��
 J�� 
 
 U � �)K ����� ��
[� �)C ���

)

��)C�K?� 
 
���S&W	� � 
��)C�K?�?RG� �)C�K?� ��� ���)�)�

� � ��
��&� ��
���
 �B��� �2��S��
(

Y�)�Hc � �)��
 J�� 
 

U � �)K ����� ��
[� �)C ���

)
a

��Ú]êÇä�Ú]âWÝ
Þ�å1ïjÝ
ìXáXÝ�Ø�Þ!Û]ð
ä£Ø�è!Ý�ïjäWÝ
Ú�áXð-�����mØ�ä�éXÝ
Ú]ê�à¥Ú]êWú
ê![WéXÚ]ê
Ji[Z, t0, x0] (i ∈ N)

êWÚ
UìXÝ�ð�Û]âWá!Ø�áXÚyU

���	� 1Q/�
 241&7�861�� � �W[��]U�TH�!��� ;�� �BS&
 K�S 
 ����� � 
���� �)C � ���	��
���
������)C �
n
�B� ��� 
����F�

α� ����S��Ac 
�
 �BS&W ���I��
 � ��� ��� ������
Y�+��

αi (i ∈ N)

� � ��
[� ��
[�F�	
 �+C�
 

U∗ ∈ A

�&�)>&K ���&�G
Q@
(
�	� ����S�� 
&��X �+C �	� 
_K�S 
_� � ��J

(Z, t0, x0) ∈ Z × [0, ϑ) × R
m)
�F�H� ������
Y�H�

max
U∈A

α′J(U, Z, t0, x0) = α′J(U∗, Z, t0, x0)
�2� � �

�)��
 �)C��F�	��
�P�����
 
FJ ��T � 
0� � ��R 
��
U∗


��+S 
 ��
 � 
Y���)� ��
3���+S&W ���?>����6]G�E� ��
��4��@H�HK?�)P�� ��`�� 

���+� 
������.��K �)�+S ��
Y�	����
 ��
 
[� ��U �)�H�	��
��

(1)
� �)� �+K �BS ����
 
��	a

���	� 1Q/�
 241&7�861��Q;�� �BS&
\K�S 
 ����� � 
���� �)C � ���	��
���
������)C �
n
�B� ��� 
����F�

β �
� ��� ��� �������


Y�+��

βi ∈ (0, 1) (i = 1, . . . , n)

����� �)� �+K �BS �������	��
GW
Zp

��K �)�+S ��
Y�	����
 ��
 � �BS��)�)
��

min
Z∈Z

n
∑

i=1

[Ji(U
∗, Z, t0, x0) − βi max

U∈A

Ji(U, Z, t0, x0)] =
�2�y\ �

=

n
∑

i=1

[Ji(U
∗, Zp, t0, x0) − βi max

U∈A

Ji(U, Zp, t0, x0)]

�)��
 �)C��F�	��
�P�����
 
FJ ��T �
(
C�K �

U = U∗)
R �ÃV���R � � �(
 �	� ����S�� 
&��X �+C �	� 
 K�S 
T� � ��J

(t0, x0) ∈
∈ [0, ϑ) × R

m
R 
��

Zp


��+S 
 ��
 � 
_��
���
3���+S&W ���?> ���=]G�E� ��
��b�\@H�HK?�)P����2� ���(
 ���+� 
������
� 
Y� ��PF� ��
 
[� ��U �)�H�	��
��

(2)
� �)� �+K �BS ����
 
��	a

��óXÞ!Û]âWÝ�ï!è!áXâWê�Ø�Ú]Ü1ä�Ú]âWÝ
Þ�å1ïjÝ
ìXá�ã?V1ä�Ø�Ú�Û]ì!Û]â]è!áXâ�Û]Ý
ÚWØwã Û]ì!Û�è!êWú
áXéXìXê1ä�Ú]âWÝ
Þ�å1ïjÝ
ìXáXô/T�U
ÿ�ÞXáXâWÝ�ïjÝ
ìXìXý�Ý�ä�Ú]âWÝ
Þ�å1ïjÝ
ìXá�ã?óXêWð
âWê]èXãXôQÚ8óXÞXÝ�ï!è!êyå8áXÚ]Ü<Ø�è!Ý�ïjä�ôQõÇáXë?ç�êWì!Ø�Ú]ÞXä�çXÚ]áXâWìXý�ëØ�óXê�Ø�êWò<óXê�Ø�Ú]ÞXêWÝ
ìXá�ã(ú�Û]Þ!Û]ìXÚ]áXÞXêWâ�Û]ìXìXêWú
ê�ÞXÝ
æÇÝ
ìXá�ãÀï!èXãÌïjáXì!ÛWànáXéXÝ�Ø�ç�êWë

n
íîçXÞXáXÚ]Ý
ÞXá!Û�è!ÜWìXêWëð�ÛyïÔÛyéXá<óXÞXá:ìXÝ
êWóXÞXÝ�ïjÝ�è!Ý
ìXìXê�Ø�Ú]á��2����U

����� 9	; ÿ�ÞXá!ànÝ
ì�ã�ã£ànÝ
Ú]ê�ï£ïjáXì!ÛWànáXéXÝ�Ø�ç�êWú
ê�óXÞXêWú
Þ!ÛWàiànáXÞXêWâ�Û]ìXá�ãA[�ÞXÝ
æÇáXÚ]Ü�ð�ÛyïÔÛyéXä ��� ��üóXê�Ø�Ú]ÞXêWáXÚ]Ü8êWóXÞXÝ�ïjÝ�è!Ý
ìXìXý�Ý�ì!Û
[0, ϑ) × R

m × R
k
û�ä�ìXçXøXáXá

Vi(t0, x0, z0)
Ú�Û]çXáXÝW[XéXÚ]ê

max
U∈A

Ji(U, Z, t0, x0) = Vi(t0, x0, z0) ∀(t0, x0, z0) ∈ [0, ϑ) × R
m × R

k (i ∈ N).
�2� ���

3�4! 



����� �F; /�Û1ê�Ø�ìXêWâ�Û]ìXáXá �2� � �«óXê�Ø�Ú]ÞXêWáXÚ]Ü£ãXâWìXý�ë<âWá�ïÌç�êWìXÚ]Þ!Ø�Ú]Þ!Û]Ú]Ý
ú
áXá
U∗ ∈ A

[Xá!ànÝ
ì�íìXê![Xì!Û]ëXÚ]á
U∗ ∈ A

[�á!Øwö�ê�ï!ã áXð�ä�Ø�è!êWâWá�ãAü

max
U∈A

n
∑

i=1

αiJi(U, Z, t0, x0) =

n
∑

i=1

αiJi(U
∗, Z, t0, x0) ∀(Z, t0, x0) ∈Z× [0, ϑ)×R

m�2�)� �

óXÞXá÷êWú
Þ!Û]ìXáXéXÝ
ìXá�ã�ö ��T � 
0� � ���ÃØ
àKUiä�Ú]âWÝ
Þ�å1ïjÝ
ìXá�ã �:á T � �ið�ïjÝ�Ø�Ü¥Ø�ìXêWâ�ÛÌóXÞXá!ànÝ
ì�ãXÝ�à�ànÝ
Ú]ê�ïïjáXì!ÛWànáXéXÝ�Ø�ç�êWú
ê£óXÞXêWú
Þ!ÛWàiànáXÞXêWâ�Û]ìXá�ãAU
����� �Q; /�Û]ëXÚ]á

n
û�ä�ìXçXøXáXë

V i(t0, x0, z0) = Ji(U
∗, Z, t0, x0) ∀(t0, x0, z0) ∈ [0, ϑ) × R

m+k (i ∈ N)
�2�A���

óXÞXá÷êWú
Þ!Û]ìXáXéXÝ
ìXá�ã�ö ��T ��[ �ÃV�� � úwïjÝ
U = U∗ ÷ u(t, x, z))

á � � � �ið�ïjÝ�Ø�Ü¥Ú�Û]ç�å1ÝW[iç�Û]çCá÷ì!Ûæ1Û]ú
Ý�T�[�óXÞXá!ànÝ
ì�ãXÝ�àCóXê�ï!ö�ê�ï!ãXõÇáXë�â�Û]ÞXá!Û]ìXÚ£ànÝ
Ú]ê�ïÔÛ�ïjáXì!ÛWànáXéXÝ�Ø�ç�êWú
ê1óXÞXêWú
Þ!ÛWàiànáXÞXêWâ�Û]ìXá�ãAU
������� ; ÿ�ê�Ø�Ú]ÞXêWáXÚ]Ü

Ji(U
∗, Z, t0, x0) = V i(t0, x0, z0),

Φi(U
∗, Z, t0, x0) = Vi(t0, x0, z0) − V i(t0, x0, z0)

∀(t0, x0, z0) ∈ [0, ϑ) × R
m × R

k (i ∈ N)

�2�A`��

áA[�á!Øwö�ê�ï!ã�áXð �2�y\ ��[�ÞXÝ
æÇáXÚ]Ü1è!áXìXÝ
ëXìXê]íîçXâ�ÛyïjÞ!Û]Ú]áXéXìXä�ôGð�ÛyïÔÛyéXä8àiÛ]Ú]Ý�àiÛ]Ú]áXéXÝ�Ø�ç�êWú
ê1óXÞXêWú
Þ!ÛWà�íànáXÞXêWâ�Û]ìXá�ã

min
z0∈Rk

n
∑

i=1

[

V i(t0, x0, z0) − βiVi(t0, x0, z0)
]

=
��T]S��

=
n

∑

i=1

[

V i(t0, x0, zp) − βiVi(t0, x0, zp)
]

∀(t0, x0) ∈ [0, ϑ) × R
m

óXÞXá¥ö�êWÚ�ã(òWý�ê�ïjìXê�àGì!Û]òWêWÞXÝ£óXê�Ø�Ú]êyãXìXìXýKö
βi ∈ (0, 1)

[
i ∈ N

�Aì!Û]ë�ïjÝ
ìXìXêWÝ
zp

óXêWÞXêyå1ïÔÛ]Ý
Ú
� â�Ø�á�è!ä�� � � �«ìXÝ
êWóXÞXÝ�ïjÝ�è!Ý
ìXìXê�Ø�Ú]Ü

Zp ÷ zp[t]
[XúwïjÝ

zp[t]
Ý�Ø�Ú]Ü£ÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝ�Ø�á!Ø�Ú]Ý�àný

ż = Bz + b(t), z(t0) = zp.

������� ;�� Ø�óXê]è!ÜWð
ä]ã��2�A`���[Xì!Û]ëXÚ]á
J

p
i [t0, x0] = Ji(U

∗, Zp, t0, x0) = V i(t0, x0, zp) (i ∈ N),

Φp
i [t0, x0] = Φi(U

∗, Zp, t0, x0) = Vi(t0, x0, zp) − V i(t0, x0, zp) (i ∈ N);

Ú]êWúwïÔÛ1ú�Û]Þ!Û]ìXÚ]áXÞXêWâ�Û]ìXìXêWÝ�óXê£á!Øwö�ê�ïÔÛWà¸á:ÞXá!Ø�ç�ÛWà,ÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝ�ð�ÛyïÔÛyéXá �2���«óXÞXá!ànÝ
Ú8âWá�ï
(U∗, Jp[t0, x0], Φ

p[t0, x0])óXÞXá<è!ôQòWýKö
(t0, x0) ∈ [0, ϑ) × R

m
[XúwïjÝ

Jp[t0, x0] =
(

V 1(t0, x0, zp), . . . , V n(t0, x0, zp)
)

,

Φp[t0, x0] =
(

V1(t0, x0, zp) − V 1(t0, x0, zp), . . . , Vn(t0, x0, zp) − V n(t0, x0, zp)
)

.

��Ð�� ÑWÕ
	 �:ÑWÖ�Ó '�� ����Õ��
Ö���&�Ñ ��ÕXÕ�&)'�& �jÒ+*�Ò
ÕXÖ�%
/�Û�æ1Û]ú�Û�ö��W[�T�[�V�á!Ø�óXê]è!ÜWð
ä�ôQÚWØwã£óXê�ï!ö�ê�ï!ãXõÇáXÝKâ�Û]ÞXá!Û]ìXÚ]ý ànÝ
Ú]ê�ïÔÛQïjáXì!ÛWànáXéXÝ�Ø�ç�êWú
ê�óXÞXê]íú
Þ!ÛWàiànáXÞXêWâ�Û]ìXá�ãAUX×KØ�Ý�Þ!ÛWØ
Ø�ä�å1ïjÝ
ìXá�ã:óXÞXêyö�ê�ï!ãXÚÇóXê£Ú]áXóXêWâWêWë:Øwö�Ý�ànÝW[�óXêWù
Ú]ê�ànä óXÞXáXâWÝ�ïjÝ�à�Ý
ÝÚ]ê]è!ÜWç�êÇï!èXã:æ1Û]ú�Û �W[XÛ�ï!èXã:óXÞXêWéXá�ö<ä�ç�Û�å1Ý�à¥è!áXæÇÜ8ç�êWìXÝ
éXìXý�ë<ÞXÝ
ð
ä�è!Ü�Ú�Û]ÚyU

3�4��



����� 9	; ÿ�ÞXÝ�å1ïjÝ:éXÝ�à;ì!Û]ëXÚ]á û�ä�ìXçXøXáXô ÞXá!Ø�ç�Û(óXê
i
ífànä,çXÞXáXÚ]Ý
ÞXáXô áXð ������[mØ�è!Ý�ïjäWÝ
ÚóXê�Ø�Ú]ÞXêWáXÚ]Ü�û�ä�ìXçXøXáXô

Vi(t, x, z)
[�á!Øwö�ê�ï!ã áXð�Þ!Û]âWÝ
ì!Ø�Ú]â�ÛXü

Vi(t0, x0, z0) = max
U∈A

Ji(U, Z, t0, x0) = Ji

(

U (i), Z, t0, x0

)

= Ji[Z, t0, x0] (i ∈ N)
��T)���
ï!èXã<è!ôQòWýKö

(t0, x0) ∈ [0, ϑ) × R
m
[
Z ∈ Z

á:óXÞXá:êWú
Þ!Û]ìXáXéXÝ
ìXá�ã�ö ��T � 
0� � ��[Xá!ànÝ
ìXìXê![XóXÞXá
ẋ = Ax + u + A1z + a(t), x(t0) = x0;

ż = Bz + b(t), z[t0] = z0.

��Ú]êWòWýßóXÞXá!ànÝ
ìXáXÚ]Ü ð�ïjÝ�Ø�Ü�ànÝ
Ú]ê�ï?ïjáXì!ÛWànáXéXÝ�Ø�ç�êWú
ê8óXÞXêWú
Þ!ÛWàiànáXÞXêWâ�Û]ìXá�ãA[XâWâWê�ïjáXÚWØwã:Ø�ç�Û�íèXãXÞXì!Û�ã?û�ä�ìXçXøXá�ã

Wi(t, x, u, z, Vi) =
∂Vi

∂t
+

[

∂Vi

∂x

]′

[Ax + u + A1z + a(t)] +

[

∂Vi

∂z

]′

[Bz + b(t)] +
��TWT �

+ u′[Diu + 2Kiz + 2Mix] + z′[Liz + 2Nix] + x′Gix + 2d′iu + 2l′iz + 2g′ix,

úwïjÝW[!ì!Û]óXÞXá!ànÝ
ÞA[ ∂Vi

∂x

êWð
ì!Ûyé!Û]Ý
Ú
m
íîâWÝ
çXÚ]êWÞ�ífØ�Ú]ê]è!òWÝ
øA[�ç�ê�ànóXêWìXÝ
ìXÚ]ý ç�êWÚ]êWÞXêWú
ê8Ý�Ø�Ú]Ü8é!ÛWØ�Ú]ìXý�Ý

óXÞXêWáXð
âWê�ïjìXý�Ý�û�ä�ìXçXøXáXá
Vi(t, x, z)

óXê?ç�êWêWÞWïjáXì!Û]Ú�ÛWà
m
íîâWÝ
çXÚ]êWÞ!Û

x
��Ú]êWúwïÔÛ [

∂Vi

∂z

]′ â ��TWT �
Ý�Ø�Ú]Ü1âWÝ
çXÚ]êWÞ�ífØ�Ú]ÞXêWç�Û (

∂Vi

∂z1
, . . . ,

∂Vi

∂zk

) �]ïÔÛ�è!Ý
Ý�ï!èXã<Ø�êWçXÞ!Û]õÇÝ
ìXá�ã�ð�Û]óXá!Ø�Ý
ë�á!Ø�óXê]è!ÜWð
äWÝ�à¥Ú�Û]ç�í
å1Ý�êWòWêWð
ì!ÛyéXÝ
ìXá�ã

Fi(t, x, u, z) = u′[Diu+2Kiz+2Mix]+z′[Liz+2Nix]+x′Gix+2d′iu+2l′iz+2g′ix,

χi(x) = x′Cix + 2c′ix (i ∈ N).

� 1��$/�1�� � 9 � �W[�Ø]U�T �3��� ; ]4� ��
GWY��K?�+S��	��W �&�)>�
G

m
�B� ��� 
������^��� ���	��
��

u∗(t, x, z, Vi)
 �+KA
�����
Y� �������	� �����)� ��� ���	���?�BKA
��I����� ������
)��� �B���	�������+S 
H� ���	� ��� ���	��
��
Vi(t, x, z)


Y�)�
�	
���R�P 
��

1)
�)��

� � ��J

x ∈ R
m
R
z ∈ R

k
���)�F�H� �+K�S&
&�	��
��AcdK � ��
Y�	�

Vi(ϑ, x, z) = x′Cix + 2c′ix ≡ χi(x);

2)

3� � ��
:� � ��
��

Wi(t, x, u∗(t, x, z, Vi), z, Vi) = max
u

Wi(t, x, u, z, Vi)

K�S 
bS&��U �eJ
t ∈ [0, ϑ]

R
x ∈ R

m
R
Vi ∈ R

R
z ∈ R

k;

3)
K�S 

���?cdK �eJ

(t, x, z) ∈ [0, ϑ] × R
m × R

k
�	� ����S�� 
 ��
 � 
 
��AcdK � ��
Y�	�

Wi(t, x, u(t, x, z, Vi(t, x, z)), z, Vi(t, x, z)) ≡ 0;

4)
� ��� 
������^��� ���	��
 


u∗(t, x, z, Vi(t, x, z)) = u(i)(t, x, z)

Y�)� �)�H�?R P 
�� K�S 


U (i) ÷
÷u(i)(t, x, z)


3� � ��
:� � ��
��Y�)�?S&��P�����
��
U (i) ∈ A

R�
(a �Aa

U (i) ÷ u(i)(t, x, z) = P
(i)
1 (t)x + p(i)(t) + P

(i)
2 (t)z,

C�K �
P

(i)
1 (·) ∈ Cm×m[0, ϑ]

R
p(i)(·) ∈ Cm[0, ϑ]

R
P

(i)
2 (·) ∈ Cm×k[0, ϑ]

a

3�4��



< �)C�K?� �)��
 S&��U ��� �	�VU ��� ���&�)PF�+S&W ���?> ���+@)
���
�

(t0, x0, z0) ∈ [0, ϑ) × R

m+k
� � ��
[���

��
[�F�	
 �+C�
 

U (i) 
f��� ���	��
 
 Vi(t, x, z)

��K �)�+S ��
Y�	����
&� 
 �F�H� ������
Y�)� ��T)����a
*1Û�è!Ý
Ý

D < 0 (6 0)
êWð
ì!Ûyé!Û]Ý
Úy[�éXÚ]ê1çXâ�ÛyïjÞ!Û]Ú]áXéXì!Û�ã<û�êWÞ!àiÛ

x′Dx
êWóXÞXÝ�ïjÝ�è!Ý
ìXìXê1êWÚ]ÞXáXø!Û�íÚ]Ý�è!ÜWì!Û � ìXÝ
óXê]è!êyå8áXÚ]Ý�è!ÜWì!Û��

���	� 1Q/�
 241&7�861 � � �W[ �]U�T��]T�� ; � �BS&
f�(��� ���	��
�� �&�+S��AJ ��\ �
Di < 0, Ci 6 0, Gi − M ′

iD
−1
i Mi 6 0 (i ∈ N),


��b� � ��
[� ��
[�F�	
 �+C�
�

U (i) ∈ A


 ��� ���	��
�

Vi(t, x, z)

� �E�+S&
Q@)�	� 
 �)��
_S&��U �eJ
(i ∈ N

R
Z ∈ Z



(t0, x0) ∈ [0, ϑ) × R

m)
�F�H� ������
Y�	� ��T)���+a

�AÝ
êWÞXÝ�àiÛ ��óXÞXáXâWê�ïjáXÚ�ç<Ø�è!Ý�ïjä�ôQõÇÝ�ànä �����	���?U?��ÞXÝ
æÇÝ
ìXá�ã�óXê�Ø�Ú�Û]â]è!Ý
ìXìXêWë8ð�ÛyïÔÛyéXá�� óXÞXÝ�ï!íóXê]èjÛ]ú�Û]Ý�à,âWý�óXê]è!ìXÝ
ìXìXý�àná<Ú]ÞXÝ
òWêWâ�Û]ìXá�ã ä�Ú]âWÝ
Þ�å1ïjÝ
ìXá�ã � ��ü
Û��«áXð�ä�Ø�è!êWâWá�ã

(2)
Ú]Ý
êWÞXÝ�àný ��ì!Û]ë�ïjÝ�à

u∗(t, x, z, Vi)
[!àiÛ]ç�Ø�á!ànáXð
áXÞXä�ôQõÇÝ
Ý

Wi(t, x, u, z, Vi)óXÞXá<è!ôQòWýKö
(t, x, z, Vi) ∈ [0, ϑ) × R

m × R
k × R

[Xá!ànÝ
ìXìXê![

u∗(t, x, z, Vi) = −
1

2
D−1

i

[

∂Vi

∂x
+ 2Kiz + 2Mix + 2di

]

;
��T]V��
ò �«óXê�Ø�Ú]ÞXêWá!à�ÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝ

Vi(t, x, z)
ä�Þ!Û]âWìXÝ
ìXá�ã:Ø�é!ÛWØ�Ú]ìXý�àná:óXÞXêWáXð
âWê�ïjìXý�àná

Wi(t, x, u∗(t, x, z, Vi), z, Vi) =
∂Vi

∂t
+

+

[

∂Vi

∂x

]′

[A(t)x + u∗(t, x, z, Vi) + A1z + a(t)] +

+

[

∂Vi

∂z

]′

[Bz + b(t)] + Fi(t, x, u∗(t, x, z, Vi), z) = 0

Ø�ú
Þ!Û]ìXáXéXìXý�à�ä�Ø�è!êWâWáXÝ�à
Vi(ϑ, x, z) = χi(x) ∀x ∈ R

n, ∀z ∈ R
k.

�«ä
ïjÝ�à�á!Ø�ç�Û]Ú]Ü8û�ä�ìXçXøXáXô
Vi(t, x, z)

â£âWá�ïjÝ�è!áXìXÝ
ëXìXê]íîçXâ�ÛyïjÞ!Û]Ú]áXéXìXêWë:û�êWÞ!àný
Vi(t, x, z) = x′Θi(t)x + 2z′Ξi(t)x + z′χi(t)z + 2ξ′i(t)x + 2η′

i(t)z + ωi(t),
��T � �
úwïjÝ8Ø�êWêWÚ]âWÝ
ÚWØ�Ú]âWä�ôQõÇá�öÀÞ!Û]ð�ànÝ
ÞXìXê�Ø�Ú]Ý
ë¥àiÛ]Ú]ÞXáXøXý

Θi(t)
[
Ξi(t)

[
χi(t)

[AâWÝ
çXÚ]êWÞXý
ξi(t)

[
ηi(t)áÌØ�ç�Û�èXãXÞXì!Û�ã:û�ä�ìXçXøXá�ã

ωi(t)
óXê�ï!è!Ý�å£Û]Ú£êWóXÞXÝ�ïjÝ�è!Ý
ìXáXô �XóXÞXÝ�ïjóXê]èjÛ]ú�Û]Ý�àK[�éXÚ]ê

Θi(t)
á

χi(t)Ø�á!àiànÝ
Ú]ÞXáXéXìXý�U
ÿ�ê�ïÔØ�Ú�Û]â]èXã�ã

Vi(t, x, z)
áXð���T � �«â���T]V��mï!èXã

u∗(t, x, z, Vi)
á

Wi(t, x, u, z, Vi)
[!óXê]è!ä�é!Û]Ý�àØ�êWú�èjÛWØ�ìXê1ä�Ø�è!êWâWáXô

(3)
Ú]Ý
êWÞXÝ�àný �Wü

Wi(t, x, u∗(t, x, z, Vi(t, x, z)), z, Vi(t, x, z)) =
∂Vi

∂t
+

[

∂Vi

∂x

]′

[Ax + A1z + a(t)]−

−
1

4

[

∂Vi

∂x
+ 2Kiz + 2Mix + 2di

]′

D−1
i

[

∂Vi

∂x
+ 2Kiz + 2Mix + 2di

]

+

+

[

∂Vi

∂z

]′

[Bz + b(t)] + z′[Liz + 2Nix] + x′Gix + 2l′iz + 2g′ix =

= x′Θ̇ix + 2z′Ξ̇ix + z′χ̇iz + 2ξ̇′ix + 2η̇′
iz + ω̇i(t) +

+ 2[x′Θi + z′Ξi + ξ′i][Ax + A1z + a(t)] − [x′(Θi + M ′
i) +

+ z′(Ξi + K ′
i) + ξ′i + d′i]D

−1
i [(Θi + Mi)x + (Ξ′

i + Ki)z + ξi + di] +

+ 2[x′Ξ′
i + z′χi + η′

i][Bz + b(t)] +

+ z′Liz + 2z′Nix + x′Gix + 2l′iz + 2g′ix = 0.

�������	�	
��
�	���������	������
������
����������� � 3�4�!



ÿ�ÞXáXÞ!Û]âWìXáXâ�Û�ã¥ð�ïjÝ�Ø�ÜÌá¸âÌä�Ø�è!êWâWáXá
(1)

Ú]Ý
êWÞXÝ�àný �8ç�êWù�û�û�áXøXáXÝ
ìXÚ]ýªóXÞXá,ê�ïjìXêWÚ]áXóXìXýKöØ�èjÛ]ú�Û]Ý�ànýKöO[�óXê]è!ä�é!Û]Ý�àK[]éXÚ]ê�Ú]êyå1ïjÝ�Ø�Ú]â�Û�áXð
(3)
Ú]Ý
êWÞXÝ�àný ��âWý�óXê]è!ìXÝ
ìXý�óXÞXá8â�Ø�Ý�ö

(t, x, z) ∈
∈ [0, ϑ) × R

m+k
[nÝ�Ø�è!áCàiÛ]Ú]ÞXáXøXý

Θi(t)
[
Ξi(t)

[
χi(t)

[iâWÝ
çXÚ]êWÞXý
ξi(t)

[
ηi(t)

áCØ�ç�Û�èXãXÞXì!Û�ãû�ä�ìXçXøXá�ã
ωi(t)

ãXâ]èXãXôQÚWØwã:ÞXÝ
æÇÝ
ìXá�ã!àná?Ø�á!Ø�Ú]Ý�àný*ïjá!û�û�Ý
ÞXÝ
ìXøXá!Û�è!ÜWìXýKö�ä�Þ!Û]âWìXÝ
ìXáXë










































































































Θ̇i + Θi[A − D−1
i Mi] + [A′ − M ′

iD
−1
i ]Θi −

−ΘiD
−1
i Θi + Gi − M ′

iD
−1
i Mi = 0m×m, Θi(ϑ) = Ci;

Ξ̇i + ΞiA + A′
1Θi − (Ξi + K ′

i)D
−1
i (Θi + Mi) +

+ B′Ξi + Ni = 0k×n, Ξi(ϑ) = 0k×m;

χ̇i + ΞiA1 + A′
1Ξ

′
i − (Ξi + K ′

i)D
−1
i (Ξ′

i + Ki) +

+ χiB + B′χi + Li = 0k×k, χi(ϑ) = 0k×k;

ξ̇i − (Θi + M ′
i)D

−1
i (ξi + di) + A′ξi + Θia(t) +

+ Ξ′
ib(t) + gi = 0m, ξi(ϑ) = ci;

η̇i − (Ξi + K ′
i)D

−1
i (ξi + di) + B′ηi + A′

1ξi + Ξia(t) +

+ χib(t) + li = 0k, ηi(ϑ) = 0k;

ω̇i + 2ξ′ia(t) + 2η′
ib(t) − (d′

i + ξ′i)D
−1
i (di + ξi) = 0,

ωi(ϑ) = 0.

��TW\ �

ÿ�ÞXá âWý�óXê]è!ìXÝ
ìXáXá�óXÞXÝ�ïjóXê]è!êyå1Ý
ìXáXë�ä�Ú]âWÝ
Þ�å1ïjÝ
ìXá�ã � áXð � �X[ �]U�T]S	�
�ÔØ�è!Ý�ïjäWÝ
Úy[�éXÚ]êÇóXÝ
ÞXâWêWÝáXð ��TW\ �iàiÛ]Ú]ÞXáXéXìXêWÝ�ïjá!û�û�Ý
ÞXÝ
ìXøXá!Û�è!ÜWìXêWÝ�ä�Þ!Û]âWìXÝ
ìXáXÝ�Ú]áXó!Û1�máXçXç�Û]Ú]á á!ànÝ
Ý
ÚÇÝ�ïjáXì!Ø�Ú]âWÝ
ìXìXêWÝW[ìXÝ
óXÞXÝ
ÞXý�âWìXêWÝW[�óXÞXê�ïjê]èXå8á!ànêWÝKì!Û
[0, ϑ]

ÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝ
Θi(t)

UWÿ�ê�ïÔØ�Ú�Û]â]èXã�ã
Θi = Θi(t)

â�Ø�è!Ý�ïjä�ô�íõÇÝ
Ý�ä�Þ!Û]âWìXÝ
ìXáXÝW[�áXð ��TW\ �ÔóXê]è!ä�é!Û]Ý�à:àiÛ]Ú]ÞXáXéXìXêWÝiïjá!û�û�Ý
ÞXÝ
ìXøXá!Û�è!ÜWìXêWÝnè!áXìXÝ
ëXìXêWÝmìXÝ
ê�ïjìXêWÞXê�ï!íìXêWÝ�âWÝ
çXÚ]êWÞXìXêWÝ�ä�Þ!Û]âWìXÝ
ìXáXÝ�êWÚ]ìXê�Ø�áXÚ]Ý�è!ÜWìXê
Ξi

Ø�ìXÝ
óXÞXÝ
ÞXý�âWìXý�àná�� óXê
t
��ç�êWù�û�û�áXøXáXÝ
ìXÚ�ÛWànáAU

��Û]ç�Û�ã<Ø�á!Ø�Ú]Ý�àiÛ�Ú�Û]ç�å1ÝQá!ànÝ
Ý
Ú�� ��[�Ø]U�TH`
�ÔÝ�ïjáXì!Ø�Ú]âWÝ
ìXìXêWÝW[�ìXÝ
óXÞXÝ
ÞXý�âWìXêWÝ�ÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝ
Ξi(t)

[�óXÞXê]íïjê]èXå8á!ànêWÝ?ì!Û
[0, ϑ]

U *ÇÝ
ë!Ø�Ú]âWä]ã÷Û]ì!Û�è!êWú
áXéXìXê![iì!Û]ë�ïjÝ�à�ÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝ
χi(t)

[
ξi(t)

[
ηi(t)

[
ωi(t)Ø�á!Ø�Ú]Ý�àný ��TW\ ��U

� Ø�óXê]è!ÜWð
ä]ã ù
Ú]ê8ÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝW[�óXê]è!ä�é!Û]Ý�àK[�éXÚ]ê8ç�êWìXÚ]Þ!Ø�Ú]Þ!Û]Ú]Ý
ú
á�ã
U (i) ÷ u(i)(t, x, z) = u∗(t, x, z, Vi(t, x, z)) =

= −D−1
i [(Θi(t) + Mi)x + (Ξ′

i(t) + Ki)z + ξi(t) + di]

á?û�ä�ìXçXøXá�ã
Vi(t, x, z) = x′Θi(t)x + 2z′Ξi(t)x + z′χi(t)z + 2ξ′i(t)x + 2η′

i(t)z + ωi(t)

� úwïjÝ
Θi(t)

[
Ξi(t)

[
χi(t)

[
ξi(t)

[
ηi(t)

[
ωi(t)

ãXâ]èXãXôQÚWØwã¥ÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝ�à Ø�êWêWÚ]âWÝ
ÚWØ�Ú]âWä�ôQõÇá�öÀóXê�ï!íØ�á!Ø�Ú]Ý�à áXð���TW\ � ��ÞXÝ�Û�è!áXð
ä�ôQÚ�Þ!Û]âWÝ
ì!Ø�Ú]âWê���T)���KóXÞXáÌè!ôQòWýKö
Z ∈ Z

á
(t0, x0) ∈ [0, ϑ) × R

m

(i ∈ N)
U

����� �F; *�èXã8ì!Û]òWêWÞ!Û�óXê]è!êyå8áXÚ]Ý�è!ÜWìXýKö£éXá!Ø�Ý�è
αi (i ∈ N)

âWâWÝ�ïjÝ�à¥Ø�è!Ý�ïjä�ôQõÇáXÝQàiÛ]Ú]ÞXá�íøXýßá:âWÝ
çXÚ]êWÞXý�ü
Dα =

∑

i∈N

αiDi, dα =
∑

i∈N

αidi, Lα =
∑

i∈N

αiLi, lα =
∑

i∈N

αili,

Gα =
∑

i∈N

αiGi, gα =
∑

i∈N

αigi, Mα =
∑

i∈N

αiMi, Nα =
∑

i∈N

αiNi,
��T ���

Kα =
∑

i∈N

αiKi, Cα =
∑

i∈N

αiCi, cα =
∑

i∈N

αici.
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�nÝ
æÇá!à¥Ø�á!Ø�Ú]Ý�ànä1êWòWý�çXìXêWâWÝ
ìXìXýKö�ïjá!û�û�Ý
ÞXÝ
ìXøXá!Û�è!ÜWìXýKöÇä�Þ!Û]âWìXÝ
ìXáXëA[WÛ]ì!Û�è!êWú
áXéXìXä�ô ��TW\ �
� óXÞXá?âWý�óXê]è!ìXÝ
ìXáXá<Ú]ÞXÝ
òWêWâ�Û]ìXáXë ä�Ú]âWÝ
Þ�å1ïjÝ
ìXá�ã � ��[































































































Θ̇α + Θα[A − D−1
α Mα] + [A′ − M ′

αD−1
α ]Θα −

−ΘαD−1
α Θα + Gα − M ′

αD−1
α Mα = 0m×m, Θα(ϑ) = Cα;

Ξ̇α + ΞαA + A′
1Θα − (Ξα + K ′

α)D−1
α (Θα + Mα) +

+ B′Ξα + Nα = 0k×m, Ξα(ϑ) = 0k×n;

χ̇α + ΞαA1 + A′
1Ξ

′
α − (Ξα + K ′

α)D−1
α (Ξ′

α + Kα) +

+ χαB + B′χα + Lα = 0k×k, χα(ϑ) = 0k×k;

ξ̇α − (Θα + M ′
α)D−1

α (ξα + dα) + A′ξα + Θαa(t) +

+ Ξ′
αb(t) + gα = 0m, ξα(ϑ) = cα;

η̇α − (Ξα + K ′
α)D−1

α (ξα + dα) + B′ηα + A′
1ξα + Ξαa(t) +

+ χαb(t) + lα = 0k, ηα(ϑ) = 0k;

ω̇α + 2ξ′αa(t) + 2η′
αb(t) − (d′

α + ξ′α)D−1
α (dα + ξα) = 0, ωα(ϑ) = 0.

��T�� �

�AêWúwïÔÛ�àiÛ]ç�Ø�á!àiÛ�è!ÜWì!Û�ã<óXê ÿ�Û]ÞXÝ
Ú]ê£â�ð�ÛyïÔÛyéXÝ ��`��Kç�êWìXÚ]Þ!Ø�Ú]Þ!Û]Ú]Ý
ú
á�ã
U∗
ð�Û]óXáXæÇÝ
ÚWØwãÌØ�è!Ý�ïjä�ô�íõÇá!à�êWòWÞ!Û]ð
ê�àKü

U∗ ÷ u(t, x, z, Vα(t, x, z)) = u∗(t, x, z) =
��TH���

= −D−1
α [(Ξ′

α(t) + Kα)z + (Θα(t) + Mα)x + (ξα(t) + dα)] .

����� �Q; .Ôì!Û�ã¸ÿ�Û]ÞXÝ
Ú]ê]ífàiÛ]ç�Ø�á!àiÛ�è!ÜWìXêWÝ£ä�óXÞ!Û]â]è!Ý
ìXáXÝ
U∗
[�óXê�Ø�Ú]ÞXêWÝ
ìXìXêWÝ�æ1Û]ú
ê�àßÞ!Û]ìXÝ
ÝW[ànêyå8ìXêÌóXê�ïÔØ�Ú�Û]âWáXÚ]Ü:Ý
ú
ê?âWê?â�Ø�ô�Ú]äÀå1Ý�óXÞXêWøXÝ�ïjä�ÞXäÌïjáXì!ÛWànáXéXÝ�Ø�ç�êWú
ê?óXÞXêWú
Þ!ÛWàiànáXÞXêWâ�Û]ìXá�ãá<ì!Û]ëXÚ]á?û�ä�ìXçXøXáXô �«Ý�èXèjàiÛ]ì!ÛÇóXê£ç�Û�å1ïjê�ànä8çXÞXáXÚ]Ý
ÞXáXôÇU!ÿ�ä�Ø�Ú]Ü1â1ð�ÛyïÔÛyéXÝ �2���«û�áXç�Ø�áXÞXêWâ�Û]ìáXì�ïjÝ
ç�Ø

i ∈ N
á:ç�êWìXÚ]Þ!Ø�Ú]Þ!Û]Ú]Ý
ú
á�ã

U∗
[Xá!ànÝ
ôQõ1Û�ã<âWá�ï ��TH����[Xç�êWÚ]êWÞXä�ô ð�Û]óXáXæÇÝ�à�â£âWá�ïjÝ

U∗ ÷ u∗(t, x, z) = P (t)x + p(t) + Q(t)z,
��TH`��
úwïjÝ��ÃØ
àKU ��T ���2�

P (t) = −D−1
α [Θα(t) + Mα] ,

p(t) = −D−1
α [ξα(t) + dα] ,

�ÃVWS��
Q(t) = −D−1

α [Ξ′
α(t) + Kα] ,

Û
Θα(t)

[
Ξα(t)

á
ξα(t)

Ø�ä�Ú]Ü8ÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝ�Ø�á!Ø�Ú]Ý�àný ��T�� ��U!×«âWÝ�ïjÝ�à�Ø�è!Ý�ïjä�ôQõÇáXÝ�êWòWêWð
ì!ÛyéXÝ
ìXá�ãAü

A(t) = A + P (t), a = a(t) + p(t), A1(t) = A1 + Q(t),

Gi(t) = Gi + (P (t))′DiP (t) + (P (t))′Mi + M ′
iP (t),

gi(t) = gi + (P (t))′Dip(t) + M ′
ip(t) + (P (t))′di,

Li(t) = Li + (Q(t))′DiQ(t) + (Q(t))′Ki + K ′
iQ(t),

�ÃV!���
li(t) = li + (Q(t))′Dip(t) + K ′

ip(t) + Q
′
(t)di,

N i(t) = Ni + (Q(t))′DiP (t) + K ′
iP (t) + Q

′
(t)Mi,

ri(t) = (p(t))′Dip(t) + 2d′
ip(t).

�
∗
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��á!Ø�Ú]Ý�àiÛX[!Û]ì!Û�è!êWú
áXéXì!Û�ã���TW\ ��[Xá!ànÝ
Ý
Ú£âWá�ï�ü






















































Θ̇i + ΘiA(t) + (A(t))′Θi + Gi(t) = 0m×m, Θi(ϑ) = Ci;

Ξ̇i + ΞiA(t) + (A1(t))
′Θi + B′Ξi + N i(t) = 0k×m, Ξi(ϑ) = 0k×m;

χ̇i + χiB + B′χi + (A1(t))
′(Ξi)

′ + ΞiA1(t) + Li(t) = 0m×m,

χi(ϑ) = 0k×k;

ξ̇i + (A(t))′ξi + Θia(t) + (Ξi)
′b(t) + gi(t) = 0m, ξi(ϑ) = ci;

η̇i + (A1(t))
′ξi + Ξiai(t) + Bηi(t) + (χi)

′b(t) + li(t) = 0k, ηi(ϑ) = 0k;

ω̇i + 2(ξi)
′a(t) + 2(ηi)

′b(t) + ri(t) = 0, ωi(ϑ) = 0 (i ∈ N).

�ÃV�T �

�AêWúwïÔÛ£á!Ø�ç�ê�àiÛ�ã<û�ä�ìXçXøXá�ã:óXÞXáXìXá!àiÛ]Ý
Ú£âWá�ï�ü
V i(t0, x0, z0) = Ji(U

∗, Z, t0, x0) =
�ÃVWV��

= x′
0Θi(t0)x0 + 2z′0Ξi(t0)x0 + z′0χi(t0)z0 + 2(ξi(t0))

′x0 + 2(ηi(t0))
′z0 + ωi(t0).

����� 8 ��� � � âWÝ
çXÚ]êWÞXìXý�ÝQú�Û]Þ!Û]ìXÚ]áXá���U�ÿ�ÞXÝ�å1ïjÝ�â�Ø�Ý
ú
ê�ð�ïjÝ�Ø�Ü�ì!Û]ë�ïjÝ�à,ànáXìXá!àiÛ�è!ÜWìXä�ôßóXêÿ�Û]ÞXÝ
Ú]ê£ìXÝ
êWóXÞXÝ�ïjÝ�è!Ý
ìXìXê�Ø�Ú]Ü
Zp

â£ð�ÛyïÔÛyéXÝ �2� ����U���êWú�èjÛWØ�ìXê �ÃVWV��«á��2� ���«òWä
ïjÝ
Ú
Ji(U

∗, Z, t0, x0) = ϕi(t0, x0) + z′0χi(t0)z0 + 2z′0Ξi(t0)x0 + 2(ηi(t0))
′z0,

max
U

Ji(U
∗, Z, t0, x0) = ϕi(t0, x0) + z′0χi(t0)z0 + 2z′0Ξi(t0)x0 + 2(ηi(t0))

′z0,

�ÃV � �
úwïjÝ

ϕi(t0, x0) = x′
0Θi(t0)x0 + 2(ξi(t0))

′x0 + ωi(t0),

ϕi(t0, x0) = x′
0Θi(t0)x0 + 2(ξi(t0))

′x0 + ωi(t0),

Û8ì!Û]òWêWÞ
Θi(t)

[
Ξi(t)

[
χi(t)

[
ξi(t)

[
ηi(t)

[
ωi(t)

�ÃØ�êWêWÚ]âWÝ
ÚWØ�Ú]âWÝ
ìXìXê![
Θi(t)

[
Ξi(t)

[
χi(t)

[
ξi(t)

[
ηi(t)

[
ωi(t)

��Ý�Ø�Ú]ÜÌÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝ�Ø�á!Ø�Ú]Ý�àný �ÃV�T �-�ÃØ�êWêWÚ]âWÝ
ÚWØ�Ú]âWÝ
ìXìXê![ ��TW\ �2��U �AêWúwïÔÛ?Ø£ä�éXÝ
Ú]ê�à �ÃV � �ä�Ú]âWÝ
Þ�å1ïjÝ
ìXáXÝ�V1óXÞXáXâWê�ïjáXÚWØwã<ç
min

z0∈Rk

[z′0χ(t0)z0 + 2z′0Ξ(t0)x0 + 2(η(t0))
′z0 + ϕ(t0, x0)] =

�ÃV�\ �
=

[

z′pχ(t0)zp + 2z′pΞ(t0)x0 + 2(η(t0))
′zp + ϕ(t0, x0)

]

,

ð�ïjÝ�Ø�Ü
χ(t) =

∑

i∈N

[χi(t) − βiχi(t)] ,

Ξ(t) =
∑

i∈N

[

Ξi(t) − βiΞi(t)
]

,

η(t) =
∑

i∈N

[ηi(t) − βiηi(t)] ,

ϕ(t) =
∑

i∈N

[ϕi(t) − βiϕi(t)]

óXÞXá:óXê�Ø�Ú]êyãXìXìXýKö
βi ∈ (0, 1) (i ∈ N)

U
.OÛ]Ú]Ý�à÷ä�å1Ý�óXê

z0
[!ì!Û]ë�ïjÝ
ìXìXê�ànä<áXð��ÃV�\ ��[!ê�ïjìXêWð
ì!ÛyéXìXê �ÃØ�óXê�ànêWõÇÜWô � � � ��Ø�Ú]ÞXêWáXÚWØwãÌàná�íìXá!àiÛ�è!ÜWì!Û�ã£óXêÇÿ�Û]ÞXÝ
Ú]ê�� â�ð�ÛyïÔÛyéXÝ1�2� ���2�nìXÝ
êWóXÞXÝ�ïjÝ�è!Ý
ìXìXê�Ø�Ú]Ü

Zp÷zp[t]
[WúwïjÝ

zp[t]

ÇÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝØ�á!Ø�Ú]Ý�àný

ż = Bz + b(t)
[
z(t0) = zp

U
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� Ú�Û]çA[!Ø�êWú�èjÛWØ�ìXê��ÃV�\ �«ð�ÛyïÔÛyé!ÛÇØ�âWê�ïjáXÚWØwã<ç:ì!Û�ö�êyå1ïjÝ
ìXáXô
min

z0∈Rk

Ψ(z) = Ψ(zp),

ð�ïjÝ�Ø�Ü
Ψ(z) = z′χ(t0)z + 2m′(t0, x0)z,

m(t0, x0) = Ξ(t0)x0 + η(t0).
���	� 1Q/�
 241&7�861 � ; ]4� ��
GWM��K?�+S��	��W �&�)>�
G


βi = const ∈ (0, 1) (i ∈ N)

Y�)�	
���R

P 
��
χ(t0) > 0

a < �)C�K?�

zp = −χ−1(t0)m(t0, x0).
�ÃV ���
ÿ�Ý
ÞXÝ
ë�ïjÝ�à çEóXê�Ø�Ú]ÞXêWÝ
ìXáXô âWÝ
çXÚ]êWÞXìXêWë ú�Û]Þ!Û]ìXÚ]áXá

Jp[t0, x0] = J(U∗, Zp, t0, x0)
[

Φp[t0, x0] = Φ(U∗, Zp, t0, x0)
[jç�ê�ànóXêWìXÝ
ìXÚ]ý ç�êWÚ]êWÞXýKö?Ø�ä�éXÝ
Ú]ê�à �ÃV ����[ �ÃVWV��Ká ��T � �KóXÞXá!ànä�ÚâWá�ï

Ji(U
∗, Zp, t0, x0) = x′

0Θi(t0)x0 − 2m′(t0, x0)χ
−1(t0)Ξi(t0)x0 +

+ m(t0, x0)
′χ−1(t0)χi(t0)χ

−1(t0)m(t0, x0) + 2(ξi(t0))
′x0 −

− 2(ηi(t0))
′χ−1(t0)m(t0, x0) + ωi(t0),

Φi(U
∗, Zp, t0, x0) = max

U
Ji(U, Zp, t0, x0) − Ji(U

∗, Zp, t0, x0) =

= Vi(t0, x0, zp) − V i(t0, x0, zp) =

= x′
0[Θi(t0) − Θi(t0)]x0 − 2m′(t0, x0)χ

−1(t0)[Ξi(t) − Ξi(t0)]x0 +

+ m(t0, x0)
′χ−1(t0)[χi(t0) − χi(t0)]χ

−1(t0)m(t0, x0) + 2[ξi(t0) − ξi(t0)]
′x0 −

− 2[ηi(t0) − ηi(t0)]
′χ−1(t0)m(t0, x0) + ωi(t0) − ωi(t0)

óXÞXá<è!ôQòWýKö
(t0, x0) ∈ [0, ϑ) × R

m
��ð�ïjÝ�Ø�Ü

Θi(t)
[
Ξi(t)

[
χi(t)

[
ξi(t)

[
ηi(t)

[
ωi(t)


8ÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝØ�á!Ø�Ú]Ý�àný �ÃV�T ��[!Û
Θi(t)

[
Ξi(t)

[
χi(t)

[
ξi(t)

[
ηi(t)

[
ωi(t)


�ÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝ�Ø�á!Ø�Ú]Ý�àný ��TW\ ��[
i ∈ N

U
� Ð � "�Õ�&�ÑWÕ
	QÒ��jÒ?% ��')( �6�
� 	

�«û�êWÞ!ànä�è!áXÞXäWÝ�à�áXÚ]êWú
êWâWêWÝ�ä�Ú]âWÝ
Þ�å1ïjÝ
ìXáXÝWU
���	� 1Q/�
 241&7�861��3; ]4� ��
GW\K�S 
_KA
��&�+��
�P�� ��� �?>

n
�^����
�
 ����
&�+S&W ���?> @H�HK?�)PQ
��2��� � ��\ �

1) Di < 0
R
Ci 6 0

R
Gi − M ′

iD
−1
i Mi 6 0 (i ∈ N),

2)
���	X � ��
Y�)�	� 
 ���	��
���
��������

αi > 0 (i ∈ N)
R�
Y�)�	
���P 
��

Gα − M ′
αD−1

α Mα 6 0
R

3)
���	X � ��
Y�)�	� 
 ���	��
���
��������

βi ∈ (0, 1)
R
i ∈ N

R�
Y�)�	
���P 
��
χ(t) > 0, t ∈ [0, ϑ]

a
< �)C�K?� �)��
YS&��U ��� �	�VU ��� � �&�)PF�+S&W ���?> ���+@)
���
�


(t0, x0) ∈ [0, ϑ)×R
m
� @H�HK?�)P�� �2��� � ��\ �

���	X � ��
Y�)� ��
 C��E�F�	��
G
)� �)�H�	�����	�����\
���J��)K?�+� 
\��
������+� � ��N ����
��
(U∗
R
J(U∗, Zp, t0, x0)

R
Φ(U∗, Zp, t0, x0))

a
��ÞXê�ànÝ Ø�ä�õÇÝ�Ø�Ú]âWêWâ�Û]ìXá�ã¥ä�ç�Û]ð�Û]ìXìXý�Ý8ä�Ú]âWÝ
Þ�å1ïjÝ
ìXá�ã¸óXêWð
âWê]èXãXôQÚ:óXÞXÝ�ï!è!êyå8áXÚ]Ü(Ø�è!Ý�ïjä�ô�íõÇáXë:ç�êWì!Ø�Ú]ÞXä�çXÚ]áXâWìXý�ë �����	���?U?óXê�Ø�Ú]ÞXêWÝ
ìXá�ã<Ú�Û]ç�êWú
ê1ú�Û]Þ!Û]ìXÚ]áXÞXêWâ�Û]ìXìXêWú
êÇÞXÝ
æÇÝ
ìXá�ãAü
Û��«óXÞXêWâWÝ
ÞXáXÚ]Ü£âWý�óXê]è!ìXÝ
ìXáXÝ�Ú]ÞXÝ
òWêWâ�Û]ìXá�ã �

1
�«á��

2
��ä�Ú]âWÝ
Þ�å1ïjÝ
ìXá�ã �!�

ò ��ì!Û]ëXÚ]á�ÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝ
(Θi(t), Ξi(t), χi(t), ξi(t), ηi(t), ωi(t) | 0 6 t 6 ϑ)

[
i ∈ N

[nØ�á!Ø�Ú]Ý�íàný ��TW\ � �
â �«á!Ø�óXê]è!ÜWð
ä]ã ò ��[XêWóXÞXÝ�ïjÝ�è!áXÚ]Ü
max

U
Ji(U, Z, t0, x0) =

= x′
0Θi(t0)x0 +2(ξi(t0))

′x0 +ωi(t0)+z′0χi(t0)z0 +2z′0Ξi(t0)x0 +2(ηi(t0))
′z0 (i∈N);
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ú��ióXê�Ø�Ú]ÞXêWáXÚ]Ü�óXêÇû�êWÞ!ànä�èjÛWà���T ���iàiÛ]Ú]ÞXáXøXý
Cα, Dα, Kα, Mα, Lα, Nα, Gα

[WâWÝ
çXÚ]êWÞXý
cα

[
dα

[
lα
[
gα

[XóXÞXêWâWÝ
ÞXáXÚ]Ü£âWý�óXê]è!ìXÝ
ìXáXÝ�Ú]ÞXÝ
òWêWâ�Û]ìXá�ã �
2
�«ä�Ú]âWÝ
Þ�å1ïjÝ
ìXá�ã �!�

ï0�«ì!Û]ëXÚ]á?ÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝ
(Θα(t), Ξα(t), ξα(t) | 0 6 t 6 ϑ)

Ø�á!Ø�Ú]Ý�àný ��T�� � �
Ý��«á!Ø�óXê]è!ÜWð
ä]ã�ï0��[XóXê�Ø�Ú]ÞXêWáXÚ]Ü£ç�êWìXÚ]Þ!Ø�Ú]Þ!Û]Ú]Ý
ú
áXô

U∗ ÷−D−1
α [(Ξ′

α(t) + Kα)z + (Θα(t) + Mα)x + (ξα(t) + dα)] ;

å ��ì!Û]ëXÚ]á¸ÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝ
(Θi(t), Ξi(t), χi(t), ξi(t), ηi(t), ωi(t) | 0 6 t 6 ϑ)

[
i ∈ N

[�Ø�á!Ø�Ú]Ý�íàný�[ �ÃV�T � �
ð��KØ�óXê�ànêWõÇÜWôßå �«êWóXÞXÝ�ïjÝ�è!áXÚ]Ü
Ji(U

∗, Z, t0, x0) =

= x′
0Θi(t0)x0 +2(ξi(t0))

′x0 +ωi(t0)+z′0χi(t0)z0 +2z′0Ξi(t0)x0 +2(ηi(t0))
′z0 (i∈N);

á��KØ�óXê�ànêWõÇÜWô ò ��á<å �«óXê�Ø�Ú]ÞXêWáXÚ]Ü

χ(t) =
∑

i∈N

[χi(t) − βiχi(t)] , Ξ(t) =
∑

i∈N

[

Ξi(t) − βiΞi(t)
]

,

η(t) =
∑

i∈N

[ηi(t) − βiηi(t)] , m(t, x) = Ξ(t)x + η(t);

ç��«âWý�òWÞ!Û]Ú]Ü£éXá!Ø�èjÛ
βi ∈ (0, 1)

[
i ∈ N

[XÚ�Û]çXáXÝW[�éXÚ]ê
k × k

ífàiÛ]Ú]ÞXáXø!Û
χ(t0) > 0;

è �«óXê�Ø�Ú]ÞXêWáXÚ]Ü8ú�Û]Þ!Û]ìXÚ]áXÞXêWâ�Û]ìXìXý�ë âWÝ
çXÚ]êWÞXìXý�ë<á!Øwö�ê�ï
Jp[t0, x0] = (J1(U

∗, Zp, t0, x0), . . . , Jn(U∗, Zp, t0, x0)),úwïjÝ
Ji(U

∗, Zp, t0, x0) = x′
0Θi(t0)x0 − 2m′(t0)χ

−1(t0)Ξi(t0)x0 +

+ m(t0, x0)
′χ−1(t0)χi(t0)χ

−1(t0)m(t0, x0) + 2(ξi(t0))
′x0 −

− 2(ηi(t0))
′χ−1(t0)m(t0, x0) + ωi(t0),á:ú�Û]Þ!Û]ìXÚ]áXÞXêWâ�Û]ìXìXý�ë âWÝ
çXÚ]êWÞXìXý�ë:ÞXá!Ø�ç

Φp[t0, x0] = (Φ1(U
∗, Zp, t0, x0), . . . , Φn(U∗, Zp, t0, x0)),

úwïjÝ
Φi(U

∗, Z, t0, x0) =

= x′
0[Θi(t0) − Θi(t0)]x0 − 2m′(t0)χ

−1(t0)[Ξi(t) − Ξi(t0)]x0 +

+ m(t0, x0)
′χ−1(t0)[χi(t0) − χi(t0)]χ

−1(t0)m(t0, x0) + 2[ξi(t0) − ξi(t0)]
′x0 −

− 2[ηi(t0) − ηi(t0)]
′χ−1(t0)m(t0, x0) + ωi(t0) − ωi(t0).

/�Û]ë�ïjÝ
ìXì!Û�ã¸âÌÞXÝ
ð
ä�è!Ü�Ú�Û]Ú]Ý�Ú]ÞXêWëXç�Û
(U∗, Jp[t0, x0]

[
Φp[t0, x0])

á,êWòWÞ!Û]ð
äWÝ
Ú:ú�Û]Þ!Û]ìXÚ]áXÞXê]íâ�Û]ìXìXêWÝÀóXêCá!Øwö�ê�ïÔÛWàªáGÞXá!Ø�ç�ÛWà ÞXÝ
æÇÝ
ìXáXÝ¥ànìXêWú
êWçXÞXáXÚ]Ý
ÞXá!Û�è!ÜWìXêWë ïjáXì!ÛWànáXéXÝ�Ø�ç�êWë*ð�ÛyïÔÛyéXá
�2��� 
0��\ �KØ�ì!Ûyé!Û�è!ÜWìXêWë óXêWð
áXøXáXÝ
ë

(t0, x0)
U

��âWÚ]êWÞÌò]èjÛ]ú
ê�ïÔÛ]ÞXáXÚ£óXÞXê�û�Ý�Ø
Ø�êWÞ!Û8×�U � U�� ä�ç�êWâ�Ø�ç�êWú
ê£ð�Û8óXê�Ø�Ú�Û]ìXêWâWçXä ð�ÛyïÔÛyéXá?áÌêWò�Ø�ä�å£íïjÝ
ìXáXÝ�Þ!Û]òWêWÚ]ý�U
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