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ТИПА ШРЁДИНГЕРА

Рассмотрены спектральные задачи для р-адических псевдодиффе-
ренциальных операторов типа Шрёдингера для открыто-замкнутых мно-
жеств (ограниченных или нет) пространства Qp

n с потенциалом, стре-
мящимся +<» на бесконечности. Доказаны некоторые теоремы обраще-
ния. Излагается способ построения всех собственных функций и собст-
венных значений для .¥-«гавариантных символов и даётся его обоснова-
ние.

§ 1. Введение

Пусть Qp — поле jp-адических чисел и dx — инвариантная мера Хаара
на нем, нормированная условием

р — простое число, р=2, 3. 5 , . . . (По поводу обозначений и терминоло-
гии см, [1—6].)

Для точек х— (zt, х2,..., хп) пространства QP

n=QPXQpX... XQP вводит»
ся норма j|a:||p=max(|a;1|p, |ж 2 | р , . . . , |д;п|р). Пусть G — открыто-замкну-
тое множество (ограниченное или нет) пространства QP

n. Через 3?Z(G)
обозначаем множество функций из 9?г—&г (^р"; dx) с носителем в G;
здесь мера dx^dx^dx^... dxn. >

Рассмотрим псевдодифференциальный оператор А в G вида (см. [1])

х) = (а*4>) (х) + V(x) if (х) = \ [а (|) + V (х)] \j) (|) %р (— (|, ж)) d\

С СИМВОЛОМ

здесь а (!)—преобразование Фурье (обобщенной) функции а (ж), %р —
стандартный характер поля Qp, (%, х) =! 1 ж 1 +| 2 ж 2 + . . . +|„а:п.

Относительно символа (1.2) предполагаем на протяжении всей
статьи, что функции а(%) и V(x) вещественные ограниченные снизу
(почти везде) и локально интегрируемые в QP

n и G соответственно. Вт
ограничения общности, при изучении спектральных свойств операто-
ра А, можно считать, что а ( | ) > 0 , %<=QP

n и V(x)>l, xeG (почти везде).
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К области определения 3)(А) оператора А отнесем те функции ф из
9?Z(G), для которых о$&3?г

 и V^Sl(G).
Оператору А сопоставим замкнутую положительную квадратичную

форму

A (if, 4) = \ й® \Ц(1)\Щ + J V (х)|ф(х)|»«1х (1.3)

с областью определения

Оператор А положительный,

и допускает (единственное) самосопряженное расширение Л по Фрид
рихсу с областью онределения 3>(Л) =Q(A)03)(А*).

Обозначим через Kk(A), к=0. 1 , . . . , числа, определяемые принци-
пом минимакса (минимакс-числа):

sup inf

/=о, 1,..., к-1

В работе [1] доказана следующая
- ТЕОРЕМА 1. Пусть

'Я(5)-*+оо, . |]5| |,-« u F(x)->+oo, ||хЦ„-«о. жеС. (1.5).

Тогда спектр оператора Л дискретный и состоит ив собственных -значе-
ний {kh. k=0, 1,...}, Я0^Я)< . . . , конечной кратности, причем X,, * -Ь«>(

к'—оо, а его собственные функции {ijjft, к=0, 1, . . . },

образуют ортонормалъный базис в 3?l(G); при этом \h—"Kk{A), к—
=0, 1,.,.

З а м е ч а н и е . В случае ограниченного множества G условие V(x)->
•'+•<», ||ar]|p~»-«», x^G, в (1.5) естественно отсутствует.

В работе [1] были вычислены в явном виде все собственные значе-
ния и собственные функции оператора A=Da, a > 0 (его символ ИИ и"),
для круга Br=[x<=Qp; \x\p^p1], для окружности S-,— [x^Qp: \x\p=px],
t^Z={0, ± 1 } и частично для оператора A=Da+V(\x\p) типа Шрё-
дингера в Qp (p^"2). Эти вычисления основываются на вычисленных
ранее собственных значениях и собственных функциях оператора Da,
•7.>0, н Qp (см. [4—6]). Ортонормальный базис этих собственных функ-
ций приводится в § 2; там же приводится ортонормальный базис соб-
ытии иных функций оператора D* в круге B^ и нормированный базис —
для -.«того оператора в окружности 5Т для всех р. В § 3 изучается опера-
юр усреднения М и устанавливается его связь с интегрированием по
мере Хаара по Д/-инвариантным множествам пространства Qp

n a g =
— (Ир)-интегралами. В § 4 изучается спектральная теория оператора
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A-=D*+V(\x\t,), a>0, в Af инвариантном открыто-замкнутом множест-
ве G. В § 5 излагается метод построения itf-инвариантных собственных
функций в собственных значений оператора Ж для множества G 1 типа.
Дается обоснование метода при условии на потенциал

-*( | * |p)Ac<<». (1.6)

В § 6 приводятся различные варианты обращения теоремы 1.
Здесь уместно отметить работы [8—9] по спектральной теории опе-

ратора A—Da+V(x). В работе [8] изучается оператор А с произволь-
ным вещественным локально ограниченным в Qv потенциалом
а в работе [9] — в произвольном регулярном открытом множестве
и его спектральные свойства существенно зависят от структуры множе-
ства G. '

§ 2. Базисы собственных функций оператора £>*, a > 0

Спектр оператора Da в Qp состоит из собственных значений Xw=pe*,
/VeZ, бесконечной кратности и точки Х=0 ([4], см. также [1, 5, 6]),
Нормированный базис соответствующих собственных функций •

+ . . . +.ei-2p'"2, е}==0, 1 , . . . , р—1

ортогонален по всем индексам, кроме индекса / = 1 , 2, . . . , p—i, если 1*=*
=2, 3 , . . . (^^2). Здесь мы приведем результат ортогонализации базиса
(2.1) по индексу /', а также соответствующие базисы собственных функ
ций и собственные значения оператора Ьа для круга В-, w окружности
Sb if^Z, включая и случай />=2.

О п е р а т о р D* в <?р: Xw

/=2, 3, . . . , / — 1 , 2, . . . , р - 1 , е,;

Ф№. i. о (ж) = р"^"Й ( Р ^ 1 1 * |р) %Р ()Р-
l=i, / = 1 , 2, . . . , р ~ 1 , е,=0;

,,, е г (х) = 2 * Г * ( | ж |, - . 2'+1"w) X s (e,2z-aff

/ = 2 , 3 , . . . , / = 0,1, ег;

( [ | r l l
Z = i , / = 0,1, e1 = 0.

(Отметим, что носитель функции <р̂ , х, 0 содержится в окруживши
SZ-N при р=»2.)
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Их преобразования Фурье выражаются формулами:
рФ2: • ' '

— 2eg/ ss /' (mod р), / = 2,3,,.., / = 1,2,. .„,р.—1, ед

J-1 ./-1, 2, . . . , ? = 1 , et=

J V - 1

Z=2, 3, . . . , /=0, 1, в,;

г, 1. о (I) = 2" Т
i=l, /=0, 1, е,=0.

Оператор 0 е в к р у г е Вь ^eZ,

кратность!;

i — Р™
11
^» ф1-г, Л О (Ж) / == 1,2,..., р •— 1; кратность р — 1;

ре*»мя, <pLv,/.^(a:), Z = 2,3,...,ft, / = l,2,.;.,.p — 1 , e
4
;

у, о (ж). / = 1» 2,..., р — 1, кратность p*-i (р — 1), & = 2,3
8
.

кратность 1;

кратность 1;

, ф1_^^
>0
(ж), / = 0,1, кратность 2;

= 2
a(k
-

v)
, «pU.A»!^). 2=2,3,....* — 1 , / = 0,1;

*P)t-v./. о (*)» / = 0,1, кратность 2*"
1
, & = 3,4,...

Оператор J3a на окру жноети Sb

рФ2: • ' .

кратность 1;

К = P a a ~ V ) . 4>V, / (*) =» - ^ г [fi-¥, Л 0 («) - ф1-У, /+1. 9 (

/=1, 2,.,., р—2, кратность р~2;

f t V o h ,t (в), / = 1,2,..., р - I,
кратность р*-*(р — I)2, A = 2 ,3 , . . .

р-2 : • .

2'iCM-l . %(x) = 2 кратность 1;



Фг-ул.оСя) кратность 1;
= 2*№+1™v), ф£+1-у, у. ,,(*>, / - 0,1, ек кратность 2Х~\ к = 2,3,.

З а м е ч а н и е . Собственные функции <pT>j, / = 1 , 2,...., р—2, неорто-
гональны в ^(S-,)':

(фу. It» фу. j) — б*, у 2" ^*- -7+1 — ~2" бк+1, /•

В приведенных формулах использованы следующие обозначения г

Q(<)=1, O^f^l, Q(t)=O, t>\,

, ar0 == Ar,

Если а—рл (ao+aip+ ...) — каноническое представление р-адическо-
го числа а, то теоретико-числовая функция Я.Р(а) определяется форму-
лами:

1, у четное, рф2,

{—- | , V нечетное, р ^ 1 (mod 4),

, у нечетное, р == 3(mod 4),(-^-\ I

___ [1 _|_ (_ i)"i j], у четное,
у 2

(— 1)а> [ь + (— 1)°*], у нечетное, р = 2.
/2

1ежа1

модулю /?, и равный - 1 в противном случае.

—.) | символ Лежандра, равный 1, если а„ — квадратичный вычет но

§ 3. Оператор усреднения

Множество GczQp называется М-инвариантным, если для всех
все точки х окружности |ж'|р=|л;|р также принадлежат G. Ж-инвари-
антное множество G либо не содержит точку 0, либо содержит ее, т. е.
6 ' = U Sv (открытые), или G~ (J S4 [J {0} (замкнутые), где m - ве-

yern . yern

которое подмножество целых чисел Z.
Для того чтобы М-инвариантное открытое (замкнутое) множество

было открыто-замкнутым в QP, необходимо и достаточно, чтобы сущест-
вовало такое целое число N, что множество ог не содержит отрезок
{—<», — N] (m содержит отрезок (—«-, — N] соответственно).

В первом случае назовем множества G I типа, а во втором — I.I типа.
Примерами Ж-инвариантных открыто-замкнутых множеств являются
пространство Qv (II типа), круг Дт (II типа); окружность 5Т (I типа),
внешность круга QP\B-, (I типа,), слой ВЛВГ^ f>i' (I типа) и т. д.
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Пусть G — открытое ДГ-инвариантное множество в Qp. Для любой
функции /:G-*-C, j<=9?\0C (G), введем оператор усреднения

I* Ip—lxlp ' с 'р *•

Очевидно, оператор М переводит /(|ж|Р) в себя, и обратно: если /
инвариантна относительно преобразования М, M[f]=f, то /(ж) зависит
лишь от \х\р.

Отметим неравенство: если ]^9£\0С (G), то

|Л/[/] | г <М[|/ | 2 ] , *eG, (3.2)

вытекающее из (3.1) и неравенства Коши — Буняковского.
Введем подпространство 27

0

2(G) (&*=3?а

г (QP

n)) пространства
S^Z(G), состоящее из функций f^Sz(G), инвариантных относительно
оператора усреднения. М со скалярным произведением (/, g)0 и нормой
11/11 о по формулам »

Имеет место следующее легко проверяемое равенство:

Пространство 2?a

2(G) изоморфно пространству Л* последователь-
ностей {/,, "i^m) таких, что

vem

Этот изоморфизм задается равенством

причем

Оператор М линейный и непрерывный, из S2(G) в S>

O

Z(G), причем

(ЗА)

Действительно, пользуясь неравенством (3.2), из (3.1) получаем не-
равенство (3.4):

S И | ^ ) | т ^ Х S
| е | р = 1 '• ч ' № ' ' ^ v e m | е | р = 1



Пусть / ^ 2 " (G). Справедливо равенство

\ f(x)dx = \ M[f](\x\p)dX =, ( l ~ ) Я
G 6 few

1
Правая часть равенства (3.5) напоминает q = интеграл вида

(см., например, [7])

ч> (г) «v = ( ! - <

Введем модифицированный g-интеграл по формуле

В терминах модифицированного <? = — ^интеграла формула (3.5)

принимает вид (ср. [7])

8
(3.6)

Т

где в силу (3.1) функция М [/] (г) задается формулой

Сказанное без существенных изменений переносится на случай
n-мерного ^-инвариантного открытого множества G<=.Qp

n. (Множество
G называется М-инвариантным, если для всех х= (ж,, хг,..., хп) &G все
точки х == (х,\ хг',... ,Хп), для которых k/U=|a;j |p, / = 1 , 2 , . . . , п, так-
же принадлежат G.) Af-инвариантные открытые множества G с точ-
ностью до множества меры 0 представляются в виде

G = U S V l x 5 T l x . . . X Sv ,
n

где 7= (71, fi,..., *(n) и тп — некоторое подмножество Z".
Обозначим через Mj частный оператор усреднения по переменной xir

7=1, 2,. . . , п. Для / e S ' j ^ (G) введем оператор усреднения М по фор-
муле

.]]• (3.8)

Оператор ЛГ не зависит от порядка действия частных операторов усред-
нения М,, Мг,..., Мп (теорема Фубини).

Скалярное произведение в £ V ( £ ) и формула (3.5) принимают вид

f ^ ) ! ] e(Py)< С3-9)
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/(*) dx = jj Д/[/](K|P \xn\p)dx =

G), (3.10)

ysm

где *| if j =?.+?*+ . . . + j . , />T= (/>Tl, / ' , . . . , />T»).
Аналогично переписываются формулы (3.3) —(3.6) и неравенства

{3.2) и (3.4) '
Сечение любой плоскостью £j=0, / = 1 , 2 , . . . , и, Л/-инвариантного от-

крыто-замкнутого множества есть Af-инвариантное открыто-замкнутое
множество. Поэтому re-мерные Л/инвариантные открыто-замкнутые мно-
жества допускают классификацию, подобную » = 1 . Мы выделим здесь
два крайних типа таких множеств: множества, содержащие окрестность
нуля, и множества, не содержащие окрестность нуля. Примерами таких
множеств являются множества вида

G^GiXGtX ... XGn,

где все Gh / = 1 , 2 , . . . , я,— Д/-инвариантные открыто-замкнутые множе-
ства в Qv либо I, либо II типа соответственно.

Наконец, отметим, что преобразование Фурье переводит Л/-инвари-
антные функции из 2 У в Л/-инвариантные функции. Это следует из
того факта, что основные (из 2)) ДГ-инвариантные функции при преоб-
разовании Фурье F переходят в Л/-инвариантные функции (см. [2]),
а множество основных Af-инвариантных функций плотно в ЙУ и опера-
торы М a F непрерывны в З?2.

§ 4. Оператор 1>*+Г(|ас| р),в>в

Оператор D* введен автором в работе [2J; это — псевдодифференци-
альный оператор с символом | 1 | А Оператор типа Шрёдингера

рассматриваем в М-инвариантном открыто-замкнутом множестве G (ог-
раниченном или нет). Относительно потенциала V предполагаем, что он
М-инвариантен в G, удовлетворяет условиям § 1 и, сверх того, У(|ж|р)-*-
^*-+<», |х|р-»-<», x(=G (последнее условие —для неограниченных мно-
жеств G).

Пространство 2 " (6?) разлагается в ортогональную прямую сумму
подпространств 2?2(Si) (см. § 3); .

(4.1)

vem

Обозначим через Ж самосопряженное расширение по Фридрихсу опе-
ратора А с областью определения Sb(S.)=Q(А)пЗ)(А°) (§ 1).

Собственными функциями оператора Л в G будут те собственные
функции оператора D* в G, 'которые обращаются в нуль вне S-, при не=
котором -ует. Таковым является объединение по f^m всех собствен-
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ных функций оператора Da в Sb приведенных в § 2, кроме ip0=const,
т, е. при рФ2:

, ф ?, ;(х) = —j=[<?\-4,.),o(x) — ф1-у,т,о(ж)]. / = 1,2,...,р —2,
У 2 (4.2)

Ф*-т./,екИ. 7 = 1,2,. . . , р — 1 , Л = 2 , 3 , . . . , ек;
при р=2:

Фг-v, 1, о(*). <Рк+1-т, J. ен (
х)> 7 = 0.1. А = 2,3,. . . , e s . (4.2')

Соответствующие собственные значения суть: при рФ2

' , * = 1 , 2 , . . . , t e m ; (4.3)
при />=2:

Я т

л=2 а < л + 1- т )+У(2 т), . fc-1, 2 , . . . , fesm. (4.3')

При этом числу Х-,1 соответствуют функции <pT(j (кратность р—2) при
и функция ф2_Уг1,о (кратность 1) при р=2\ числу ^ — функции

) , е ч (краТНОСТЬ Ph~2(p— 1 ) 2 ) ПРИ р=И=2 И фуНКЦИИ фк+1-v. J. ен

(кратность 2*"') при р=2, к=2, 3 , . . .
Таким образом, при фиксированном ч^т собственные функции (4.2)

оператора Л; дополненные 1, образуют базис в 2*\Si) (см. § 2). Поэто-
му и в силу (4.1) объединение функций (4.2) по ^т будет ортогональ-
но в 2 7 2(G) функциям, постоянным на каждой окружности 5Т, у^т, т. е.
к Л/-иявариантным функциям в G. Итак, ортогональное дополнение
в SZ(G) к замкнутой линейной оболочке, порожденной объединением
по "\^т собственных функций (4.2), есть пространство SV(G) (§ 2).

Осталось найти недостающие собственные функции оператора Л в G,
т. е. Д/-инвариантные собственные функции т|з(|а;|р).

Обозначим через Ло сужение оператора Л на подпространство S?*(G)',
Л» — самосопряженный оператор с областью определения £t) (Ла) —
=2)(Л)п&ог(С). Найдем представление оператора Ло. Для этого вос-
пользуемся следующей леммой.

ЛЕММА. Пусть а > 0 м f(x) —локально интегрируемая функция в Qp

такая, что

[
Тогда

(Daf) (x) = -\x(\x |р, \y\p)f(v)'dy + a\x\?f (*), (4.4)

где Ж {t, т) —вещественное симметричное ядро,

Р
, т) = 1

0, т = t,
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Д о к а з а т е л ь с т в о . По определению оператора 2?а, а > 0 (см. [2]),
имеем

• и |«+1

* + S
l l I

Но, обозначая \х\Р=рк, получим

lvlp<Mp

Отсюда и из (4.6) следуют равенства (4.4) и (4.5). •
В силу леммы оператор Da преобразует 3?*{G) в iff-инвариантаые

функции в QP. (Напомним, что SV(G) состоит из М-инвариантных функ-
ций из 2?2, равных 0 вне G.) Поэтому оператор Ло на функциях из его
области определения 3)(Ao)

c=^oz(G) принимает вид *

Отметим, что в силу (4.5) интеграл в (4.7) сходится абсолютно при
всех jxjj^O, если ij>eSV(G), и операторуА (точнее, его расширение с по-
мощью правой части равенства (4-7)) преобразует 2 V

Соответствующая квадратичная форма

с

6 областью определения Q(Ao)=Q(A)u3'o
i(G) замкнута и положительно

В терминах W'—^—^ip1), ^/^-последовательностей оператор Ж®
принимает вид-

~ v + F(pv)]i);V9i ущт» (АЛО)



где в силу (4.5)
pV'-te+Dv, у'

О, Y'=Y» (4Л1)
pp-«v', у'

Теперь, пользуясь аналогом критерия Реллиха компактности функций
ъ 2?O

Z(G) (см. [1]) и общими теоремами функционального анализа (см.,
например, [10, т. 4], ср. с теоремой 1 § 1), заключаем, что спектр опера-
тора At, чисто дискретный, т. е. состоит из собственных значений
{Н*> &=0, 1, . . .}, |1о<ц,<.. . , \ih-*•+«>, к-+<х>, каждое из которых конеч*

ной кратности; соответствующие собственные функции $к^2)(3о), к—
= 0 , 1 , . . . ,

(4.12>

образуют ортонормальный базис в 2 V ( G ) . Справедлив вариационный
принцип

Щ = inf if; м а ' (4Л8)
j!eQ(A,) II'Ф lie

причем inf достигается на собственных функциях, соответствующих соб-
ственному значению Ц/,.

Резюмируя полученные результаты, убеждаемся в справедливости
следующей теоремы.

ТЕОРЕМА 2. Спектр оператора А чисто дискретный и- состоит из соб-
ственных значений (4.3), и {р,к, к=0, 1, . . .}, соответствующие собствен-
ные функции (4.2) и (i|J*(|a:|p), fc=0, I, ...} образуют базис в Z*(G)..

З а м е ч а н и е . Кратность собственного значения А* оператора А опре-
деляется решениями уравнений

^ k = ( i j , / = U , 1 , . . . , А ; , = А Т , Ч^Ш, 1 = 1 , 4 , . . .

(их конечное число) и кратностями собственных значений (А3 И %%

1.
Теперь докажем следующую теорему.
ТЕОРЕМА 3. Наименьшее собственное значение л0 оператора А сов-

падает с наименьшим собственным знацением |л0 оператора А о, Ло=Ц<>; оно
простое и соответствующая ему собственная функция tyo(\x\p) положи-
тельна в G. Справедливы оценки

1 Г -2р

£ - ' (4Л4)
vem w

гЗ mn=mf\{—<x>, N].
Д о к а з а т е л ь с т в о . Для собственного значения \i0 справедлив ва-

риационный принцип (4.13):

^ i n f 1 5 № = ( ^ А . ^ (4-15)
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где i(>o(|x|p) - любая (вещественная) собственная функция оператора Ла,
соответствующая рь0-

Докажем сначала, что Т|>О(|^|Р)^О, X^G.

Пусть, напротив, существуют компактные в G\{0} окрестности U(x')
и V(x") точек x'eG\{0} и x"^G\{0} такие, что ' I M I * I J > ) > 0 , xesU(x') и

0, xe=V(x"), так что

Введем последовательность функций

жа 3){G)<=S>(Ka) с носителями в .Gn[BK\B-s], так что i|)ft-*i|3.
в 5P»*(G). Отсюда и из замкнутости квадратичной формы At($, if), а так-
же из (4.15) следует [10, т. 1], что

Далее, при достаточно большом N С7(аг')иУ(ж")сДк\Д_№. Поэтому,
учитывая, что .Ж"(И,, -|у|р)>0 при |a:U^|VU И

 Ж\Х\Р, 1^1Р)= =0, И ИЗ

(4.16) имеем неравенство

J J Ж ( | * |р, 10. | Р ) [ 11>* ( | * I»») I И я ( | У |„) j - «tw ( | х |,Л 4>.v (I U Ш dx dti > Jh

где число TI>0 равно

ri - 4 J ." J .Ж ( | х |р, | у \р
Р(ж')^(ж-)

Отсюда и из (4.8) следует неравенство

откуда выводим неравенство

(^0 I ^У I» К » I )о ^ (3<$N, %)о —• П

которое в силу (4.17) противоречит вариационному принципу (4.15).
Итак, наше предположение, что \ |)О(ИР) принимает значения разных
знаков, неверно, и, следовательно, ^о(Ир)5г(), x*=G.
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Но тогда из уравнения (4.12) (см. также (4.7)) следует, что ^«(k | p )
не может обращаться в нуль, т. е. т£о(|я|р)>О, г е б .

Аналогично доказывается, что любая собственная функция фо(я) опе-
ратора Ж, соответствующая наименьшему собственному значению Яв, не-
отрицательна в G. Далее, из вариационных принципов (1.4) и (4.15) сле-
дует, что Яп^Цо. Но неравенство к<,<-Ць невозможно, иначе собственные
функции •^„(х)Х) и фо(|л:|р)>0 оператора Ж, соответствующие различ-
ным собственным значениям, были бы ортогональны в 3?*(G), что невоз-
можно. Итак, А,о=Цо и соответствующие собственные подпространства опе-
раторов I и I ) совпадают и состоят из знакопостоянных собственных
функций. Отсюда следует, что к<,— простое собственное значение (иначе
нашлась бы знакопеременная линейная комбинация собственных фун&=
ций).

Докажем оценки (4.14). Нижняя оценка тривиальна и следует ив
(4.8). Для получения верхней оценки (4.14) подставим в вариационный
принцип (4.15)

и воспользуемся равенствами (4.10) и (4.11). •
В частности, при G=QP верхняя оценка (4.14) принимает вид

( 4 Л 8 )

§ 5. Операторной в множестве I типа

Изложим метод построения собственных функций и собственных зна-
чений оператора Жо (см. § 4) для Л/-инвариантных открыто-замкнутых
множеств G I типа, т. е. для множеств вида (§ 3)

, G = U 5V, m i n y > — ос.

Множество т=(т0, mt, ...) целых чисел будем считать упорядоченным
(конечным или нет), т. е. т^т^...

Пусть if(|a:jp) ~ ЛГ-инвариантная собственная функция оператора Ж^
соответствующая собственному значению [i,

Предположим, что $р
Ищем i()(|a:|p) в виде ряда по ортогональному каноническому базису

Щ\х\Р-рг), rem} в 2V(G) (см. § 3):

Пользуясь представлением (4.10) оператора Ж„, из (5.1) и (5.2) для не-
известных коэффициентов {ip(pr), rem} получим систему уравнений

^•И5 (Рг) + [op~av + V (pv)] г|) (pv) = (iij? (pv), Y e /»»
r<=m



где числа Жлт определены равенствами (4.11).
Обозначим ^(рт*)=^к, k=0,i,...,N<<*>,

х = — У р"0""*^. %фО. (5.4>
• . • **Jsh •

(Если ЛГ=оо и f e , 2 y ( G ) , то ряд V рт" |с | "Фк Is сходится и, следова-

тельно, сходится-ряд (5.4) в силу неравенства Коши — Буняковского

Система (5.3) переписывается в виде (вспомним, что <з+р—ра, §

р У

>

где обозначено

Cki=l-p-il+a){m*-m>). (5.6);

Полагая в (5.5) /с=0, получим соотношение . • .

)-n, (5.7>
а при &=1, 2, ...— рекуррентную формулу для определения неизвестных
чисел ,

) - * 0 = = l t * - ! ' 2 : - " ( 5 - 8 )

арй условиях, что (см. обозначение (4.3))

« V ) = X1

wlft, Л = 1 , 2 , . . . (5.9)

С помощью равенства (5.7) исключим из равенств (5.8) и (5.4) яеиз-
1 -

вестную величину и = — (кт, — ц). В результате получим рекуррентное
соотношение для

(5.10).
и трансцендентное уравнение для определения собственных значений р,:

( ^ J i )

при условиях (5.9).
Отметим, что из (5.3) следует формальное выражение для



где
$0'=»-V(pm°),

(5ЛЗ)

(При N—°° ряд (5.12) сходится в смысле обобщенных функций 3)'(G)%

если $&3?ЧСг).)
Подытбжим сказанное в виде следующей теоремы'.
ТЕОРЕМА 4. Пусть собственное значение ц оператора Ло в М-инвари-

антном открыто-замкнутом множестве G 1 рода удовлетворяет условиям
(5.9) и соответствующая ему М-инвариантная собственная функция
• ( М Р ) удовлетворяет условию ip(р*"")^0. Тогда ф(|х|р) представляется
рядом (5.2) в <?, причем коэффициенты if (/>""• )=t()i, удовлетворяют рекур-
рентному соотношению (5.10) и ц удовлетворяет трансцендентному урав-
нению (5.11).

Остается открытым вопрос о том, при каких условиях верно обратное
утверждение: всякое (вещественное) решение ц уравнения (5.11), удов
летворяющее условиям (5.9), является собственным значением оператора
Ло в G, а функция \рЦх\р), построенная по формулам (5.2) и (5.10),
является соответствующей собственной функцией и удовлетворяет усло-
вию if (/>"*») =/=().

При N<<» это утверждение верно.
При N==oo мы предположим, что потенциал У(|£| р) удовлетворяет

условию

t ( L ) , £ V-*(p"'*)pm*O. (5.14)

Наша задача — исследовать сходимость.рядоя (5.2), (5.11) и (5.12). Для
этого оценим коэффициенты ф* при /с-+<». ,

Из формул (5.6) и (5.9) следуют оценки

1, X 4 ^ F ( p m » ) , *->оо.<5.15)

Отсюда и из (5.10) (при каждом фиксированном |л) вытекает рекуррент-
ная оценка

(5.16)
Выберем целое число m'^ma таким, чтобы было

(Ряд (5.17) сходится, так как %mj ~ V(рт<) -*-4-<», /^«>.) Перепишем ре-
куррентное неравенство (5.16) в виде

(5.18)



где обозначено

Вводя новую последовательность

: Г к 8=Ц> к( |1 —*Jl, t)|,' * = м ' .и*Ч-1, . . . . (5.19)

перепишем рекуррентное неравенство (5.18) в виде

=»»' + ! . » ' + 2,... (5.20)

Докажем оценку

Ч Неравенство (5.21) докажем методом математической индукции
по к. Оно верно при к=т'. Считая его верным для т'+\, . . . , к, докажем
его для к+l. Из (5.20) с учетом (5.17) имеем

Из оценки (5.21) и в силу (5.19) и (5.14) следует оценка (при неко-

торой М > 0 )

. ft-0,1.... • (5.22)

Из оценки (5.22) следует, что ряд (5.4) сходится в области допусти-
мых значений, параметра |л, а условие (5.14) дает возможность заклю-
чить, что ряд (5.2) сходится в ^ 0

2 ( G ) , так что построенная функция
a?|p) принадлежит 9?*(G).
Докажем оценку (при некотором Мг>0)

% * - 0 , 1, ••., (5.23)

где числа ifk' определены в (5.13).
Ч Из условия (5.14) следует оценка (при некотором Л/,>0)

*-»0, ! . . . ._ (5-24)

Пользуясь этой оценкой, оценкой (5.22) а условием (5.14) при &=
= 1 , 2 , . . . , имеем из (5.13) цепочку неравенств:
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х Г У pm>v-4?

m>)T+ \ £ p***"f\ У pm>r*(p»i)t}

< M 5 f p-(a+>/')m* + p-(1+bt)m* ( ^ p J ) % + Г £ р-а+2а)вГ/г J <

Из оценки (5.23) следует, что ряд \ р'Ч.'Фк'!2 сходится и, ста-

ло быть, ряд (5.12) сходится b'3?*{G), т. е. D^^&^iG). Отсюда в силу
уравнения (5.3) следует, что V^^2'o

i(G). Поэтому построенная по фор-
муле (5.2) функция 1|з(|х|р) принадлежит области 3){Жа), т. е. является
собственной функцией оператора Аа. При этом сходится интеграл

|"<оо. (5.25)

Подытожим наши результаты в виде следующей теоремы.
ТЕОРЕМА 5. Пусть потенциал V(\x\P) удовлетворяет условию (5.14).

Тогда всякое (вещественное) решение ц уравнения (5.11), удовлетворяю-
щее условиям (5.9), является собственным значением оператора Ло в G,
а функция ty(\x\P), построенная по формулам (5.2) и (5.10), является
соответствующей собственной функцией и удовлетворяет условию
$(рт°)Ф0. При этом сходится интеграл (5.25).

§6» Обращение теоремы 1 ,

ТЕОРЕМА 6. Пусть функции а ( | ) и V(x) М-инвариантны в Qp" и в
М-инвариантном открыто-замкнутом множестве G<=Qp

n соответственно.
Если минимакс — числа Хи(А)->-+°о, к-*-00, то

если G — неограниченное множество;

a(E)++°°, IISII,-«V .(6.2)

если G содержит окрестность нуля.
При этом Xk(A)=%k, k=0, I, . . .
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть сначала п=1. Пусть G — неограниченное

Л/-инвариантное открыто-замкнутое множество в QP. Докажем, что
F(|a;|p)-^+oo, |х|р-*-«>, xeG. Пусть это не так, т ч е. F(|a;|p) не стремится
к +°° при |а:|у—*-«>, x^G. Тогда существуют число М>0 и возрастающая
последовательность Nk^m, k—i, 2 , . . . , Nk-*°°, k-*-<*>± такие, что

V(pN«)<M, k=l, 2, . . . (6.3)

Пусть р¥=2. Рассмотрим ортонормальную в 5"(G) подсистему собст-
венных функций оператора Da, a > 0 (см. § 2),

{«A-^.i! i ( * ) . * = 1 . 2 , . : . } , (б.4>
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для которых .

I Фг-iV ы (£) I2 = Р**" 1 * (1£ [Р — Р2"**) б (g0 — Р + 2),

и, стало быть, в силу (1.3)

„ 1.1, «Й-Wv. 1.1) = [а (1) p^~ x 6 ( | g |р — Р 2 ^ ) б (Б, — р 4 2).dg -f

F ( | x \p) p1™ U6 (j a; |p —• p к) б (#0 —. 1) da; = a (p ~ *) -1- F (p' *)„

(По поводу вычисления интегралов см. [2].) Отсюда, принимая во вни-
мание оценку (6.3), выводим

гг х , ! , Ф ! ^ , , 1.1)< sup а (р*-**) + М = С, * = 1,2,... (6.5)

Так как kk(A)-+•<*>, &-*•«>, то из (6.5) следует, что множество функ-
ций (6.4) компактно в SP2{G) (см., например, [10]). Но это противоре-
чит ортогональности бесконечной системы функций (6.4). Полученное
противоречие и доказывает (6.1). ~

Аналогично рассматривается и случай р—2.
Пусть теперь GczQp — Д/-инвариантное открыто-замкнутое множество

II типа, так что множество т содержит все целые точки отрезка
(—°°, ' - # ] . Докажем предельное соотношение (6.3). Пусть оно не имеет
места, т. е. существуют число Л/>0 и возрастающая последовательность
Nb к — 1 , 2, ..., N,,-*•<*>, к-*-<х>, т а к а я , что

а(р»*)^М, Л-1, 2, . . .

Рассмотрим бесконечную ортонормальную в S?Z{G) систему собствен-
ных функций оператора Da, a > 0 (см. § 2),

для которой, как и выше, равенство

^ 4 ЛГк>тах|1,ЛГ —2),

приводит к противоречию. Предельное соотношение (6.2) доказано.
В случае « > 1 доказательство проводится аналогично. В качестве

ортонормальных систем функций (6.4) или (6.6) нужно взять произве-
дения таких функций с различными аргументами. •

З а м е ч а н и е . Для случая G=Qp

n предельное соотношение (6.1) было
доказано в работе [2]. . •

Будем говорить, что Л/~инвариантный символ

a( |5 | , )+V( |*[p), I^QP, x^G, (6.7);

удовлетворяет условию (В), если при всех i&to, k—f, 2,,.. уравнение

имеет лишь конечное число целых решений жето, y—i, 2, . . .
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Примерами символов, удовлетворяющих условию (В), являются сим-
волы (6.7), для которых а(|ЦР)-»-+«>, |||,,-»-оо и Т ( | а ; | „ ) - * + » ; \х\р-*

Как и в § 4, обозначим через Ж<> сужение оператора Ж (с символом
(6.7)) на подпространство 2V((?).

ТЕОРЕМА 7. Пусть G — М-инвариантное открыто-замкнутое множест-
во в Qp и символ (6.7) удовлетворяет условию (В). Если А* (.4в)-*•+«>,
к-*-оо, ТО

Г С И Р ) - + » , М Р - ° ° , x=G, (6.9)

если G — неограниченное множество;

Й(ИЫ-Н-<», |iU-°°, (6.10)
если G II типа.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как Я,»(4в)-*;+«> дри А-*-», то спектр опе-
ратора Л(, дискретный и состоит из собственных значений \ih=Xk(Aa),
к—0,1,..., соответствующие собственные функции {.t|>*(|tf|j>), &=0, 1» • • •}
образуют базис в S»Z(G) (см. [2, 10]). Эти функции также являются и
собственными функциями оператора Ж. Далее, функции (4.2) (при р=2—
(4.2')) также являются собственными функциями оператора Ж, которые
соответствуют собственным значениям

В силу условия (В) каждое собственное значение X/ и |лЛ конечной
кратности. Итак, построен ортонормальный базис собственных функций
(это функции (4.2) и функции ij3i,(|;r|i>), к=0, 1,...) оператора Я. Соот-
ветствующие собственные значения А*, к=0, 1 , . . . , полученные в резуль-
тате упорядочивания чисел ЛД &=1, 2 , . . . , f^m, и цк, к=0,1,...,— ко-
нечной кратности и А,»-»-<», А-*-». По теореме XIII.64 из [10, т. 4] (см. так-
же [2] применительно к полю Q,) минимакс-числа кк(А)-*•+<*> при /с->«>.
По теореме 6 справедливы предельные соотношения (6.9) и (6.10). •

ТЕОРЕМА 8. Пусть G — М-инвариантное открыто-замкнутое множест-
во в QP) символ a(%)+V(x) оператора А таков, что символ

M[a](\l\p)+M[V\(\x\P), %ezQp, x&G, (6.11)

удовлетворяет условию (В). Если Kh(А) -»-+<», &->•<», то

ЩУ](\х\,)-++*>, k u - o o , X&G, (6.12);

если G — неограниченное множество;

+~, l6U-^«, (6.13)
если G II типа.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через М[А] псевдодифференциаль-
ный оператор типа Шрёдингера в G с символом (6.11), удовлетворяющим
условиям § 1, причем функции М[а] и M[V] ^/-инвариантны в Qt и G
соответственно. Обозначим через Af[4]e сужение оператора М[А) на под-
пространство 3?*{G) (ср. § 4). Для доказательства теоремы в силу теоре-
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мы 7 достаточно установить неравенство

, А = 0 , 1 , . . . , (6.14)

из которого будет следовать, что Хк(М[А]0)-*•+<*>, &-»-<».

Неравенство (6.14) следует из мипимакс-принципа (1.4), в силу фор-

мул (3.3) и (3.10). Пусть фо, фи . . . , фк-i — произвольные функции из

. Тогда
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