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СХОДИМОСТЬ ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДОВ 
ДЛЯ НЕОГРАНИЧЕННЫХ ОПЕРАТОРНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

Д. С. Джумабаев 

Рассмотрим нелинейное уравнение 
А(х) = 0 , (1) 

где оператор А отображает банахово пространство X в ли­
нейное нормированное пространство Y и, вообще говоря, 
неограничен. Через 33 (А) и R (А) обозначим соответствен­
но области определения и значения оператора А. Возь­
мем х° ЕЕ 33 (А) и построим множества 

S(X«, г) - {х = Х: | | ж _ ^ | | 1 < г } , 
IP = { ^ Я {А): || А (х)\\2 < || А (а*) ||2 = и0}, 

здесь || • Id — норма X, || • ||2 — норма У. 
Исследуем вопросы существования сильного решения 

уравнения (1) и сходимости к нему итерационных процес­
сов. 

О п р е д е л е н и е . Элемент х* G . I . , ; называется 
сильным решением уравнения (1), если существует после­
довательность {хп} CZ 33 {А), сходящаяся к #*, что 
II А [хп) ||2 -> 0, когда п ^> оо. ^ 

Как известно, суть .итерационных методов заключает­
ся в том, что решение, сложной задачи находитсякак пре­
дел последовательности решений более простых задач. 
Так как для линейных уравнений применим принцип 
суперпозиции и часто удается найти явно решение, то в 
качестве простых задач, в основном, выбираются некото­
рые линеаризации исходного уравнения. Линеаризация 
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неограниченного оператора, естественно, приведет к не­
ограниченным линейным операторам. 

Введем понятие линеаризатора оператора А в точке 
^ E f ( i ) , обобщающее производную Фреше [1, с~ 637] 
на неограниченные негладкие операторы. 

О п р е д е л е н и е . Линейный оператор С: X —> Y 
называется линеаризатором оператора А в точке х £Е 
Ег 20 (Л), если 3) (A) cz 3D {С) и существуют числа г > О, 
б > О, что 

|| А (х) - А (*) - С (х - х) ||2 < е || * - х \\± 

для всех х €Е 3) (А), удовлетворяющих неравенству 
l l * - * H i < e . 

Числа е и б называемые константами линеаризатора 
показывают, соответственно точность и радиус окрестно­
сти аппроксимации исходного оператора линейным опе­
ратором С в точке х. Если оператор А в точке х ЕЕ 3) (А) 
имеет производную Фреше, то она будет линеаризатором 
оператора А в этой точке. Однако в отличие от производ­
ной Фреше в определении линеаризатора не требуются: 
а) ограниченность оператора С и б) зависимость . чисел:.. в 
и б. Для производной Фреше С ЕЕ X (X, Y) — простран­
ству линейных ограниченных операторов из X в Y и 
е (б) -> 0 при б -> 0. 

В дальнейшем будем предполагать, что 3) (С) и R (С) 
области определения и значения линеаризатора Сх не 
зависят от изменения х в 3) (А) и при этом 3) (А) = 
= 25 (С) П S (*°, г), Д (С) = Y. 

ТЕОРЕМА 1. Пусть в каждой точке х GE IP оператор 
А имеет линеаризатор Сх с константами гх, 6Х, удов­
летворяющий следующим условиям: 

1) Сх обратим и || Сх
г \\-£(у,Х) < Ъ < У, 

2) е ж - Т х < в < 1 , 
3) ух-\\А (х) \УЬХ <К, К- const, 
4) v НД (*°) 11/(1 - в ) < г. 

Тогда уравнение (1) в S (а:0, г) имеет сильное решение и к 
нему сходится последовательность элементов {х^} d 
CI U°, определяемая по итерационному процессу: х^ = 
'= х°, а — max {1, К}, 

х(п+1) = xin) _ ±-C-Jn) {A (xW)} (п = 0,1, 2 , . . .). (2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем обозначения: Сп = 
~ С*('Ф е71 = е^,,), уп = Yw(n), бд = бд(п). По предполо-
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жению R (С) = У и Со обратим, вследствие чего 
Со1 {А (я0)} е т (С). Так как х° & 25 (С), а 25 (С) - ли­
нейное многообразие, то #(1\ определяемый из (2) при 
п — 0, также принадлежит 25 (С). С другой стороны, учи­
тывая неравенство 

II *(1) - *° II 1 < Ъ-и*1а < уи»/(1 - в ) < г, (3) 
получим принадлежность #(1> множеству 25 (А). Тогда 
справедливо соотношение 
А (яи>) - Л (at») - А (зР) - С0 (л**) - а*) + 

+ (1 - 1/а) А (я0). (4) 
По условию 3) б0 ^> у0и°/К ^> у0и°/а и из (3) следует, что 
|| #(D — д:01| х <С S0- Используя определение линеариза-
тора из (4), имеем 
II А (*&>) ||2 < е 0 || *<!> - авО || х Ч- (1 — 1/а) || А (*Р) ||2 < 

< 8оТо II Л (а0) II ,/а + (1 - 1/а) || А (х») ||2 = 
= Ро-М(*°)11., (5) 

где 'р0 = 1 — (1 — е07о)/а < 1 и поэтому я*1) е С/0. При 
и = 1 из (2) получим a*a> e 25 (С) и 

|| а& - хЫ \\г < V l . || A (*(») \\Ja < ух-\\ А (*°) \\21К < б1Э 

Если учесть (3), (5) то 
II *(2) - *° II i < II *(2) - хЫ || ! + ||з&> - а;0 ||! < 
< у (1 + р0) || Л (я0) || 2 /а < V.H А (х») || 2/[а (1 - ро)1 =~ 

- V \\А (*°) ||2/(1 - еоТо) < Y- II А (**) ||,/(1 - в) 
и 

*<« е 25 (Л). 
Тогда из соотношения 
Л (х<3>) = Л (ж<2>) - Л (а*») - Сх (а*'> - «&>) -

- (1 - 1/а) Л (х<1>) 
следует неравенство 
II 4 (*(2>) || 2 < [1 - (1 - elYl)/a) || Л (хЮ) II, < || Л (as») ||„ 
т. е. #(2> GE С/0. Аналогично устанавливаются принадле-
жность я(гг) множеству £7° и неравенства 

]}х(п)_х(п-1)к<±уп_ЛА{х(п-1))\у ( 6 ) 

II Л (*<»>) || 2 < рп-х || Л («С"-Ч) ||„ (7) 
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при всех п.-.;= 3, 4, . . . По условию 2) (3n-i = 1 — (1 — 
—• 8n-iYn-i)/a < Р = 1 — (1 — 0)/а < 1. Поэтому из (6), 
(7), учитывая полноту X и предположение 4), получим, что 

lim а*Л> = ж*, х* е 5 (а0," г) и || Л (а**>) ||2 -> О 
w-»oo 

при п—>сю. Теорема 1 доказана. 
Доказанная теорема в терминах линеаризатора и его 

констант устанавливает достаточные условия существо­
вания сильного решения и сходимости к нему итерацион­
ного процесса (2). Приведем некоторые примеры линеари-
заторов. 

• 1. Пусть I некоторый линейный дифференциальный 
оператор, отображающий линейное многообразие 3D (I) 
пространства непрерывных на Й С Rn функций С (Q) в 
C(Q). Тогда I будет неограниченным оператором и поэто­
му не является производной Фреше. Однако I будет ли-
неаризатором. 

•{' 2. Если оператор А липшицево непрерывен в 3) (A) CZ 
С X, то любой линейный ограниченный оператор С: 
X —*• Y ZD R (А) будет линеаризатором оператора А в точ­
ке х £Е 3D (А) и константы линеаризатора зависят от вы­

бора С. 
3. Пусть оператор А имеет вид А (х) = Тх + F (х) 

где Т: X —> Y линейный неограниченный оператор, a F (х) 
имеет производную Фреше в S (х°, г). Нетрудно прове­
рить, что линейный оператор Т + F' (х) будет линеари­
затором оператора А в точке х GE 30 (Т) f] S (х°, г) = 

1=2) (А) иЗВ(Т + F' (х)) = 30 (Т) f] X = 30 (Т). 
Рассмотрим уравнение 

А (х) = Тх + F (х) = 0. (8) 
Кроме предположений п. 3. требуем, чтобы х° ЕЕ 3D (Т) 
и R(T + F' (х)) =Y при Х^ЕЗО (А). 

ТЕОРЕМА 2. Пусть выполнены следующие условия: 
1) для всех х~ U0 линеаризатор Т -\- F' (х) ограни­

ченно обратим — || [Т + F' (х)]~г \\ £(Y, х) < У\ 
_ . 2 ) | | ^ Ч 4 - ^ Ч г ) 1 1 ^ , Г ) < ^ | | ^ - г | ^ Vx, ХЕЕ 

i 3) ^ + ^ ^ ° Е 1 0
6 - 1 < Г ' *десъ.и» = \\Тх» + 

*'•+•№) L b0 = LyW/2, ^ = ( 3 ^ ^ , ^ ^ = 1 - 1 / ( 4 ^ ) 
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(к=. 1, 2, . . ., т), т—такое неотрицательное число, что 
Ь т < 1 , a ftm_!>l. 

Тогда последовательность элементов {х^} С U0, оп­
ределяемая по демпфированному методу Ньютона 

-jOr+i) = zW _ 1/„к [у + F (a**))]"1 [TafiV + F (*«)], 
(9) 

где afe = 2bk при k = 0, 1, 2, . . ., m и ak = 1 тг/щ /с = 
= ./№ + 1,7№ + 2, . . . сходится к сильному решению урав-
нения (8), принадлежащее S{x°, r). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как х° ЕЕ 3):(Т), 
[Т + F' (ж0)]"1 [7V> + F (я0)] е Ж (Г), 

а 3) (Т) — линейное многообразие, то х,(1) ЕЕ 3) (Т). По 
предположениям теоремы 

|| я<1) _ я0 || i < уи°/а0 = yu°/(2b0) = l/(Ly) < г, 
т. е. #(1) ЕЕ 2) (4). Из соотношения (4), где С0 = Г + 
+ F' (х°), а = а0, используя оценку [2, с. 139] 
Ц F (х1) - F {х°) - F'(af>) (х№ - х°) ]|2 < 

<Ы2\\аР>-а*\$ш (10) 
получим, что 
|| А (*<») ||2 < L/21| Ж0) - х° \\1 + (1 - l/a0) 1| Л (*") ||s < 

< LyW II Л (х°) \\2/(2а1) + (1 - 1/а0) || Л (*») ||2 = 

Таким же образом устанавливаются принадлежность х^ 
к 3) (Т) при всех к = 2, 3, . . . и неравенства 

|| **> - *<*->> I, < ^ L - у || 4 (*<*-») |, < - | £ £ = ̂  , ; 
| |A(*W)| |S< ^ 

4 (*<*-») | | а < . 

< r i _ - i - Y i _ L^b^h 
^ Ч " Л ( ^ - 1 ) ) | | 2 = , 

= Р*-г'-М:(*^))||„ 
Когда 7c =. 2, 3, . . ., m. Отсюда в силу условий 3) йК '̂бЕ 
е f/° и || Л (*W) || 2 < Р,_х- Р,_8-. . . • Ро- II А (х0)\\2 = 
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= bhuQ/b0, при к = 1, т. Последующие приближения оп­
ределяются по основному методу Ньютона—Канторо­
вича и 
|| (̂m+l) __ х0 || х ^ || х(т+1) __ х{т) 1^ + Ц Я<™) — Ж° || ! < 

< уЪт:\\ А (х«) || 2/Ъ0 + m/(Ly) < г. 
В равенстве 
Л(а:(т+1)) = 

= А (#(т+1>) — Л (ar<m>) — [T + F' (х^)] (x(m+V — х^т\ ' 
вновь применяя оценку (10), имеем 
М (*<««>) ц2< 

< L/21| я<т+1> - *("») ||? < (L/2) Y 2 - | M (я<т>) ||1 < . 
< (L/2) у*Ьт (и«/Ь0) || А (*(»>) ||2 = 6М. М (*(»>) ||2. 

Если предположим, что 
| | Л ( х - « ) ! | 2 < ^ - 1 . | | Л ( ^ ) ) | | 2 , 

то 
||Л(^<от+8+1))||2< 

< L/2f. || А (*<»•«>) ||1 < L/26^s+1-2. ;i Л («<«)) ||J < 

< С1-2- ̂ V i l ^ e » ) ) Bt/(2ft.)= С1-1- II л (*<•»>) ||,. 
Поэтому справедливы оценки || A (#(m+s)) || 2 <; ^~"1# 

-bmu°/b0, 
|| ̂ (m+S+i) - (̂m+в) |(i ̂  Yb£-1 .ВтИ°/&<и 5 = 0 , 1 , 2 , . . . , 

откуда по условию 3) следует сходимость || Л (^w+s>) ||2 
к нулю, #(™+s) к х* СЕ S (х°, г) при s-> оо и принадлеж­
ность #<w+s), 5 = 0, 1, 2, . . . множеству £7°. Теорема 2 
доказана. 

З а м е ч а н и е 1. Если предположить, что в теоре­
ме 2 Г — нулевой оператор, Y — банахово пространство, 
т = 0, то получим известную теорему Мысовских [1, 
с. 687] о сходимости основного метода Ньютона—Канто­
ровича. 

Так как числа L, у, т заранее неизвестны и зависят от 
г, то при применении теорем аналогичных теореме 2 воз­
никают трудности, связанные с проверкой условий 3). 
Следующая теорема упрощает условия 3), сведя его к 
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проверке одного неравенства между у и г при выбран­
ном х°. 

ТЕОРЕМА 3. Пусть выполнены следующие условия: 
1) для всех х (Ei £/° линеаризатор Т + F' (#) ограни-

ченно обратим — || [Т + F' (я)Г1 1Ы(У, D <J T' 
2) производная Фреше — Fr (x) равномерно непрерывна 

в S(x°, г), 
3) У \\ А (*° ) | | ,<г . 

Тогда существуют числа <%п > 1 (тг = 0, 1, 2, . . .), wno 
последовательность элементов {х^} CZ С/0, определяемая 
по итерационному процессу 
х(п+1) = х{п) __ 1 / а ? г [ Г + /Г' (я<Ю)]-1 [ГЖ(л) + /Г (д;(п))] 

(/г = 0 ,1 ,2 , . . . ) 
сходится к сильному решению уравнения (#), принадлежа­
щее S (х°, г). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условия 3) следует су­
ществование чисел е0 > 0, е ^> 0, удовлетворяющих нера­
венствам 

еоТ < 1, v l l А (х°) || 2/(1 - ео7) + е < г. . 
По условию 2) найдётся б0 > 0, что || Ff (x) — 
— F' (г) ||^(Z,Y) < е0, если только || х — х \\ г < 80, х, 
$ ^ S (х°, г). Применяя теорему о среднем, имеем 
|| А (х) - А (г) -IT + F' (х)] (х - *) || 2 = 

= \\F.(x)-F(*)-F'(x)(x-*)\\* = 
= || 55 {F' [х + t (х - 2)] - F ' И } d* (х - х) || 2 < 

< е 0 | | ж — « | | 1 # 

Число а0 берем равным max {1, уи°/80}г тогда аналогич­
но (3), (5) 

II *W - *° II i < 80, || 4 (*&>) ||, < ро-|| Л (я0) || 2. 
Так как р0 == 1 -— (1 —=• e0v)/a0 < 1, то можно вы­
брать целое положительное число v, удовлетворяющее не­
равенству 

Уи%/(1 - 6 o Y ) < 8. 

Далее, ап возьмем равным а0, когда п = 1, 2, . . ., v — 1, 
и единице, когда п = v, v + 1, . . . Теперь нетрудно про­
верить справедливость оценок 

|| Х(п) __ xoi-i) цх < у/ао || А {х(п-г)) у 27 

IM (*(п)) II в < М ^ (^ 1 } ) II 2, п = 1, 2, . . ., v; 
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И *('.-) _ J4-1) If t <• у. (J A ^(,-D) || 2, 
II A (*«) || 2 < eoT || A (a*'-») || „ A = v + 1, v + 2, . . ., 
откуда и из принципа выбора чисел е0, е, v следует, что 
все #<п> (п.= 1,2, . . .) лежат в £/°, lim я(п) = ж*, #*-е-
е 5 (о:0, Г) и Н т || Л (^П>) || 2 = '0. Теорема 3 доказана. 

П-»оо 
З а м е ч а н и е 2. Из теоремы 3, в случае когда Т' — 

нулевой оператор, У —\ банахово пространство, вытекает 
локальный вариант теоремы Адамара [3, с. 139] о сущест­
вовании решений нелинейных уравнений. 

В приложении наиболее интересным является случай, 
когда Г — дифференциальный оператор. Рассмотрим в 
Q = (0, со) X (0, tt) краевую задачу 

~^-=а-^- + f(x,t,u), a — const <!0, (11) 
и (х, 0) = о, i , G [о, со], ^ (0, г) =;о, г ^ [о, ^ ] . 

(12) 
Введя соответствующие, в смысле Л.В.Канторовича, 
пространства U, V [1, с. 709] задачу (И), (12) можно свес­
ти к нелинейному операторному уравнению с ограничен­
ным оператором. Однако, как было отмечено Л. В. Кан­
торовичем [1, с. 713], при этом возникают трудности,свя­
занные с оценкой нормы оператора обратного к производ­
ной Фреше, так как для этого нужно оценить решение 
и все его производные, входящие в дифференциальный 
оператор через правую часть соответствующего линейного 
Сравнения. 

Взяв за X пространство непрерывных на Q функций 
и(х, t), удовлетворяющих краевым условиям (12) с нор­
мой || и (х, t) || ! .== max [ и (х, t) |, -за Y — пространство 

' S" 
непрерывных по t и бесконечно дифференцируемых по х 
на Q функций f{x, t) с нормой \\'f (x, t)\\2—sup \f (.x,t) |, 
краевую задачу (И), (12) запишем в виде Ти + 
+ F (и) = 0, и е= X, где оператор Т = -ft

 а~о~~ с °$~ 
ластью определения 25 (Г) — множество непрерывно диф­
ференцируемых по t и бесконечно дифференцируемых по 
х функций на й, отображает X в неполное линейно норми­
рованное пространство 7 и не ограничен, F (и) = —/(#, t, 
и (xr t)). Здесь для оценки нормы оператора, обратного 
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к линеаризатору Т + F' (̂ )> достаточно иметь оценку 
лишь самого решения линейного уравнения 

4г -а -S- - с ^ * ) й = f & > ' ) ' й & $ ̂  х' (43) 

где / (х, t)^Y, с (х, t).= fu (х, t, u(x, t)). Если с (х, t) f^Y 
и с (х, t)*^0, то уравнение (13) для любого f (x, t)~Y 
имеет единственное решение и (х, t) ЕЕ: X f] 33 (Т) и для 
него справедлива оценка || и (х, t) ||х <; -=—г || / (х, t) ||2, т. е. 

R(T+F' (u))-= Y и \\[Т + F'(u)r1U<x.z)<-^r- В о з ь -
мем за ц(°) нулевую функцию и, применяя теорему 3, полу­
чим следующее утверждение. 

ТЕОРЕМА 4. Пусть функция f (х, t, и) в области 
Н = Q X (—г, г) непрерывна по t и бесконечно дифферен­
цируема по х и и, причем fu (х, t, и) непрерывна по t, бес­
конечно дифференцируема по х и равномерно непрерывна 
по и. Тогда при выполнении неравенств: 

краевая задача (11), (12) имеет сильное решение и* (х, i), 
принадлежащее S (0, г). 

П р и м е р . На Q = (0, 1) X (0, оо) рассмотрим крае­
вую задачу 

^ = - ^ - + u*-u*+^-sin(xt), (14) 

и (х, 0) = 0, х е [0, 1], и (0, t) = 0, * ё 10, оо). (15) 

По теореме 4 краевая задача (14), (15) в шаре S (0, 5/6) 
имеет сильное решение. 
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