
М. С , Е р м а к о в 

О СВОЙСТВАХ НЕКОТОРЫХ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ, 
ВОЗНИКАЮЩИХ В ТЕОРИИ СТАТИСТИЧЕСКОГО ОЦЕНИВАНИЯ 

1. Введение,. 

Пусть л j X и, выборка независимых случайных величин с 
плотностью i ( x - 0 ) » зависящей от неизвестного параметра сдвига 
0 6 Я • Функция ^(£) дифференцируема всюду за исключением 
некоторых точек, в которых она имеет особенности первого или вто­
рого рода порядка O^ol < \ . Ограничения, которым удовлетворяет 
функция %(%) такие же, как ограничения, налагаемые на плотность 
в главе У1 в [Vj. 

Асимптотическое поведение статических оценок параметра 0 в 
значительной степени определяется поведением функционалов от про­
цесса %(VL) , где случайный процесс £(1С) является предельным 
для случайных функций 

"• ' \.\ Щ-в) 
Исследованию свойств некоторых функционалов от процесса % и по­
священа настоящая статья. Результаты пункта 3 позволяют доказать 
существование предельного распределения у оценок максимального 
правдоподобия (см. [ i ] , [ в ] ) . Результаты пункта 4 применяются к 
вопросам последовательного оценивания. 

2. Задание процесса %(Ы) • 
Дадим описание предельного процесса j£(tl) . Согласно Ш , 

И 

где процессы У и У (|<е j t l j J£ \ ; l ) независимы 
и получаются каждый за счет особенности первого или второго рода 
соответственно в точках Л^ и Ч; • 

Процессы У \ ц ) гауссовские, обладают первыми стационар­
ными приращениями. Они задаются параметрами 

Ч i+± 
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ОНГ(У Ctt);Y {v)) = b(^)C|[|lAl +|v| -|t l-Vl ] 

где Ci - константа. Как следует из результатов работы (VJnpo -

цесс УДи) = У (It) — ЕУ Ы) мокно задать следующим образом 

% (U-) - f y j(!tt-pl -Ipl )(tWCp)-C ĵ |р| ctw(p) • 

В этой формуле считается, что 
гк о л ' 

танта.Построим процесс у . Зададим пуассововскув случайную 
меру ^ на ft , принимающую на непересекающихся бореаевских мно­
жествах независимые целые неотрицательные значения и имеющую па­
раметры 

EAta,&])=T^pkCxK)||&|HA-|a|HJ'| m Uo 

Тогда процесс у представим в виде 

У(м,)=^й|1-^|[я^)-^(хк)|х1^х] + 
о 

+ А ] b N - f |[^Ю-рк(%)1Х!^х] 

JU^ift*)-nc«). 
о, о 

Здесь fU\H) некоторая функция и считается, что 

Отметим интересную особенность процессов у(иу и У ^ 
Их значения являются значениями в точке нуль производных Радона-
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Нвкодима dfiiL j-и °fyi///,-oK соответственно,где распределеавв 
ахоиов случайной меры ^ совпадает с распределением атомов 
меры *)к, , сдвинутых вдоль вещественной пряной на 11 влево., а 
мера Jl^ задается следующим образом 

ijifoh - C(tt-V)| t t-VUv + dVl(ll-]l) 

_ f lic^pa(^)- при х>о 
[Щр1>(Щ) ПРИ 'Х<0 

Таким образом предельное распределение байесовских оценок и оце­
нок максимума правдоподобия совпадает соответственно с распреде­
лениями оптимальных эквиварвантных оценок в оценок максимума пра­
вдоподобия параметра VL для семейства мер ijjj *$ |. 

3. Единственность точки достижения глобального максимума 
проиеооом %(и) • 

Доказательство этого утверждения позволяет сформулировать 
теорему 6.4 в \%] (см. также П ] ). Докажем его. 

ЛЕША.3.1. Пусть дан гауссовский случайный процесс 
y(fc)=J C(i_p)<iw(p) . Тогда существует гауссовский процесс 
X(t) с ковариационной матрицей 

сои ан а.н 
FC-Ш- EX(t,)X(i,)-ic(VPMVp)^-i^trp)rfpic(Vp)# 

a, a a 

и независимая от него нормальная случайная величина § с нуле­
вым математическим ожиданием и единичной дисперсией, что распре­
деление ХШ + 5 J C(t~p)ctp совпадает с распределением V . 

Доказательство. Достаточно показать, что матрица 
p = {p( t - bjt)}' 1-4 положительно определена. Определим случай­

ный процесс £(t) , для которого Я будет ковариационной матри -
цей. Положим ч(Ь) = C ( t ~ £ ) , где случайная величина ^ име­
ет равномерное распределение на интервале £d}CL+il . Лемма до-
КаЗЭНа* 1 1 

ЛЕММА 3.2. Пусть дана функция X(V): Ц.—•- R и семей­
ство функций { j a ( v ) J a ^ ( V ) i R * — R % I c R^ . пусть 
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функции Огц(У) удовлетворяют следующему условию: OfcCV)- §а,Ш) >• 
<k(V)-^(tt) приО,>6) V>tt . Тогда число функций 
Фо,СУ)= X(V) + ̂ ( V ) , достигающих глобального максимума в 

двух точках, не более чем счетно. 
Замечание. Утверждение леммы останется справедливым, если 

потребовать, чтобы (Ьа,0/)-Ца,Ш< 9^(V)_^g(tf) приа>£, 
V>"tt . 

Доказательство. Предположим, что функции %CLi)fya,t((lj< &i) 
достигают максимума в двух точках ^ К-д и W|;W^ соответствен­
н о ^ < Hi) Wj < Wj) •. Покажем, что тогда % < W{ и следова -
тельно интервалы ( l t^ ,%) 7 (W^W^,) не пересекаются. Предпо­
ложим, W<<tC^ .Тогда 

и следовательно X(W,) + J^(W<)< * ( % ) + J a , ^ * ) 
ж ив приходим 

к противоречию. Так как вещественную прямую можно покрыть самое 
большее счетным числом непустых непересекающихся интервалов, то 
число индексов CL для которых функция U-ц имеет две точки мак­
симума не более чем счетно. 

Предположим противное. Пусть процесс %(il) с вероятностью 
£ > 0 достигает глобального максимума в двух точках некоторого 
интервала [-(£,&] , Ч>0 . Рассмотрим случай, когда плот­
ность ~f(X)имеет особенности второго рода. Из задания процесса 
%(11) и леммы 3.1 следует, что случайный процесс Y(v) при­
ставим в виде V(V) = §4'(V) + 4(V) . где £ - гауссовокая слу­
чайная величина, Ч М — С (|V-P| -|pl )dp, X(V) - случайный 
процесс независящий от § . Согласно теореме Фубини найдется ре­
ализация tf(V) процесса X(V) , что случайный процесс I V C V H 
+ '^(V) с положительной вероятностью будет иметь глобальный мак­
симум на [-Д.,ft] по крайней мере в двух точках, а это противо­
речит лемме 3.2 для tygCV^I^CV) 

Рассмотрим ситуацию, когда плотность имеет особенность пер­
вого рода и <^(Х<)>0 .Случай ^(Х 4)=0 и Р^Х^ФО раз­
бирается аналогично. Мы имеем У (it) = Y (tt)+ X(tl) , где 
У . (It) и X(U) независимые случайные процессы. Возьмем проме­

жуток LC,Ct] такой, что P(y(tC}a])>0)>i~i и С>0, . Пред­
ставим У (!£,) , как сумму двух независимых случайных процессов 
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с * -ее 3, 
Мы иохеи так зафиксировать реализацию процесса ХШ+ьъШ^&Ш 
что с вероятностью 0 > 0 случайный процесс Х(Ц) +• %ЛЩ будет до­
стигать глобального экстремума в двух точках и "V(Cc,ftJ)>0 • Тог­
да по соображениям непрерывности существует такой параллелепипед 
[СЦ,/ч] X . . . X Г & к , M m ' V что для любой точки(У)?...;Ук)€Пк 

функция %Ш)—^_ЦЫ^О имеет глобальный иакоииун в двух 
точках. Значит, если взять Фу,(№)=*Ч(tt}Vi) и зафиксировать 
Vj,,. . . ,V|( , то, используя замечание к леше 3.2, придем к про­
тиворечию. Итак процесс %(И) с вероятностью единица достигает 
глобального максимума в единственной точке. 

. 4. Преимущество последовательного оценивания. 
В этой пункте будет изучено одно свойство процесса % (Ц) , 

которое позволит нам сравнить эффективности планов последователь­
ного оценивания и оценивания для фиксированного объема выборки, 
когда объем выборки велик. Изложим сначала статистическую поста­
новку задачи. 

Пусть Х̂  j • • • 1 Хц,;- • • последовательность независимых случай­
ных величин. Пусть [Т,(1кЗ план последовательного оценивания, 
где t - момент остановки, i^ =• А |((Х<,...,Хк); к = i,Zr -
последовательность оценок. Будем называть оценку cL эквиварнан-
тной, если при всех вещественных С 

Момент остановки % назовем эквивариантным, если для любого нату­
рального Ц событие j 1 i « f t ) измеримо относительно случайных ве­
личин Хи~ X-j > -' • j %i~Х^ • Е о л и оценки {L и момент остановки 
% эквивариантнн. то будем говорить, что план последовательного 
оценивания ГТ,1%3 эквивариантный. 

Выберем функцию потерь, определяющую: ущерб от оценки & па­
раметра 0 равной Zlli(i)e) = \d,-Q\a/- Тогда для вкнивартантного 
плана T = E ,̂<^J функция риска для функции потерь | х - 0 | при 
истинном значении параметра 0о есть 

« Д в) - ЕД«,,..Л)-вГ- Rjcr.0) - R.cn 
Введем в рассмотрение случайные процессы 
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Vtf+J>4 

л/ 

и нормированную опенку Питмана Т/к , задаваемую соотношением 
ОС Я ОО • ц 

Определим случайные величины Д^ равенством 

Приведем следующие результаты, доказательство которых можно най­
ти или легко получить из результатов работ [2] ' « [ i ] . 
^ ЛЕММА 4 . 1 . Если [ t , (1^3 произвольный эквивариантный план, а 
t t , - оценка Питмана относительно функции потерь R& , то 

Е9К~в| n ^ E J V 0 ! 
ЛЕММА 4.2*. Если выполнены условия работы[i] , то при И-*-«э 

каково бы ни было истинное значение параметра Q , распределение 
случайных величин А ̂  сходится к распределению случайной величи­
ны во а, 

Д «1,И^ j|t-UJp(U-)0ttt 
t -ев 

и при всяком 4 > О 
й^Ед!«ЕА* и я» 

По аналогии с работой [V] построим две последовательности 
моментов остановки %% и %%, 

, t i O/fl+JJi (HJ.)/tt 
^ = Wtift jk.: &К< (С/л) ' ) .где С = Е А 
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На справедливость следующего утверждения мне указали И.А.Ибраги­
мов и Р.З.Хасьминский. 

ТЕОРЕМА 4 .1 . (И.А.Ибрагимов, Р.ЗЛасьминский). Для последо­
вательностей плавов Li'и, t *Ь к J j Lfytjtjc-I и любой последователь­
ности эквивариантннх оценок clft— ЛЛ(Х^ Хп)при fl-H+ol и 
1/1-*- оо выполняется 

Ш Е,К-вГ £А 
fie-jL.E,<*H , (4'2) 

Ш Е,К-вГ* ЕА 
Доказательство неравенств 4.1, 4.2 такое же, как и доказа­

тельство их аналогов в теореме 3.1-в [г]. Однако теорема 4.1 ин­
тересна лишь если удается доказать, что правые части в 4.1 и 
4.2 строго меньше it. Это, например, не так если семейство распре­
делений удовлетворяет условиям локальной асимптотической нормаль­
ности, хотя аналоги 4.2 можно сформулировать и для этой ситуации. 

ТЕОРЕМА 4.2. В постановке задачи теоремы 4.1 имеет место: 
Чв*# снхуа, 

Е * <\ (4.3) 
ЕА 

I ^ < \ (4.4) 
ЕД 

доказательство. Для доказательства неравенств в 4.3, 4.4 
нужно показать невырожденность распределения Д . Это и будет 
делаться. 

Предположим противное, что распределение Л вырождено.Рас­
смотрим сначала случай, когда плотность имеет особенность второ­
го рода. Тогда по лемме 3.1 процесс У (К.) можно представить как 
сумму трех независимых случайных процессов: 
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где p > 0 • a 5 | 5» - нормальные случайные величины с нулевым ма­
тематическим ожиданием, <fj Ц. - возрасташиё функции. Случай -
ный процесс X(tt) не зависит от 5ч,1а и с о с т о и т из оставшейся 
части процесса У (к,) и процессов, пороаденных другими осо­
бенностями. Из вырожденности распределения А вытекает, что для 
почти всех §4 ; !д,€ R при некоторой фиксированной реализации 
процесса Х(Щ имеет место равенство: 

Устремляя 5 ц к -оо получаем 

t -ao _eO . ' 

такдсак Ч,2,(1б)=0дая U< £>+•/ .Устремляя | ^ к +оо получаем, 
что ^—ь-%+4 и Д->*0 , так как функция Ч^(Ц) возрастающая 
и неотрицательная. Мы пришли к противоречию. 

Перейдем к случаю, когда плотность имеет особенность первого-
рода и р<(Х<) = 0 (случай 0,ДХч)= 0 исследуется аналогично). 
Тогда процесс У^(Ц) имеет вид 

ее , 

у V)= • 
- о о при ?(0, l£)»i 

Рассмотрим события, при которых случайная мера "9 имеет 
атом на (07+ оо) близкий к нулю, затем на достаточно большом ин­
тервале [0,0.2 не имеет атомов вообще, 
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по Ф и Не. (гоо ;+«| ! fl-a(ti)>£ равномерно пе & и 
t t € C ĵ О J • Учитывая что 

+ ОО ДНЯ l t > 0 
l lwLC-O^CX, )Jbt | j -£ | f t foJ * 

_ со для t l < 0 

нетрудно видеть, что на указанных множествах событий А может 
принимать значения сколь угодно близкие к 0 и следовательно не 
равна константе. 

Рассмотрим ситуацию, когда плотность с особенностями первого 
рода и P{(ftf)Ur{(£j)^ 0 . Возьмем измеримое множество Е явля­
ющееся объединением интервалов, содержащих каждую рациональную 
точку вещественной прямой и такое, что $1x1 ct&< °о . Пусть 
. F e Я \ Е . Тогда случайную меру "9 можно представить как 
сумму двух независимых случайных мер N = -,}E + S(; , где случай­
ная мера "Jg может иметь атомы только на множестве Е , а ме­
ра Ч р - только на множестве F . 

Процесс У(U) представим в виде 

• У ( Ю - J cfCt67 x) [s)Cet3t)-^(x4)J + 

(-вв,о]ПЕ 

С0,+оо)ПР 

+ j 4(11, x)&Cti*)-p^^)JJC|1iat]+^(id-VECtf) +yF(tt)+X(a) ; 

гдГ'Ж*)«Л 
Из оценки 

• p(m&x,%к(.и)>ехрf-cH } < Б еэер {-сН } 
JIM>H 

приведенной на странице 89 в[ijследует, что существуют константы 
Б и С , что на множестве событий положительной вероятности 
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еяр[у (to+X(u)}<Bexf>{-citt| } (4.5) 

следовательно существует такая фиксированная реализация случайно­
го процесса Xr(tt) = X(tl)+Yp(W<) . удовлетворяющая 4.5, что 
для почти всех реализаций случайного процесса Y £ величина Л 
от суммарного процесса Yc(lt) + Xp(U) равна константе. Ме­
ра ^g с положительной вероятностью может иметь атомы ̂  2^ 
в сколь угодно малой окрестности любой точки Ъ и не иметь атомов 
больше нигде. Поэтому нам достаточно показать, что функция 

A«A(k,j£)-kf J|t-tt| exp{x М^т^11&ф^Щ^ 
не равна константе. Предположим противное. Мы имеем 

где £ - Н*Щ№Ь ЪМ e е х Р {Vp М) • Нетрудно видеть, 
что xOtjJO при фиксированном к является непрерывной ограничен­
ной функцией от £ . ПОЭТОМУ существует точка Х|, , в которой 
выполняется равенство ^(,; =t(3Cj ( ,k) .Эта точка задается со­
отношением „ 

*k 
Нетрудно видеть, что при k«A.> 4 в точке (х^ , Х^ JC) функция 

. TJ a, U Л , л , Ц 

а .ее " 
достигает минимального значения по % и t . Раз Д постоянное, 
то в точке Ofcfcjk) достигает минимального значения по £ и 
функция &(&,к) . Поэтому точка Xj< является решением уравне­
ния 
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оо 

J|s-tf| fyfdy-G $\%-1f\ IMty. (4.7) 

Рассмотрим случай, когда существует бесконечная подпоследо­
вательность последовательности { ^ K ) I ограниченная или стре­
мящаяся к - оо (случай + оо рассматривается аналогично). Для 
простоты обозначений будем считать, что такой подпоследовательно­
стью можно взять саму {Хк}£1< .Для всякого А> О 

Я/С+А kl+CL 

•аг ^ - 0 , к— со, (4.8) 

J M l ЩЩ 
так как £ р имеет неограниченный носитель. Кроме того для любого 
|j > 0 при к -*- оо 

cKj M l " ЩЩ с AJ К-^| зд)<*у 
«г ПаТаГ ~ < °s ~ШлсГ ' < 

J M l ад^^ i M J здр<*у 
k r K . a + k i H 

ь J Ml щщ 
Последнее неравенство следует из 4.6 и 

j M l V ^ / J M I VifMiM 
Оценки аналогичные 4.8, 4.9 справедливы, когда вместо степени 
К<2 + & стоит степень kol , поскольку имеет место 4.7. Таким 
образом для доказательства теоремы достаточно показать неограни­
ченность 

, k - * - < * > 
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f lu+o. Лк"к ша 

J M l W*» + c-.$Ml V^if 
VA 

A a 
Ho 4.10 больше А по теореме о среднем и теорема 4 .1 доказана. 

Замечание. Утверждение аналогичное теореме 4 .1 справедливо 
и в постановке задачи работы [У]. Неравенства, аналогичные первым 
неравенствам 4 .1 - 4.4 доказываются также как в [2J , а предельный 
процесс имеет тот же вид, что и предельный процесс, соответствую­
щий особенностям первого рода. 

Автор выражает признательность И.А.Ибрагимову за поддержку 
и постановку задач. 
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