
В.А.Шлык 

ЕМКОСТЬ КОНДЕНСАТОРА И МОДУЛЬ СЕМЕЙСТВА 
РАЗДЕЛЯЮЩИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 

1. Пусть Gr - некоторая ограниченная область в %-мерном 
евклидовом пространстве R*1 , % 9 % ; |Г , Г - два непустых 
без общих точек компакта в £г . Цимер [i] установил равенство, 
связывающее конформную емкость конденсатора ( |̂  , |Г , & ) 
с иДи.-^)- модулем семейства SfFj., f|J, G ) всех замкнутых 
множеств, отделяющих F0 от (<J в замыкании G- • Модифицируя его 
рассуждения, ниже выведем соотношение между р -емкостью конден­
сатора (G-/F)=(PJ>F^,G-/fT) и<£ -модулем семейства всех 
поверхностей, расположенных в & \ Е , где E=F0\J$\ U F j 
и разделяющих компакты FJ , Р . Здесь p c R ^ N ( jp yjp, ) 
ограниченное, замкнутое относительно R-H\ (P^ U ^ ) множество, 
каждая компонента связности которого не имеет предельных точек 
на f^uF} i f>,^e(<, + oo) и 4/р+4/^ = 1 . Из этого со­
отношения, в частности, получим ответ на одно предположение Хед-
берга \_2, C.I93]. 

2. В дальнейшем Ь« - ft-мерная мерз Лебега, %•& i ; 
Н - К -мерная мера Хаусдорфа [з] . Если A сТ?*1 , то ЗА -
граница А и для XeR**' через <h(X,h) обозначаем рас­
стояние между точкой X и множеством А ; соответственно 

(i(A;B) - расстояние между множествами Д , B c R ; 
В (Я, X) - открытый % -мерный шар радиуса % >• 0 и с цент­
ром в точке X ; < X, U > - скалярное произведение векторов 
X , U из В * . Запись А < £ Б будет означать, что Д 
содержится в В вместе с некоторой своей окрестностью. 

Если Д - Ьн-измеримое множество из R , то Х^(к) -
семейство всех вектор-функций %= ( Щ,. •., Ш ^ ) , для которых 

wH^(4)4j(|iw/Xf<»' и. 
С- ($)( С (R )) обозначаем пространство всех функций бес­
конечно дифференцируемых на ограниченном открытом множестве 
^ c R " ' (соответственно, в R ), через Lp(^i) -простран-. 
ство всех вещественных локально суммируемых в $ функций, имекь 
щих обобщенные частные производные первого порядка, суммируемые 
с р-й степенью в % . Для tt-eLp(S!) положим 
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1*1-1^0 = (1Ы*К)*> (2) 

где ™={щ;'-• •> т£) * К(к>> ^ ~банаховы 

пространства относительно соответствующих им норм (I), (2), если 
не различать в них функции, эквивалентные между собой в стандарт­
ном смысле [4], [б]. Банахово пространство & £ ( A ) равномер­
но выпукло в следующем смысле [Ь, с.38] : для любого £> 0 су­
ществует 0(Ь)> 0 такое, что из условий ||-H,||<f | Ч | ^ ̂  
и ||-И- —V |* 6 следует, что | u + V ||« 1 ( 1 - <Г<8)) . 

3. Пусть G- , pj , JP. , f , £ - множества, определенные 
в п.1. Под р-емкостью конденсатора (G-/F) будем понимать 
величину 

Cp(G/F)=Cp(P0,P<, G/Г) = inf | \Щ?&%> 
(x „ , 

где инфимум'берется по всем функциям 14еС ((г) П Lp(G-), 
равным t в некоторой окрестности множества Р , I = 0, \ , и 
постоянной 0(14, ОС) в некоторой окрестности каждой компоненты 
связности а множества Р . Функции и, в этом определении бу­
дем называть допустимыми (для Cp((r/Pj ). В случае Р = ф 
р -емкость совпадает с емкостью (Vj (Р0, PY, Q-) (см. И ) . Функ­

цию V назовем р-точной, если v - предел в Ьр((т) некото­
рой последовательности допустимых функций; функцию W назовем 
р -пробной, если W - предел в Lp(G) некоторой последова­

тельности функций из СМ((г)Л Ь р ( Q) > равных нулю в некото­
рой окрестности компакта Р0 и (Г и постоянных в некоторой 
окрестности каждой компбненты связности множества Р ; р -
точную функцию M^tt-Co^G/P), Хевг , назовем экстремальной 
(для CpCG/P) ), если Cp(G/p; = J j V t U ^ b n . 

Теорема I. Если Ср ( Gr/ Р ) < со «то существует единствен­
ная (с точностью до аддитивной постоянной) экстремальная функция 

Доказательство. Пусть U,k , к е JN - последователь­
ность допустимых функций для (J (Q-/J?) такая, что 

-+-00 а 
где C&Q 
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Если 0 = 0 , то очевидно, что ик—*• 0 в Lip ((г) . По­
этому предположим, что О > 0 . Если последовательность £tt-K 1 
не сходится в L p «rJ > то можно указать две ее подпоследова­
тельности {MiK} , { И,^} и £ > 0 , для которых 

JlYudP<LL№=<£>0 где J. = 0,1 и С | к > 0 ; 

<1 

IN • (3) 

Поскольку VK = -r ( W.<K + YiK ) - допустимая функция для 
СрССт/Т) , то f \YVK\pdhu,^ с/ • Я с н 0 ' ч т о 

\Цк1*>Ък I UpCCr) =& 1 и С^-*- С при К - * ее . В силу (3) 
для достаточно больших к имеем неравенство | 'М')(</с.( -
-1Ц,к/Сл,Л кi ,Q.) г £ • Учитывая определение равномерной выпук­
лости пространства X£(G-J , отсюда получаем оценку 

VU, Чк У»'* *к 
%Ь 4 к %ь ж Х[(6г) 

< 1-«Г(б) , где к г= К0 

С другой стороны, для достаточно больших к справедливы соотно­
шения 

4*\ 
YYb 

ХлО-) 
о(4) + 

7И-,К VU^ K 

*с, Чк %t, %К * ; < & > 
Сравнивая выписанные неравенства, убеждаемся, что НЩ^,-К~ % 

i К-им " 
в Lp(fr) существует. Если Y0 - еще одна экстремальная функ­
ция, то, заменяя в предыдущих рассуждениях Щк на Щ, и 
Utfa на Y0 » установим в G- равенство ? % = 7Ve (точнее, 
для L;t - почти всех X е (г ). Согласно теории обобщенных 
функций [б] , в G- имеет место соотношение 41̂ ,= V0 + t&ait 
(точнее, для Ь ^ - почти всех х е Q )• 

Следующее утверждение для- 9 & - Е принадлежит Ямамото 
[7]. Его доказательство почти без изменений переносится на пред­
лагаемый ниже случай. 

Теорема 2. р - точная функция и экстремальная для 
C p t G / F ) тогда и только тогда, когда 
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J IVtt,( < vu., vw><iL H= о 
<? 

для любой р -пробной функции W . 
Доказательство. Необходимость. Пусть W - некоторая р -

пробная функция. Тогда U ± £ W , где е е (О,А), - р -точная 
функция для Сп(Сг/Г) » значит, 

<*. i 
Кроме того, применение формулы конечных приращений дает для 
Ь^-почти всех I-еСг следующие оценки: 

Jv(tt±ew)|P=s(|vu|+|v£w|) = |vu.|p+p(|vu|+&|7£w/)P,|v£Vv|; 

|7M,f=|v(u±£w+£w)|p«|v(u,±ew)|+p(jV(tt±ew)|i-e<|vew|) |Vbw|, 
где б, 6j e £o, 1] • Используя неравенство Гельдера, от­
сюда заключаем, что 

|Р |V(tt±&W)|P-|VI*| , _ 
— < J- для u^-почти всех X в Сг, 

где 

f=p|vw|((|vuh^7&w|A(|7(«'±ew)|+ef|7£w|)
P"') 

- интегрируемая функция в Q- . По теореме Лебега, 

л .. f \i(44v/)\p-\mf . r Iwt*tw/-Hp , . 
О < t4W - - ftk= WH ; *u„, -

I B—9, 

|vti| < vu,, Vwxtb^, . 
& 

Тем самым необходимость условия теоремы установлена. 
Достаточность. Пусть it - p -точная функция для 
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bf(.(x/F) , удовлетворяющая вариационному равенству в теореме. 
Зададим некоторую р -точную функцию V . Тогда W = И»- V 
j) -пробная функция. Поэтому f j у ^ \ у и , V(a-\/)>&[i = Q 

Отсюда 

Из неравенства Гельдера сразу следует, что 

| |v4Pdb^j|vv|p^H. 
Or Cr 

Это неравенство с учетом произвольности выбора V устанавливает 
экстремальность функций^ Ц, для CD(.Gr/F) • Теорема доказана. 

4. CJ, -модуль семейства отделяющих поверхностей. 
4.1. Пусть СО - компакт, расположенный в & \Е . • Будем 

говорить, что компакт W отделяет Т0 от F!J • в Л /F , 
если можно указать непересекающиеся открытые множества Д и В 
в "R, , удовлетворяющие условиям Д и В = В \Ы, "о сА, ^ с В . 
Семейство всех таких компактов W обозначим через Ц(К /Г) = 
= Е ( К, Щ , &*/ ̂  • Множество ^= w п & . где cje Б I R V F ) » 
назовем поверхностью, разделяющей в G-/F) компакты PJ , )Г. . 
Семейство всех таких поверхностей обозначим через Е =LcG,/F!) = 
= Е ( Г в Д , ( г / Г > . Положим 

ГУ*,)-W{ j ^ г / л Ц } , Е±с Б, 
ft* 

где запись й Л Ъ^ означает, что £ - неотрицательная боре-
левская функция на ft такая, что j р([Ци_1 ^ \ для 
каждой поверхности f из Е ( . 

Лемма I. Пусть 1С - некоторый компакт в К и СХ - его 
компонента связности. Тогда для наперед заданной окрестности К, 
континуума ОС можно куказать область V такую, что (XcV , 
v c i i , avnic = 0 . 

Доказательство. Можно считать, что ]1 - ограниченная об­
ласть. Положим Т = 9tl U К . . Возможны две ситуации. В первой 
ситуации ОС содержится в компоненте связности Т множества Т , 
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где <Г и д%,Ф ф • Другими словами, % соединяет Л и ail . 
Пусть Т<= {хеЦ,: &(х,Ш) « <П , где 0< сГ< «к a, flit; 
Hi g5 - компонента связности открытого множества W \ Т^ , в 
которой содержится ОС . Ясно, что $ с Я . Тогда (ICM-V. [[$, 
с. 182, теорема 4J) существует континуум $_, для которого! 
(ус_р с Я) П тг, & $ f . Так как # Л Т <= К , то это 
противоречит определению О, как максимального элемента в 1С 
относительно свойства быть связным. Следовательно, первая, ситуа­
ция невозможна. Во второй ситуации все компоненты связности* %л 
компакта Т , удовлетворяющие условию Т( Л oil + 0 , не 
имеют общих точек с % . Поскольку - компакт, то объедине­
ние Tj=-U; Т., всех таких компонент также есть компакда. По 
определению, Т., можно заключить в область V Щ) такую, 
что З У ( ^ ) П Т = 0, a<=K*\ V C M , Семейство { V ( V : 
: ц с Т. } образует открытое покрытие компакта Tt . Извлечем 
иа него конечное подпокрытие V< , ... , V Щ, компакта Т. 
Пусть tt, = ,U V; и V - компонента связности множества 

_ ' J-1 * 
U \ 1Ц , в которой содержится Л . Тогда V - требуемая 
область. Лемма доказана. 

Поскольку каждая компонента связности множества Р1 находит­
ся на положительном расстоянии от F0 [} fT, , то из леммы I. 
вытекает следующее утверждение. 

Следствие I. Каждая компонента связности компакта Е яв­
ляется компонентой связности одного из множеств FJ , Щ >'F • 
Обратно, каждая компонента связности одного из множеств F0 , 
Fl| , V является компонентой связности компакта Е . 

Лемма 2. Пусть U - наперед заданная ограниченная окрест­
ность компакта F . Тогда можно указать открытое множество V , 
для которого Veil, PJe V, 3V Л Е = 0, pjc R*\ V . 
Выбор V можно осуществить таким образом, чтобы замыкания его 
компонент связности попарно не пересекались и содержали точки 
из Vi • 

Доказательство. Согласно лемме I, для каждой компоненты 
связности_ % компакта Vi можно указать область V(&) , для 
которой V(*)ctl», a e V < « ) , 9V(fl0nE=0,£cft H'\V(*J, 
Из системы { V(#)} всех таких областей в силу компактности 
(П можно извлечь конечную подсистему У1 , ... , V ^ такую, 
что f ] c U V: = Y„ . Пусть V0 - объединение всех компонент 
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связности множества Ve , имеющих общие точки с f*J . В силу ко 
компактности Г , имеется лишь конечное число таких компонент 
связности. Несколько уменьшая эти компоненты, получим из Vo 
требуемое множество V • Лемма доказана. 

Заметим, что ^ V e S C ^ / f * 1 ) • Отсюда приходим к 
следующему утверждению. 

Следствие 2. T,(.Gr/F) Ф0 • 
Следствие 3. Ср (fr/ F) < со • 
Действительно, пусть V определяется также, как в лемме 2. 

Положим К= {fceV; flUo^VflE)^ ^<t(E, 0Y}} . Тогда компакт 
Y Л £ содержится в К вместе с некоторой своей окрестно­
стью. Зададим (см.[4, с.13]) функцию ЖСС-)бСМ(^Н'; , 
равную нулю при % $ V и равную единице при д, е К 
Тогда М> - допустимая функция для Ср(&/№) и 

Cp<G-/F)sJ |vi i |Xt< 0 0 • 
* * it 

4.2. Положим Е(к.)={«П&: w e E(fc/F), <i(W,E)*J-} , 
где К€ IN . Ясно, что J]= 13 Е ( Ю • Последовательность 
конденсаторов (G(K)/|T(K))=( Г0<к*,=£(|О,£<|<}//Г(1О), K e i , 
назовем аппроксимирующей для {Q-/F) » если 

1) (т(Ю -область, ЕЛ 0(г(Ю= 0 i 
2) FjCK) , F^CK) , (Г(к)- попарно непересекающиеся 

компакты, каждый из которых содержится в (}-(Ю и является 
объединением конечного числа непересекающихся замкнутых областей; 

3 P J ( K ) n E * 0 , дГ(к)ПЕ = 0 J 
3 )Vre Есю=><Гв2((г<ю/(Р<ю); 
4) G-(K+>()cG-(K), PJ(KH)<£ F ^ K ) , j-«0,f , 

!̂ (K+1) U $(М) U ftkH) С%(Ю U f»J£« U F(k). 

Положим UK=tt(X, Gr(K)/F(K)) при Xefr(k) и Ufc,VtiK = 0 
при хфСс(К) 

Лемма 3. Для (G-/F) существует аппроксимирующая после­
довательность конденсаторов (&•{%)/ F(K)), KeW такая, что 
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Доказательство. Пусть %;W - ~ -окрестность компакта 
R » } = 0,1 .Не ограничивая общности, будем считать, что 

Q 

й0(К) П Ц, (Ю = Ф при К^ 1 . Пусть VK - допустимая функ­
ция для ср (&/ F) и Je | v v K / Р < Ц ^ Ср(С/Г) + £ , к е W • 
Пусть ti:(K) - окрестность компакта К , в которой V« 
равна i .Рассмотрим подробнее случай к =1 » Применяя лемму 2, 
построим в ifo(1) Л tL(1) два открытых множества V|Cf) , 
^•jtD ' удовлетворяющие условиям; 

1) YiClJ > \* (i) ~ объединения конечного числа облас-* г тей, в каждой из которых имеются точки из R ; 
2) (̂ с V| (1)€ V|(-()€И^ЛttjCO; 
3) Еп вУ^<4)= Ел 0Vj (-0 = 0 ; 
4) EnVj.(4)= E n V / d ) . 
Положим R (4) = V? Cl) • Пусть E(fJ - объединение 

всех компонент_связности компакта Е \ {%{i) U tfJ(J)) > имеющих 
общие точки с G- . Ясно, что E d ) - компакт. Учитывая лемму 2 
и определение допустимых функций для Cp((r\ F) > построим от­
крытое множество &(4) , удовлетворяющее условиям: 

1) Q(i)n(fSH)U fyo) - 0, EefycflM; 
2) 8Qw л Е = 0 ; 
3) fi(1) - объединение конечного числа областей, каждая 

из которых содержит точки из Е Й ) ; 
4) Y1 (X) - постоянная на каждой компоненте связности мно­

жества ft (4) ; 
5) 0,(4) содержится в 1 -окрестности компакта £(4) 
Пусть теперь ft (4) - еще одно множество, определяемое 

аналогично йЦ) _, причем Q (4) С 0(4) и QVf) Л Е = бМ)Л Е . 
Положим Г(4) = Q f H ) . Тогда &(<)=<? U V0(1> U V̂ Cf} U QcD -
область; V r - допустимая функция для GpiGrW/ F(1)) 5 
V (ГС £ Ш = > 6'е2($('()/Г())) • Аналогичным способом на­
ходим при к » Я множества BJ(K) , F*(JO , R x ) , G(K) . 
При этом в отличие от случая к = Н выбор указанных множеств 
нужно дополнительно подчинить условию 4) в определении аппрокси­
мирующей последовательности {(G-(k) / Р(Ю)} . По построению, 

Cp<G/F)<j|™k|P(U4*J' hY/dL f t<Cp(G/F)+^ . 
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4.3. Лемма 4. .. ,̂ о- . м /•с, ,N MD( Z) = 1Ш Пр(1/(к)), г к—»-со г 
Доказательство. Если \\щ, М„(Е(Ю) = оо , то утверждение К-+оо г 

леммы.очевидно. Если *iwi Мр(Е(К))=0 , то S , как объеди­
нение счетного множества р -исключительных семейств, также пред­
ставляет собой р -исключительное семейство [9] . Поэтому предпо­
ложим, что 0 < {{щ. Мр(Е(К))<оо . Пусть fK - борелев-
екая^неотрицательная функция, для которой 

для Мр -почти всех С из S(K) [9J. Ясно, что функиию_^ 
можно считать равной нулю при %фВ(0 Ч) > гД е Е U G- <= 
с В (ОД; . Условие J ({(^fyf^ ? МР(Х(ю; , 
где ( ? К , равномерная выпуклость пространства Х.("В(0,И)) 
сразу приводят к заключению о сходимости функций fk при 
К—• оо в X. (.4 ) к некоторой борелевской функции $• . При 

I" „_, во 
этом 1 £((Н ^ 1 для И „-почти всех б" из Л= U Е ( Ю . 

Отсюда М Р(Е) = [ {?1К = & Ш М р ( £ ( Ю ) . 

:5.. р -емкость конденсатора и п -модуль семейства разде­
ляющих поверхностей. 

5 J. Теорема 3. Mq, ( Е J » ( С р С G/ ̂ } ' " ^ / Р • 
Доказательство. Доказательство проведем в предположении, 

что М л ( £ ) < со • Зададим некоторую функцию ;f , где ̂ л £ • 
Функцию f можно считать равной нулю при хф Сг • Пусть V K , 
((J(K)/ |Г(К)) сохраняют смысл, указанный в доказательстве 

леммы 3. Тогда 

(гею Gr 

Заметим, что Uk (S) = { ae(J-(JO : ttK(X)=S } для всех s e ( C , l ) 
разбивает область (д-(к) на два открытых множества Y0^ Р0 » 
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Y. =э Г. . Тем самым на (0,1) , исключая конечное число зна­
чений, выполнены соотношения W=oG-(K)U'H,„ (S)e £ ( R /f) , 

_) к 

W fl Gr = U^ (S) e XJ • Отсюда, применяя неравенство 
Гельдера и формулу коплощади (см. [Д), имеем цепочку неравенств 

Gc(R) <Kw G(KJ 

*jflv»|cUiH»J(f Шм)^(5)>1. 
Q. о UjS) 

Отсюда, используя произвол в выборе £ , при к —г оо получаем 
требуемый результат. 

5.2. Пусть We-Xi^/F) и W(l) = {aceRK'; i{x, Ы)<6} 
где 0<€><(i(4E), %= ЧИэь, (г/(Г ) при x<s£ HVWO=0 

при зс ̂  G-
Лемма 5. Если Р (J (Г eg- , Ел9(г = 0 . т о 

J IvuJ^b^HCpCG/F). 
cod!) 

Доказательство (см.также [IOJ). Пусть Я:- объединение 
всех компонент связности X множества Ип \ со , для которых 
а Л F- =£ 0 , где j = 0,1 • Ясно, что /\0nhi = 0 
Положим 

Е|={хеЦ И': 0<i(«,R H\Aj)<*} • 

. Дальше рассмотрим случай Тогда EJCAJ , Е„иЕ )с (0(4) 
j ='< . Пусть 

4 ~ а « > хе£ ; 

W = ' I 
где tt = № Ш ( Ц ( » Д 1 1 ' \ A<)) при x e R . В силу 
известных свойств <h(&} %п \ Д^) , |vu>|<.1 для Lj,-
почти всех х е Я " ' ; ум,= 0 для Ь^-почти всехх<£Е., , 

U - постоянная в некоторой окрестности каждой компоненты 
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связности компакта Е . Прибегая к операции усреднения по Собо­
леву, отсюда нетрудно заключить, что W - р -пробная функция 
для CpCCr/D . Подставляя w в вариационное равенство 
теоремы 2 и преобразуя его с учетом свойств функции ti- , полу­
чим для экстремальной функции -Ц, следующее соотношение: 

J K I P \ j \ufii^\\v«<ol\=i-or(m • 

Аналогично установим неравенство |VttJ Ц, ?&'С„(Сг/Р) • 
Е0Л& 

Объединяя выписанные неравенства, приходим к требуемой оценке: 

«(I) w(fon& E0n& Ê nG-

Лемма доказана. 
Пусть У - область в ft1* такая, что I Ju^cV, 0VflF = 0 ; 

V - экстремальная функция для Ср( V/PJ _, W = О приХ^У 
Лемма б. Пусть выполнены условия леммы 5 и Н c36f)<°° > 

V e G , VnE = &П Е • Тогда 

J | Vv|H(iHH"V Cp(V/p) Для Мф -почти всех ff из £(&/Г> 

Доказательство этой леммы почти дословно совпадает с дока­
зательством леммы 3.8 из [l] . 

5 .3 . Теорема 4. Мй ( £ ) = G,(£/fiV / |> . 

Доказательство. Пусть (fcrdO/FVlo)? % .> VK сохра­
няют смысл, указанный в доказательстве леммы 3. Пусть, кроме 
того, Р(ю C.J'o(K) - компакт, определяемый аналогично Fe(K) 
Точнее, ^ € Г 0 < Ю > ЕпГ,1Ю - Еп Гв^К) , FJ(К) - замыка­
ние некоторого открытого множества, б pj(k) Л Е = 0 • Соответ­
ственно зададим множества РЦСЮ С Р}(Ю, ?(К) € f ( K ) . Заметим 
теперь, что в определении р -емкости достаточно рассмотреть 
ограниченные допустимые и экстремальные функции. Покажем это на 
примере YK и Щ= %(X}G-/W) } х е & . Введем срезку f = 
= M X ( («пи VK(x),1),0) при oteG-(K) . Тогда (см. [4, 
c.I83])Jr«Lipl<rOOb 0 < j < 1 на G-U) ; 
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&(к) GrW 
Поскольку f - ограниченная функция на ограниченном множестве 
Gr(K) , то ̂ eWp((r(K)) . По теореме 4.6 из [4, с.88], 

существует последовательность функций £,6 CM(G-(k))> WteW . , 

сходящаяся в Wp((r(K)) и, значит, в Ьр((г(К)) к функции 
j- . Положим f^[= 0 при хф(х(к) . Из доказательства 
теоремы 4.6 в [4, с.88J следует, что на наперед заданном компак­
те Кс(}(к) при W/^W-o функция fw совпадает с ус­
реднением по Соболеву функции f с шагом % порядка A/w. и 
0«|-и.</( при х е £ ( ю . Следовательно, при достаточно 

больших щ $ш - допустимая функция для C„(G/ F) и 
J I V ^ f d L i ^ мало отличается от | | Vf ]Рс1Ь^ 

G(K) (г(К) 
Таким образом, используя рассуждения доказательства теоремы I 
и теоремы вложения для соболевских пространств |4], получим по­
следовательность функций <tK : (J- -*• [0,1], K^IN > » допусти­
мых для Cp((r/F) и сходящихся при К— у - со в Lp(£f) 
к экстремальной функции U/0 с требуемым свойством: 0^ U/0-&1 
в G- . Положим теперь k = S и аппроксимируем изнутри область 
G-(S) последовательностью областей GL-IS) , W e IN , таких, 

что Ц И " (д&т(5))<00 , 

00 

G-w(s)nE=Gks)flE, &m(.&)€GrM^{s), д(!гт(тЕ=ф, U G-^CSHG-CS). 

Пусть £ s - экстремальная функция для Cp((rm<s)/F<S)) 
где 0« a, , < 4 на (J- (s) . Используя равномерную выпук-
лость пространства Х ^ (Crw(S>) , находим функцию UCS) 
е Lp(CcS3) такую, что fa^-— ^ .в LpCGj^CS» 
при ш —*• а для всех те «е Ц „ При этом . 

(ш Ср(0- cs5/F(s)) = [ hfsfd,l^L(Gi&)/F(v); 
(г£5) 

€ 
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fl-(S) = } на F;(S) , ft = poftS'fr на каждой компоненте 
связности компакта |P(S) (j = 0,4 ); . Кроме того, применяя еще 
раз теорему 4.6 из \ А , с.88], устанавливаем, что 

Gr(S) 

и существует функция W 5 eC (G-(S)) , допустимая для 
Ср(G-CSJ/ P(S)) и удовлетворяющая условиям 

(х(5) G- q. 
Положим W s = 0 при sc^G-(S) . Тогда W g - допустимая 
функция для Ср((?/Р) и для нее справедливы оценки 

(^<№«j|vw/(lL»*J|TY/iV?«V&/|r>. • * 
(r(s) 

Из доказательства теоремы I непосредственно следует, что 
W s —•- й-0 в L p (&) ПРИ s —*- М . Тогда <j.s — > - и-0 в 
L p t (д-̂  при S —*- 00 . Доказанные утверждения и лемма б 

приводят при S ? К к следующим соотношениям: 

II Р~4 А 

е- w — • со 

] | У и | И ^ И " ^ С р ( ( 3 - / Р ) ДОЯ М ^ -почти всех F из Е(If) . 

Применяя теперь лемму 4 и теорему 3, стандартными рассужде­
ниями (см. [i] ) приходим к искомому утверждению. 

Следствие. Пусть U - р-точная функция. Тогда И - экс­
тремальная функция для CpiCr/F1) Б том и.только в том слу­
чае, когда JVM-j d H г= 11 VttJ dLj,, для М.-почти всех 

Замечание. В теоремах I, 2, 4 и в последнем следствии мно­
жество Gr можно считать ограниченным открытым множеством. 

6. Пусть $ - ограниченная область в R*1, , для которой 
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К V 5) состоит из двух компонент связности Е0 и Е. . при­
чем Е0 - неограниченная компонента связности; и пусть К -
некоторый компакт в В, . Предположим сначала, что ни одна из 
компонент̂  связности компакта 1С не соединяет Е0 и Цц 
Пусть Е: - объединение всех компонент связности X компакта 

К , где ОСП Ел ф- 0 , и множества̂  Е; > } = <М • Пусть 
G - компонента связности ft \ (Е0 U Е<) » Для которой ^ 

3GnE. # 0 , |=<М -Тогда G-cS) . Положим Р0= Oft Л Е0 , 
F, = JiGrnE4 , F= КЛ Gr • Через Е($/Ю обозначим семей­

ство всех компактов, расположенных в 2 \ К и разделяющих Е0 , 
Е< • Нетрудно, заметить, что Е(,<т/?)с Е(3/К} и UCG-/JTJ 

короче Е ( Я / в • Поэтому М;̂ ( S(G/(Г)) = fl^CLiSl/b) • 
Здесь 0, -модуль семейства Е ( $/К) определяется аналогично 

(J;-модулю семейства ХН(х/1П . Следуя Хедбергу Щ , введем 
величину 

ГрС9/Ю = l * t f j | ? » | P < i b H , 

где иифимум берется по всем функциям Це С tH ) » имеющим 
компактный носитель, равным j на Е; , i= 0,1 , и являющи­
мися постоянными в некоторой окрестности каждой компоненты связ­
ности компакта К • Такие функции и, назовем допустимыми.. 
На самом деле, вводя срезки ^щаЦ^'т^—-}1),о) , 

1 i 
0<£<тг- , и их усреднения по Соболеву с малым шагом п . 
в определении РрСЗ/К) достаточно рассмотреть допустимые 
функции, равные j в некоторой окрестности компакта FV , 
j.= 0,1 (см,также [4, с.166-167]). Отсюда нетрудно заключить, 
что С ( $ Д ) = 0р(6J-/PJ • Объединяя полученные утверждения 
с теоремой 4, приходим к следующей теореме. 

Теорема 5. [*Ц ( Е ( < Ш - ( Рр (Я/К))"?//> ' С4) 

Если некоторая компонента связности компакта К соединяет 
Е0 и Е1 ,тоГр(Й/(С)^оо, М^(Б(й/1С))^0 
Таким образом, равенство (4) формально выполняется и в этом слу­
чае. Отметим, что теорема 5 дает ответ на вопрос, поставленный 
Хедбергом в [2, с.193|. 

7. Учитывая последние соглашения относительно П д ^ / Ю 
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и Мф(Е(Я1/Ю) . нетрудно заметить, что из доказательства 
теоремы 4 следует, по существу, более общий результат. 

Теорема б. Пусть в определении Cp((J/F.)_, Ma,(£(G-/F)) 
G- - открытое ограниченное множество; f1 , р - непересекаю­

щиеся компакты в (? ; Г - произвольный компакт. Тогда 

^(E(&/P))=(Cp(G/P))^/p. 
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