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(с) 2 0 0 4 г. Л . И . К а р а н д ж у л о в , Я . П . С т о я н о в а 

1. Постановка задачи . Рассмотрим сингулярно возмущенную систему 

е— = Ax + eAi{t)x + (p(t), t e [ a , b ] , t ф т», г = 1,р, 0 < 0 < е < 1, (1) 
at 

а = т 0 < r i < . . . < тр < тр+1 = Ъ. 

Пусть выполнены следующие условия. 
У 1 ) Матрица А п х п -мерная с постоянными элементами, имеет г нулевых собствен­

ных чисел, которым соответствуют г линейно независимых собственных векторов, остальные 
п — г собственных чисел имеют отрицательные вещественные части, т.е. Xj G cr(A), Xj = О, 
j = n - r + l , n , Re Xj < 0, j — 1, n — r. 

У 2 ) Матрица. n x n -мерная с элементами - функциями из класса С°°[а, Ь]. 
У З ) Вектор-функция (p(t) : [а, b] -> R n - кусочно-непрерывная функция с точками разры­

ва первого рода г», t = 1,р, т.е. = t G (т»-1,т»], s = l , p + 1, </?(a) = ^ i ( r 0 ) , y>(6) = 
= (pp+i(rp+1), ^ i+ i ( T i ) = lim v(t) , г = 1,р, принадлежащая классу С 0 0 { [a , Ь]} \ { т ь . . . , r p } . 

Ищем n-мерную вектор-функцию x(t,e) такую, что x(-,e) G С х ( [а , b] \ { t i , . . . , r p } ) , 
ar(t, •) G C(0,eo]» удовлетворяющую системе (1), обобщенному начальному условию 

Dx(a) = v (2) 

и обобщенным импульсным условиям в фиксированные моменты времени 

Nixfa + 0) + М{х(т1 - 0) = г = Т7р. (3) 

Здесь матрица D s х п-мерная с постоянными элементами, и - вектор-столбец из R 5 , а М{ 
и JVj, г = 1,р, удовлетворяют условию 

У 4 ) Матрицы Мг, Л^, г = 1,р, fci х п-мерные с постоянными элементами, а /^ G R f c i -
вектор-столбец. 

Если в системе (1) формально положим е = 0, то получим вырожденную систему 

Ах + ip(t) = 0, (4) 

которая имеет решение 

ЯГ0(<) - PA<*o(t) ~ A+y>{t), t G ( т г _ Ь Г г ] , t = l , p + l , (5) 

где ao(t) - произвольная г-мерная вектор-функция, тогда и только тогда, когда выполнено 
условие 

У 5 ) Рг

А.ф)=0. 
Это показывает, что рассматриваем критический случай [1]. 
Через А + обозначим единственную по Муру-Пенроузу псевдообратную матрицу к матри­

це А [2, 3]. Из условия У1) получаем rank А — п — г. Тогда rank Рд = rank Рд* = г, где Рд 
и Рд* - ортопроекторы Рд : R n -> ker А , Ра* : R n -» ker А*, А * = АТ. В п х п-мерной 
матрице Рд существует г линейно независимых столбцов, а в п х п-мерной матрице Рд* -
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г линейно независимых строк. Обозначим через Pr

A п х г-мерную матрицу, составленную 
из произвольных г линейно независимых столбцов матрицы Рд , а через Р д . г х п-мерную 
матрицу, составленную из произвольных г линейно независимых строк матрицы Рд*. 

Асимптотическое разложение решения задачи (1)-(3) будет построено так, чтобы при е О 
оно стремилось к одному из решений (5) вырожденной системы (4) при t G (a, b] \ {т\, ..., тр}. 

В работе [1] рассмотрена в критическом случае система ex = A(t)x+ef(t, х, е) с начальным 
условием вида х(а) — v. Система с импульсными условиями 

x = f(t,x,y), ey = g{t,x,y), Ax\t=,Ti = Six + аи г = Т~р, (6) 

исследована в [4] в устойчивом случае. Там же рассмотрена и система вида 

ex = f(t,x,e) (7) 

с импульсными условиями из (6) в критическом случае. 
В работе [4] существенную роль играет фундаментальная матрица системы [5] 

х = A(t)x, t ф ri, Ax\t=Ti = Six, г = 

если det(Si + Е) фО. С ее помощью строится решение систем (6), (7). 
В настоящем пункте рассматриваются обобщенные импульсные условия и для матриц 

Mi, N{ предварительные требования не выдвигаются. Поэтому фундаментальная матрица 
из работ [4] и [5] в этом случае неприменима. 

2. Ф о р м а л ь н о е а с и м п т о т и ч е с к о е р а з л о ж е н и е . Формальное асимптотическое разло­
жение решения задачи (1)-(3) будем искать в виде 

оо 

х(Ь,е)=х%е) = ̂ ск(хШ + П{(щ)), щ = —^±, (8) 

где t G [ t 0 , t i ] при г = 1 и t G (Ti_i,Tj] при i — 2,р + 1. 

Для определения коэффициентов xl

k(t) получаем систему 

Axi{t) = -ipi{t), Axi

k{t)=xi

k_l{t)-Al{t)xi

k_l{t), к = 1,2,..., (9) 

а для элементов ЩДг^) сингулярного ряда - систему 

mi{vi)/dui = ATLiM + fiM, к = 0,1,..., i = TJ+T, (10) 
где 

{0, к = 0, 

Система (9) в промежутках [ to , t i ] , ]ri_i,Ti], г = 1,р-Ь 1, имеет решения вида 

xb(t) = Pr

Aai(t)-A+^(t), •xi

k(t) = Pr

Aal(t) + A+L(4_1(t)), к = 1,2,..., (11) 

тогда и только тогда, когда выполнены условия У5) и 
I) i ^ . L ( 4 _ 1 ( t ) ) = 0, Л = 1 , 2 , . . . , 

где L(x) = (d/dt — Ai(t))(x), a a\(t) - неизвестные г-мерные вектор-функции. 
Решение системы (10) при к = 0 имеет вид = X ( ^ ) c q , Cq G R n . Для выполнения 

условия Щ ( ^ ) 0 при £ —> 0 предполагаем, что последние г компонент вектора сг

0 равны 
нулю. Тогда 

= Хп-М)4, c j e R " " ' , (12) 
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где Хп-Г(щ) = exp(Avi)Ti - n x ( n - г)-мерная матрица, а п х (п — г)-мерная матрица Т\ 
является частью блочного представления п х п -мерной неособой матрицы Г = (Ti Т2) такой, 
что T~lAT — diag(A в ) . Здесь А - (п — г) х (п — г)-мерная матрица, собственные числа 
которой имеют отрицательные вещественные части, a G - г х г -мерная матрица с нулевыми 
элементами. 

Решение системы (10) при А; = 1,2, . . . имеет вид 

- f o o 

n{(vi)=Xn-r(vi)ci

k+ f K(vU8)fi(s)d8, (13) 
о 

„ , . [х{щ)РХ-\з\ 0 < * < ! / » < оо, _ 
где = < ' / , m v - W \ п / / / Р " спектральный проектор матри-

I —Х\щ){1 — Р)Х L{s), 0 < щ < s < оо, 
цы А на левую полуплоскость. Выбор K(vi,s) гарантирует, что частные решения системы (10) 
экспоненциально ограничены. 

После подстановки xl

k(t) из (11) в условие разрешимости I) получаем систему для опреде­
ления вектор-функции ak(t) : 

D4(t)=B(t)ai(t) + gi(t), к = 0 , 1 , . . . , г = Г^, (14) 

где D = РА,РА - г х г -мерная матрица, B(t) = PT

A*Ai{t)Pr

A, 

ni(t,i-PrA*(LA+^)(t), к = 0, 
9 k U \ - P J . ( L A + ( L 4 _ 1 ) ( t ) ) ( * ) , * = 1 ,2 , . . . 

Из условия У1) следует, что rank А = п — г. Можно доказать, что rank D — г. Тогда систе­
ма (14) принимает вид 

4(t) =S" 1S(t)4(t) + D-lgi(t), t e [п-ип). (15*) 

Общее решение системы (15*) есть 

t 

4(о = ф(«)ф _ 1(г<-1)4+ / ф м ф - ^ Л н * ) ^ , (16,) 
T i - l 

где Ф(£) - г х г-мерная фундаментальная матрица решений однородной системы al

k(t) = 
— D 1B(t)al

k(t), a rfk - г-мерные неизвестные постоянные векторы. 
Определение неизвестных постоянных векторов rfk и сг

к осуществляется с помощью на­
чальных и импульсных условий. Обобщенный характер импульсных, начальных условий и 
условия У1) показывает необходимость модификации задачи, т.е. объединения начальных и 
импульсных условий, как это сделано в работе [6]. 

Введем обозначения: 

Qo = [D, еь..., 6 Р ] Т , Qx = [во, Nu е 2 , . . . , 0 Р ] Т , 

Qi = [e0,...,@i-uNi,Qi+u...,@p}\ г = 2 , р - 1 , Qp = [ 6 0 , © ъ в 2 , . . . , в р _ ь NP]T (17) 

- ихп-мерные матрицы, где и = s + k\+k2 + -. - + кр, во - sxn-мерные матрицы с нулевыми 
элементами, a 0 j , i = 1,р, - ^ х n-мерные матрицы с нулевыми элементами, и 

Ri = [0о, М ь 0 2 , . . . , 0 Р ] Т , Ri = [ 0 о , . . . , © i - i , М ь 0 m , . . . , 0 P ] T , t = 2,p - 1, 
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ОБОБЩЕННАЯ ЗАДАЧА КОШИ 313 

RP = [во, в ь в2, • • •, e p _ i , M P ] T , ( 1 8 ) 

h = [l7,/ii,/i2» • • • ?Л Р ] Т . (19) 

С помощью обозначений (17), (18) и (19) объединим начальные и импульсные условия: 
v р 

] Г Qix^in, e) + J2 Ъ*'(т» е) = / г . 
г=0 г=1 

Из последнего равенства находим 

Е < Ж + 1 (ч) + n0

+1 (0)) + Е д« ( xi(Ti) + Щ ( Z L i Z h l } ) = h , 
i=o i=i 4 V е / / 

E ^ ( 4 + 1 ( r i ) + n*+1(0)) + E Ri U(n) + щ f^1—^)) 
t=o t=i v V е / / 

(20) 

= 0, fc = l , 2 , . . . 

Подставим xl

0(t) и П 0(г/г), г = l , p + 1, из (11) и (12) соответственно в систему (20) при к = 0. 
Тогда первое уравнение из (20) принимает вид 

р+1 р v 

Е & « о ( 0 + = ^ + E ^ A + ^ + i ( T i ) + E ^ + W ( r i ) , (21) 
г=1 г=0 г=1 

где ^ж(- ) = Qi-iPr

Ax(Ti-i) + RiPr

Ax(Ti), г = T j ? , Z p+ix(-) = Q p P £ z ( t z _ i ) - v x г-мерные 
векторные функционалы, a A ( e ) = Q i - i X n - ^ O ) + Р г Х п _ г ( ( т г - — Ti-i)/e), г = l , p , D p +i(e ) = 
= Qp^n-r(O) - ^ x (n — г) -мерные матрицы. 

Введем обозначения: D(e) = [Di(e),..., Dp+i(e)] - v x ((p + l ) (n — г))-мерные матри­
цы; /(•) = [Zi(•) , . . . , ~ ^ x ((p + l ) r ) -мерный векторный функционал; /iq = Л + 
+ E ? = o Q ^ + ^ + i ( r « ) + T,Pi=iRiA+(Piiri) ~ ^-мерный вектор; a0(t) = [ < * J ( t ) , . . . , o ^ \ t ) ] T -
(p + l)r -мерный вектор; со = [ c j , . . . , C o + 1 ] T - (p + l ) (n — г) -мерный вектор. Тогда система 
(21) принимает вид 

lao(-) =h-D(e)c0. (22) 

Подставляя al

0(t), г = 1,р + 1, из (16*) в (22), получаем 

Prio + D(e)c0 =%, (23) 

где Р = [ P i , . . . , P p + i ] - х (п + 1)г-мерная матрица, Р г = / г Ф ( - ) Ф _ 1 ( т г _ 1 ) , г = 1,р + 1, ~ 

^ х r-мерные матрицы, ho = /го — h $(-)$~1{s)D 1gl(s)ds - г/-мерный вектор и 

= fro? • • • ? ^ с Г ^ Г ~ О 9 + ! ) r - м е р н ы й вектор. 
Пусть матрица £)(е) имеет вид (см. [7]) D(e) = Do + O(eq ехр(-а/е)), q G JV, a > 0, Do -

x (p + l ) (n — г) -мерная матрица с постоянными элементами. Отбрасываем экспоненциально 
малые элементы в матрице D(e). Тогда равенство (23) принимает вид 

M[Tto,co] T=E 0, (24) 

где М — [P,Do] - v х (р + 1)п -мерная матрица. 
Пусть выполнено условие 
У6) г а п к М = тп\ < min(z/, (р + 1)п). 
Тогда система (24) имеет параметрическое решение 

[т/о, с 0 ] т - Pjfoto + М + ^ 0 , fe = (р + 1)п - т ь (25) 
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в том и только в том случае, если выполнено условие 

У 7 ) PfajKo = 0. 
Здесь через Р^ обозначена (р+1)п х к -мерная матрица, составленная из к произвольных 

линейно независимых столбцов матрицы Рд/, Р м : Л^р+1^п —» k e r M ; через Р ^ . - d х v-
мерная матрица, составленная из d = v — т д произвольных линейно независимых строк 
матрицы Рм*? Рм* '• kerM*; £о £ R*, а через М + - единственная псевдообратная 
матрица к матрице М. 

Пусть (р + 1)г = г и (р + 1)(п - г) = п. Тогда из (25) получаем щ = [Р^]г£о + [М + ho]r, 
с о — [^м]п^о + [M+ho]n, где индекс г показывает, что взяты первые г рядов матрицы Р^ и 

вектора M+ho, а индекс п - последние п рядов матрицы Р^ и вектора M+ho. 
Из последних равенств для компонент векторов щ и со получаем 

лЬ = [РмТг^о + [М+Ъо}г

г\ 4 = № Ч о + [ М + В Д , г = 1^+1, (26) 

где индекс г г показывает, что при г — 1 взяты первые г рядов матрицы [Pj^]r и вектора 
[M +/io]r? при г — 2 - вторые г рядов и т.д. Индекс щ показывает, что при г = 1 взяты первые 
(п - г) рядов матрицы [Р^]п и вектора [М+Л 0]п, при г = 2 - вторые (п - г) рядов и т.д. 

Подставляя (26) в xl

0(t) и Щ ( ^ ) , получаем 

хг

0(*) = Ф ^ ) 6 + 4 ( ' ) , П г

0 ( ^ ) = Х ^ г ( ^ о + ГГ 0 (^), г = 1 , р + 1 , (27) 

где Ф?(«) = Р ^ Ф ^ ф - ^ Г г - О В Д , X j i r ( i / 0 = X n _ r ( ^ ) № , H j t e ) = Х„_ Г (1 /0[М+ВД, 

Следуя приведенным выше выкладкам, получаем, что с\ = [ с } , . . . , с £ + 1 ] т и c*i(£) = 
= [а}(£) , . . . , o^ 4 " 1 ( t ) ] T удовлетворяют уравнению типа (22) 

/ a i ( . ) + # ( £ ) c i =fci(e) , (28) 

где 
hi{e) = ( Л п + Ai 2 (e))fo + aiOO, 

p+i р 
А п = - £ З г А + ( £ Ф ? + 1 ) ( т г ) - ] Г д ^ + ( 1 Ф ? ) ( т г ) , 

г=0 г=1 
р+1 0 0 

Au(e) = -J2Qi JK(0,s)A1(ri)X:i+

r

1(s)ds-f^Ri J К ^ ^ ^ Л а ^ ^ Х * ^ ) ^ 
г=0 q г=1 q 

(29) 

г=0 i = l г = 0 q 

p 0 0 

i = l 0 

Рассмотрим систему (15i) при г = 1 , р + 1 , где функции можно представить в виде 

= В Ь ^ о + &!(*), 5Ji(*) = -Pr

A.(LA+(L<l>r

r<)(t))(t), 

61(f) = - P S . ( L ^ + ( L x j ) ( « ) ) ( t ) . 
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Имея в виду (29) и (30), решение (16i) дифференциальной системы (15i) подставляем в кра­
евое условие (28) и после отбрасывания слагаемых, бесконечно малых по е в D(s), получаем 
алгебраическую систему, подобную системе (24): 

M[rn,ci]T =ti(e,t0), (31) 

где 

hi{e,Zo) = Au(e)Zo'+a1(e), ^ ( е ) = ai(e) - J Ф(-)Ф_ 1(в)М(*)^. 
' г — 1 

(32) 

p+i ( , ) 

4 i i ( e ) = 4 n + A i 2 ( e ) - X > J Ф^Ф-'ШШЛз. 
< = 1 Т { _х 

Решение системы (31) имеет вид 

^ = № С 1 + [ м + В Д , с\ = [ Р ^ ^ + [м+Щ\ i = T^TT. (зз) 

Поскольку h\(e) имеет вид (32), условие разрешимости Pj^./ii(£,£o) = 0 системы (31) приво­
дит к системе 

ВД&=51(е), (34) 

где R(e) = Р^*Ац{е) - d х А;-мерная матрица и ai(e) — — P ^ . a i ( s ) - d-мерный вектор. 
Можно предположить, что R(e) и а\{е) имеют представление R(e) = i?o + 0(esехр(—а/е)), 
f i (e) = l i o + 0(eq ехр(—а/е)), s,q £ iV, a > 0, RQ - d x /с-мерная постоянная матрица, 
аю - d -мерный постоянный вектор. После отбрасывания слагаемых, бесконечно малых по е, 
система (34) принимает вид i?o£o = ^io-

Пусть выполнено условие 
У 8 ) ranki?o = к = d. 

Тогда система (34) имеет единственное решение 

£о = Rol^io. (35) 

Подставляя (35) в (27), получаем окончательное представление коэффициентов xl

0(t) и 

щы •• 

xi(t) = Фг

г'(г)Щ%о + 4 ( 4 n&fa) = Х^_г(щ)Щ%0 + ITote). i = TJ+1. (36) 

Используя (16^) и (33), для x\(t) из (11) и из (13) находим представление 
*!(*) = ф ^ й + В Д ) , ЩЫ = ^ п 1 г ( ^ 1 + Щ(1/0, t = i , p + i, (37) 

где 
t 

T i - l 

оо 

= Хп-г{щ)[М+к^ + j K(T,s)A1(n_1)Ul(S)ds. 
о 
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Как и ранее, определение постоянного вектора £i осуществляем из условий существования 
решений уравнений для нахождения x2{t) и П 2 ( ^ ) . Из ( I 6 2 ) находим 

t 

Т г - 1 

где 

9№ = В\Ш1 + ЬШ W) = -Pr

A4LA+(Lx\)(t))(t). (38) 

Вектор-функция a2(t) и постоянный вектор с 2 удовлетворяют системе, подобной (22): 

la2(.) + D{e)c2 = h2(e^i), (39) 

где 
h2{e,£i) = (An+A12{e))Zi+a2(e), 

р р 

i=Q i=l 

Р °° 

г=0 0 

ОО 

i=i { 
ds. 

Д л я щ и С2 с помощью (38) и (39) получаем систему (см. (31)) 

M[m,c2]T = h2(e,^). (40) 

Условие разрешимости системы (40) приводит к системе 

Д ( в ) 6 =S 2 (e ) , - (41) 

где R(e) - матрица из (34), а 

p+i (j) 
а2(е) = - Р ^ а 2 ( е ) , а2{е) = а2(е) - / ^{')^~l(s)D-%(s) ds. 

Следовательно, можно предположить а2{е) = а 2о + 0(es ехр(—а/е)), s е N, а > 0, й 2о -
d-мерный вектор. Пренебрегая экспоненциально малыми по е слагаемыми в R(e) и ^ 2 ( е ) , по­
лучаем, что система (41) принимает вид i?o£i = Если выполнено условие У8), то послед­
няя система имеет единственное решение £i = R^la2o, подставляя которое в (37), получаем 
окончательно 

x\(t) = Ф ^ Д ^ З и ) + П Н ^ ) = X^rR^%0 + n j f o ) , i = hP + T. (42) 

Для коэффициентов xl

k(t), Щ.(щ), к = 2,3,..., i = 1,р + 1, имеем 

4 ( t ) = Ф?(*)Д^З*+1 , о + 4(<). = X^_rRo%+1,0 + Щщ), (43) 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 40 №3 2004 



ОБОБЩЕННАЯ ЗАДАЧА КОШИ 317 

где 

v{(t) = РАФ№-Нп-1)[М+%кр+РА j Ф(1)ф-1(з)Ъ-19{(з)с18 + А+(Ьх{_1т, 

Ti-l 

к-1 Ak-j-l, 

ТСм = xn-M)[M+hk}% + JK(r,s) £ A'k _ *к-*-Щ(з)d3, 
о 

p+i У 

S f c(e) = - i U . 5 f c ( e ) , а*(е) = а * ( £ ) - £ ^ / ФОФ^МЛ 'ЧООds , 

bi(t) = -PA.(LA+(Lxi_1)(t))(t), 

г=0 г=1 

г=0 I S = o V J / 

г—1 n 1 J1—0 0 * ' = 

K fc(e) = A n ( e ) ^ - i + S f e ( e ) , = ( A n + A i 2 ( e ) ) & - i + a f c ( e ) , ^ ( * ) = ^ n ( * ) ^ o ^fe+i.o + bU*)-

Таким образом, доказана 
Т е о р е м а 1. Пусть выполнены условия У1)-У8). Тогда начально-импульсная задача 

(1)~(3) имеет единственное формальное асимптотическое разложение решения (8). Коэф­
фициенты регулярного и сингулярного рядов имеют вид (36), (43)- Для пограничных 
функций имеет место оценка | |Щ.(^) | | < <техр(—хщ), i = к — 0 , 1 , . . . , где о и 
УС - положительные постоянные. 

З а м е ч а н и е 1. Пусть вместо условия У6) выполнено условие 
У9) 1/ = ( p + l ) n , d e t M ^ O . 
Тогда системы (24), (31) всегда разрешимы, Рм* = 0, М+ — М~1. Коэффициенты фор­

мального асимптотического решения задачи (1)-(3) имеют вид xl

k(t) — x\{i\ Щ ( ^ ) — П^(^ ) . 
3 . О ц е н к а о с т а т о ч н о г о ч л е н а а с и м п т о т и ч е с к о г о р я д а . Пусть 

u(t,e)=x(t,e)-Xn{t,e), (44) 

где x(t,e) - точное решение системы (1)-(3), а вектор-функция Xn(t,e) имеет компоненты 

Xi(t,e) = £ е * ( 4 ( * ) +Щх(щ)), г = 1,р + 1. 
к=0 

Покажем, что при определенных условиях ||u(£, е)\\ < с£п_ |~ имея в виду схему доказательства 
из [1, 4] и необходимые изменения вследствие обобщенных начальных и импульсных условий. 

Подставляя (44) в (1)-(3), получаем, что остаточный член u(t,e) удовлетворяет начально-
импульсной задаче 

е— = Аи + G{t,u,e), u(a ,e) = 0, Niuiji + 0) + Miufa - 0) = 0, г = l , p , (45) 
at 
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где Uj(t,e) = Xi(t, е) - Xl

n(t, е), г = 1,р + 1, при этом t е [т 0, п] для г = 1 и * € (т»-х, г»] для 
г = 2 , р + 1 . Функция G(t,u,e) имеет вид 

u, е) == A Y n ( t , е) + е;М<)[гх + X n (« , е)] + <p(t) - e

d X " £ e ) 

и обладает следующими свойствами: 
а) ||G(£, 0,е) | | < c i £ n + 1 , где ci - положительная постоянная; 
б) для каждого г/ > 0 существуют 6 = 8(т]) и £о = ^oiv) такие, что если ||г/|| < 5, 

\\и"\\ < 6, то выполнено неравенство \\G(t,u',е) — G(t,u",е)\\ < г)\\и' — и"\\. 
Если Ni и Mi - п х п-мерные матрицы и detiV^ ф О, то, очевидно, задачу (45) можно 

рассматривать так, как в [4]. В рассматриваемом случае вследствие обобщенных импульс­
ных условий нужен другой подход, для которого необходимо предварительно рассмотреть 
начально-импульсную сингулярную задачу 

exl=Bl{t)xl+fl{t,e), x2 = B2{t)x2 + f2{t,e), t e [ o , 6 ] , t ф п, 0 < е < 1, (46) 

xi(a) = жю, ж 2 (а) = ж 2 0 , (47) 

M i ^ i f o - 0) + Nuxiin + 0) + М 2 г Я 2 ( т г - 0) + N2ix2(Ti + 0) = hu г = 17£, (48) 

а = r 0 < r i < . . . < тр < Tp+i = Ь. 

Матрица B\(t) (n-r)x(n — г)-мерная, ее собственные числа имеют отрицательные действи­
тельные части, B2(t) - г х г-мерная матрица, ее собственные числа также имеют отрица­
тельные действительные части. Вектор х\ п — г -мерный, а вектор х2 г-мерный. Функции 
fi(t,e) и / 2 (£ ,£) соответственно п — г - и г-мерные и удовлетворяют условию УЗ). Матрицы 
-Wii, Nu ki х (n — г) -мерные, а M 2 j , iV2^ fci х г -мерные, hi - n-мерные постоянные векторы. 

Импульсные условия (48) представляем в виде 

p+i 
^ ( ^ Н - ^ ) + ^ 4 ( - ^ ) ) = Я , (49) 
г=1 

где 

1пх)(-,е) = {Mji,®j2,...,@jp)Tx){Ti,e), 

ljix)(-, е) = [Qji,..., 6^-1, Mji, Oji+i, • • •, QjpY^jiri.e) + 

+ [ 0 j i , . . . , Nji-UQji,..., 6 j p ] T z5(Tt_i , e), г = 2^p, 

* j p + i S j + 1 ( " > e) = [ ® j b • • • , © i p - ь ^ i p ] T ^ + 1 ( 7 p , e), Я = [hu h2,..., / г р ] т . 

Через в 2 г , г = 2,р, обозначены соответственно ^ х ( п - г ) - и ^ х г-мерные матрицы 
с нулевыми элементами, а матрицы Mji и Nji-\, j = 1,2, занимают соответственно г - и 
(г — 1) -й блоки. Введены следующие обозначения: 

Qu{z) — hiiWi'i т г - ь е)) ~ ki х (n —г)-мерные матрицы, г = 2,р + 1, 

Qi(e) = [Qi2(e),Qi3(e), - • • ,Qip+i(e)](vx(n-r)P), v = (ki + k2 + • • • + kp), (50) 

x\ = [^i 2 (r i , e ) , Ж 1 з ( т 2 , г ) , . . . , z i p + i ( t p , ^ ) ] [ n _ r ) p x i , 

Q2z(^) = hi(V{-,Ti-i)) - ki x г -мерные матрицы, г = 2,p + 1, 

Q2OO = [ Q 2 2 ( e ) , Q 2 3 ( e ) , - . - ,Q2p+l(e)]( l7xrp) 5 F = (fci + fc2 + . . . + fcp), (51) 

я 2 = [ ж 2 2 ( п , е ) , а ; 2 з ( г 2 , е ) , . . . , д ; 2 р + 1 ( т р , £ : ) ] ^ х 1 , x = [ x T , ^ ] T , 

p + i (•) (") 

He)=H-Y^(lii^J W(.,s,e)^fl(sJe)ds^+l2i(^ J V(.,s)f2(s,e) ds^, 
1 = 1 T i _ i T i _ l 
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где W(t,s,e) - фундаментальная матрица системы eW = B\(t)W, W(s,s,e) = Еп-Г, a 
V(t,s) - фундаментальная матрица системы V = B2{t)V, V r(s,s) = J5 r . 

Введем V x np -мерную матрицу 

Q(e) = \Q1(e),Q2(e)]. (52) 

Пусть имеет структуру Q(e) = Qo + 0 ( e 9 exp(—а/г)) , Q 0 ~ ^ x nP-мерная постоянная 
матрица, g G N , a > 0, и выполнены условия: 

У10) rankQo = Яо < mm(V,np); 
У11) pQ*o4e) = 0. 

Здесь - единственная по Муру-Пенроузу псевдообратная матрица к матрице Q0, а 

P Q 0 ' PQl ~ ° Р т о п Р о е к т ° Р Ь 1 pq0

 : R p n k e r ( Q o ) , ^ : R F "> ker(Qo), = Qo-
Л е м м а 1. Пусть матрица QQ удовлетворяет условию У10). Начально-импульсная за­

дача (46)-(48) имеет решение вида 

t 

x\(t, е) = W(t, r 0 , е)хго + J W(t, s, e) • ^f(s, e) ds, t € [r 0 , n ] , 

т о 

*i(«, e) = w(«,ri_1,C)[[î o]g^)_i?y+[Qo+%)]f-Xj+ (53) 
t 

+ j W(t,s,e) - ^f(s,e)ds, t E ( г ^ ь г . ] , 

Т г - 1 

= ^(*» ro> )^20 + V(t, г) ds, t e [r 0 , n ] , 

r o 

t 
(54) 

4(*) = ^ , т , _ 1 ) [ [ Р ^ Д _ 1 ^ + [ д 0

+ / г ( е ) ] ? : _ 1 ] + I V(t,s)f(s,e)ds, г | б Г , * е ( т г _ ь т ; ] , 
T i - l 

тогда и только тогда, когда выполнено условие У11). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть t Е [ to , t i ] . Из (46)-(48) для xl(t,e) получаем начальную задачу 

dx^~ dx^~ 
= Bix\ + / i (* ,e ) , х}(т 0 , е ) = xio, = B2x\ +f2(t,e), х\(т0,е) = x20, 

которая имеет решение 

t t 

x\{t,e) = W(t,T0,e)x10 + j W(t,s,e)-^fi(s,e) ds, x\{t,e) = V{t,T0)x20 + j V(t,s,)f2{s,e)ds. 

т о To 

При t E ( r j _ i , T i ] , г = 2 , p + 1, решение системы (46)-(48) ищем в виде 

t 

x[{t,e) = W{t,Ti-Ue)x[(Ti-Ue)+ j W{t,s,e) -^fi(s,e) ds, (55) 
T i - l 

4foe)=V{t,Ti-l)xi(Ti-l,e)+ j V{t,s)f2{s,e) ds. (56) 
Т г - 1 
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Неизвестные постоянные векторы я^(тг_1,е), j — 1,2, г — 2,р + 1, - решения системы 

p+i 

^2(1ц(Ш(;тг^ие))х\(г^ие) +hi{V(;Ti-1))x}t{Ti-i1e)) = 
г=2 

1 = 1 T » _ i Ti-l 

которая получается после подстановки (55) и (56) в (49). Согласно обозначениям (50)-(52) 
последнее равенство принимает вид _ _ 

Q(e)x = h{e). (57) 

Пренебрегая экспоненциально малыми элементами в матрице Q(e), систему (57) запишем 
в виде Q0x = h(e). Решением последней системы при условии У10) будет 

x = PQ0V + Qt4£) (58) 

тогда и только тогда, когда выполнено условие У11). Тогда из (58) для компонент х \ ( т 1 - \ , е ) , 
г = 2,р + 1, вектора х получаем 

где через [Рд]р^п"г^ обозначена матрица, которая состоит из первых р(п — г) строк матрицы 

Ртл . Аналогично через 
[Qoh(e)]p(n~r) обозначен вектор, который состоит из первых р(п — г) 

элементов вектора Qoh(e). Индексы (n — r)^_i означают, что при г = 2 - это первые п — г 
строк матрицы [-PqJ^71-7^ и п — г компонент вектора [QQ h(e)]p(n~r\ при г = 3 - вторые 
п — г строк и т.д. Подставляя равенства (59) в (55), получаем решение (53). 

Аналогично из (51) для х2(т{-1,е), г — 2,р + 1, имеем 
4(т<_ь е) = [%]%_1Т}+ , (60) 

где через [Pqq]pt обозначена матрица, составленная из последних рг строк матрицы Pq q. Че­
рез [Qoh(e)]pr обозначен вектор, который состоит из последних рг элементов вектора Q^h(e). 
Индексы п_1 имеют тот же смысл, что и в (59). Подставляя равенства (60) в (56), получаем 
решение (54). Лемма доказана. 

В задаче (45) выполним замену переменных, положив и — Tw, где Т - неособая п х п -
мерная матрица, преобразующая матрицу А к клеточно-диагональному виду Т~1АТ — 
— d iag (A,0 ) . Тогда задача (45) примет вид 

ewi = Awi +e(Dn(t)wi + Di2w2) + Gn(< ,0 ,0 ,e ) , 

w2 = D22(t)w2 + D2iwi + ( l / e )G i 2 (* ,0 ,0 , e ) , wi(a,e) = 0, w2(a,e) = 0, (61) 

Nuwifa + 0) + MiiWi(ri - 0) + N2iw2{r% + 0) + M2iw2{ji - 0) - 0, 

где Gi( i , tu ,e) = T~lG(t,Tw,e) = eT~~lAx(t)Tw + T ~ 1 G ( £ , 0 , £ ) . Матрицу D(t) представим в 
4 v ' 4 v ' 

D(t) Gi(t,0,e) 
клеточном виде 

= fDn{t)(n-r)x(n-r) A2(*)(n-r)x 
V -°21 Wrx(n-r) D22(t)rxr 
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вектор w - в виде w = [w\,w2]T, где w\ - п — г -мерный вектор, w2 - г-мерный вектор, а 
функцию Gi(£,0, е) - в виде 

Г d о Л - ^н^°^)(п-г)хЛ _ ^11 (4 ,0 ,0 , е ) \ 
& i ( t , 0 , e ) - ^ G 1 2 ( t , 0 , e ) r x l ) = \Gl2(tMe)) ' 

Тогда 
Gi ( t ,w ,e ) = Gi(t ,u ; i ,u72 ,e) = 

= {Gn(t,wuw2,e)\ (eDnWwx + eDl2(t)w2 + Gn(t,0,0,e)\ 
\G12{t, wi, w2, e) J \eD21 (t)wi + eD22(t)w2 + Gl2(t, 0 , 0 , e ) ) ' 

Функции Gn(t,wi,w2,e) и G\2(t,w\,w2,e) имеют свойства а) и б) функции G(t,u,e). Для 
матриц Mi и Ni из импульсных условий (45) получаем NiT = [Nu,N2j\, М{Г = [Mu,M2i], 
где Nn и Мц - ki х (n — г) -мерные, a Afo и М 2 г - ki х г -мерные матрицы. 

Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, условия У10), У 11) и а , /3, d, ci, 
С4, С5, Сб, С7, eji, j = 1,2, г = 1, (5, /?i - положительные постоянные такие, что 
\\W(t,s,e)\\<(3exp(-a(t-s)/e), \\V(t,s)\\ < / 3 e x p ( - a ( t - * ) / e ) , /3 < а / 8 , | |G(t ,0 ,e | | < c i e n + 1 , 
c i ^ + 1 < J, - T i _ l f е ) и , - ( г ^ 1 , < ft, I H ^ - i ) l l < ft, Л < J / 8 , | | ^ ( ^ ) | | < ец\\ф1 
\\D(t)\\ < d, ZtteJi < C7, i = 1,2, IIQjll < c 4 , c 4 c 7 (3d + 2) > 4, < c 5 , | |PqJ| < c 6, 
c 5 < <ty(2c6), r? < 2. Тогда если e0 < min(l/d, (2 /3) ( ( l /d ) (2 / ( c 4 c 7 ) - 1))), mo \\u(t,e)\\ < c e n + 1 , 
c > 0, ее (0,£ 0 ]-

Д о к а з а т е л ь с т в о . В соответствии с леммой 1 система (61) имеет решение вида 

t 
\(t,e) = f W{t,s,e) •-^e{Dn{s)w\^ Dl2{s)w\) ^ Gu^ 

W , V 

то 

t 
™2(t) = / ^(<^)-i(eZ?i2(5)u;l + Gi2(e,0,0,e))de, t e [ r 0 , r i ] , 

то 

u;i(t, e) = W(t, T i - i , Л + ^ M ^ K j + 

+ ^ W ( M , ^ ( £ ( A i ( s M ^ 
T i - l 

«4(t) = v{t,n-i)\[PbJ?i_lil+ [Qo + %)]?LJ + 

+ У F ( t , 5 ) . i ( e J 9 1 2 ( 5 K 1 + G12(5,0,0,£))d5, « 6 ( T i - i , T i ] , i = 2 ^ , 

T i - l 

где вид матрицы Qo указан в лемме 1, 

p+i - - (') 

* ^ Ti — 1 

(•) 

T i - l 

hii^j V{-,s)--£{eDX2{s)w\ + GX2{s№,e))dsy^, 
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Х = [wuw2]T, wi = [wl(n,e),wl(T2,e),...,w[+L(Tp,e)]T, 
Щ = [wl{TI,e),wl{T2,e),... ,и%+1(тр,е)]т, 

a Bi(t) = A и 5 2 ( t ) = I>22(t)-
Предположим, что 

P V ? + q2"£(£)||<*, (62) 
т.е. Ц Ц ^ ь е ) ! ! < Ь ||wj(Ti_i,e)|| < J (||г*Чтг-1, e) || < <*), t = 2 ^ T T . 

С помощью метода последовательных приближений доказывается, что \\w\(t, е) \\ < сеп+1 < 8 
и |K(*,e) | | < c e n + 1 < 6, т.е. | |«(t ,e) | | < cen+1. 

Покажем, что предположение (62) выполнено. Имеем 

| | % ) | | < с 7 ( j / З е х р ( - а ^ - ^ • i(2ed<J + C l e n + 1 ) d s + 
Ti-l 

(•) 

У ^ е х р ^ - а ^ - ^ • ^(edS + Clen+1)ds^ < c7^(3e0d+ 1)6 < j(Ze0d+ 1)6. 
Ti-l 

Тогда 

l l ^ + QjMe)ll < сесь + сЛ(Зе0(1+ 1)6 < c 6 • \ - + ^£lf3U2J— ^^)d + 2)s<S. 
4 0 8 2 ее 8 \ 3 у dc±C7 d J J 

Теорема доказана. 
Таким образом, для асимптотического решения Y\mx(t,e) = xo(t), t G (тг_1,Тг] , г = 1 ,р+1 . 

4. П р и м е р . Пусть £ Е [0,2], t Ф т\, т\ = 1 и задача (1)-(3) имеет следующие коэффици­
енты: 

Л = ( I 1 Л ) ' A l W = ("2t -At+ 2) ' 

^ = ^i 3 j , Mi = ^ o1 , / Ц = ^ i 1 

Применяя изложенный подход, приходим к следующему представлению решения: 

^ М » = - е - . ( ? ) £ . + 1 ( 1 - ) + ( - ) ( 1 + А ) е - + 

- а (•) h i - / ( ? « г • э и (л) с - * • I)• 
Л / 1 0 1 ^ 187\ _ / 2 / 3 + «/Л / б. ̂  П \ _ 3 1 / Л ^ п 1 . 

' ^ • s e ) ^ , + i ( - o ^ + « a © ( ^ ( - ^ + i « - s ) ) 

+ ^ + (Л) ( | ^ + й ) ' - 3 ( ' - 1 , / * ) + * 6 (М-
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